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從兩種直角三角板到 14 種

“中學有理三角形”

林開亮

也許你還保存著這樣的記憶 : 小學高年級或進入中學不久, 數學老師說每個人都要

準備一副三角板 : 無論材質如何, 其中一個是兩個銳角均為 45 度的等腰直角三角

形, 另一個是銳角分別為 30 度和 60 度的直角三角形, 任何一家文具商店都會出售。

至於為什亖, 老師沒有講, 也沒有人追問過, 直到今天似乎還沒見到一本書討論這個

問題。

當然可以做出多種解釋, 比方說能夠方便地作垂線、 平行線、 畫直角和一些特殊

角, 有助於記憶特殊角的三角函數等等, 不過細究下來都不能令人滿意。 不同於後世

的工匠與畫師, 古希臘人在作圖中只允許使用沒有刻度的直尺與圓規。 在他們那裏,

尺規作圖是一種與歐幾里德公理體系高度匹配的思想操練。 為什亖全世界學習幾何

學的學生, 需要這樣一種貌似反歐幾里德傳統的 「標配」 呢?

直到讀了柏拉圖 《蒂邁歐篇》, 筆者方覺豁然開朗。 原來, 這兩種特殊的直角三角

形, 是柏拉圖展開其宇宙構造圖景的基礎, 而這一思想的源頭可以追溯到認為 「萬物

皆數」 的畢達哥拉斯那裏去。 根據大家都知道的一個傳說, 幾何學是進入柏拉圖學園

的通行證, 而 《蒂邁歐篇》 正是柏拉圖闡述其宇宙觀的代表作, 書中為兩種特殊的直

角三角形賦予了超凡脫俗的意義。

劉鈍, 柏拉圖的 《蒂邁歐篇》 與五輪塔的幾何學 (見 [13])

從小學開始,我們就接觸過直角三角板。眾所周知,直角三角板只有兩種,內角分別為 45◦–

45◦–90◦ 和 30◦–60◦–90◦。
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為何只有這兩種特殊的直角三角形呢? 清華大學科學史系劉鈍教授在 2022 年發表的文

章 [13] 中拋出這一問題, 並從數學歷史文化的角度給出了他的解釋 (見開篇引言)。這裡我們試

圖從數學本身的視角給出一個解釋。

注意, 這兩種直角三角形具有以下兩個共性 (暫且先忽略直角的限制):

(i) 三邊長之比滿足

ℓ1 : ℓ2 : ℓ3 =
√

d1 :
√

d2 :
√

d3, (1)

其中d1, d2, d3是正整數。

(ii) 每個角都是有理角, 即(在弧度制下) 為π的有理數倍。

注意, 還有兩種三角形也滿足上述 (i) 與 (ii), 那就是等邊三角形與三內角分別為 30◦–

30◦–120◦ 的等腰三角形 (三邊長之比為1 : 1 :
√
3)。

我們將證明, 以上四種三角形就給出了滿足 (i) 與 (ii) 的全部三角形。 事實上, 我們將證

明以下更一般的結果:

定理 1. 設三角形的三內角為 θ1, θ2, θ3, 對邊長分別為 ℓ1, ℓ2, ℓ3。 若它滿足

(i) 對每個 i = 1, 2, 3, θi = riπ, 其中 ri 是有理數。

(ii) θ1 ≤ θ2 ≤ θ3。

(iii) ℓ1 : ℓ2 : ℓ3 =
√
d1 :

√
d2 :

√
d3, 其中 d1, d2, d3 是 (正) 有理數。

則必有

(θ1, θ2, θ3) =
(π

3
,
π

3
,
π

3

)

或

(π

4
,
π

4
,
π

2

)

或

(π

6
,
π

3
,
π

2

)

或

(

π

6
,
π

6
,
2π

3

)

. (2)

為證明定理 1, 我們需要以下引理:

引理 1 (Underwood 定理). 設θ = rπ, 其中r是有理數, 則cos θ全部的有理數值為:

1,
1

2
, 0, −1

2
, −1. (3)
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引理 1 是一個經典的結果, 至少有 100 年的歷史, 參見 [17, 6, 11]。 本刊文章 [8] 曾介紹

其經典證明, 以下給出另一個不同的證明。它歸功於 Richmond [16], 最近又被重新發現,參見

[15]。

引理1的證明: 設 cos θ 是有理數且 cos θ 6= 0, 則 cos θ = p
q
, 其中 p, q 是互質的整數, 且

q > 0。 由二倍角公式 cos 2θ = 2 cos2 θ − 1, 有

cos 2θ =
2p2 − q2

q2
.

注意,

gcd(2p2 − q2, q2) = gcd(2p2, q2) =

{

1, 若 q 是奇數

2, 若 q 是偶數
,

從而 cos 2θ =
2p2 − q2

q2
的最簡分數表達中的分母為 q2 或

q2

2
。

下面用反證法證明, 若 θ 為有理角, 則必有 q = 1 或 q = 2。

不然, 設 q ≥ 3。 則必有
q2

2
> q ≥ 3, 從而

cos θ, cos 2θ, cos 4θ, . . .

是兩兩不等的有理數, 因為其最簡分數的分母依次增大。 另一方面, 由於 θ = rπ 是有理角, 所

以 r 是有理數。 令 r =
m

n
, 其中 m,n 是互質的整數, 且 n > 0。 則 顯然 {cos kθ}∞k=1 是一

個週期為 2n 的數列, 從而

cos θ, cos 2θ, cos 3θ, . . .

是有限集, 進而子列 cos θ, cos 2θ, cos 4θ, . . . 也是有限集。 這與前面證明的結果矛盾!

定理1的證明: 不妨設ℓi =
√
di, i = 1, 2, 3。 由餘弦定理, 有

cos θ1 =
ℓ22 + ℓ23 − ℓ21

2ℓ2ℓ3
=

d2 + d3 − d1

2
√
d2d3

, (4)

於是有

cos2 θ1 =
(d2 + d3 − d1)

2

4d2d3
, (5)

從而 cos2 θ1 是有理數。 根據二倍角公式 cos 2θ1 = 2 cos2 θ1 − 1, 推出 cos 2θ1 是有理數。 進

而由引理1, 可知 (注意 0 < θ1 < π, 從而 cos 2θ1 6= 1)

cos 2θ1 =
1

2
, 0, −1

2
, −1.

從而

2 cos2 θ1 − 1 =
1

2
, 0, −1

2
, −1.
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於是

cos2 θ1 =
3

4
,
1

2
,
1

4
, 0,

進而

cos θ1 = ±
√
3

2
, ±

√
2

2
, ±1

2
, 0.

從而

θ1 ∈
{

π

6
,
π

4
,
π

3
,
π

2
,
2π

3
,
3π

4
,
5π

6

}

= S. (6)

類似地, 可以推出

θ2 ∈ S, θ3 ∈ S. (7)

注意, 由三角形的內角和定理, 有

θ1 + θ2 + θ3 = π. (8)

由於 θ1 ≤ θ2 ≤ θ3, 所以

θ1 ≤
π

3
≤ θ3. (9)

以下分情況討論。 由於 θ1 ≤ π
3
且 θ1 ∈ S, 所以僅有三種情況:

情形 (i) θ1 =
π
6
。 則 θ2 + θ3 =

5π
6
, 由限制 (7) (9) 可以推出

θ2 =
π

3
, θ3 =

π

2
或 θ2 =

π

6
, θ3 =

2π

3
. (10)

情形 (ii) θ1 =
π
4
。 則 θ2 + θ3 =

3π
4
, 由限制 (7) (9) 可以推出

θ2 =
π

4
, θ3 =

π

2
. (11)

情形 (iii) θ1 =
π
3
。 則 θ2 + θ3 =

2π
3
, 由限制 (7) (9) 可以推出

θ2 = θ3 =
π

3
. (12)

以上三種情形就給出 (2)。 定理 1 證畢。 ���

從定理 1 可立即推出以下結果, 它從數學上解釋了為何直角三角板只有兩種。

定理 2. 設直角三角形的兩銳角為 θ1, θ2, 其中 θ1 ≤ θ2 為有理角, 若 sin θ1 : sin θ2 : 1 =√
d1 :

√
d2 :

√
d3, 其中 d1, d2, d3 是 (正) 有理數, 則必有

(θ1, θ2) =
(π

4
,
π

4

)

或

(π

6
,
π

3

)

. (13)

定理 1 還有一推論, 歸功於數學家 J. H. Conway(見 [7]定理1):

定理 3 (Conway 小定理). 如果一個三角形的三個內角都是有理角, 且任意兩邊長之比為有理

數, 則該三角形為等邊三角形。
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在定理 1 的證明中, 我們實際上得到了以下定理:

定理 4. 設 θ = rπ, 其中 r 是有理數。 則 cos2 θ 是有理數當且僅當

cos2 θ = 0,
1

4
,
1

2
,
3

4
, 1.

定理 4 的一個等價表述如下:

定理 5. 設 r 是有理數, 且 0 ≤ r ≤ 1。 則
1

π
arccos

√
r 是有理數當且僅當

r = 0,
1

4
,
1

2
,
3

4
, 1.

定理 5 的一個特例曾應用於 Hilbert 第三問題的解決, 並被收入著名的 《 數學天書中的

證明》 一書 ([1, p.52] 定理 3):

定理 6. 設 n ≥ 3 是奇數, 則
1

π
arccos

(

1√
n

)

是無理數。

定理 5 的其他特例與變形也見於一些中學數學競賽問題, 參見 [10] p. 153 和 p. 162。

類似地, 還可以得到引理 1、 定理 3、 定理 4 的正弦版本和正切版本, 只要注意到 sin θ =

cos(
π

2
− θ) 以及

cos 2θ =
1− tan2 θ

1 + tan2 θ
,

此處從略。 有興趣的讀者可見 [12]。

我們指出, 定理 1包含在一個更廣泛的定理中。三角形稱為一個有理中學三角形 (rational

grade school triangle), 若它的三個角都是有理角(即每個角的弧度都是 π 的一個有理倍數),

且三邊長 ℓ1, ℓ2, ℓ3 滿足關係

ℓ1 : ℓ2 : ℓ3 = x1 : x2 : x3,

其中

xj = aj + bj
√

dj,

這裡 aj, bj 是有理數, 而 dj 是正整數。

1982年, J. C. Parnami 等 [14] 確定了全部的“有理中學三角形”(A. Berger [2, 3] 最

近又重新推導了這一結果)。 其結果如下:

定理 7. 一個三角形為有理中學三角形當且僅當它的每一個角是 15◦ 或 36◦ 的整數倍。 在相似

等價意義下, 有理中學三角形只有 14 個, 其內角(在角度制下) 分別為:

36–36–108 36–72–72 15–15–150 15–30–135 15–45–120 15–60–105 15–75–90

30–30–120 30–45–105 30–60–90 30–75–75 45–45–90 45–60–75 60–60–60
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注意到, 這 14 個三角形中, 有 7 個等腰三角形, 3 個直角三角形 (除了定理 2 給出的兩

種以外, 還有一種是 15◦–75◦–90◦)。 僅有三種直角有理三角形的結論,也曾被 Calcut [4] 獨立

得到。

Parnami 等對定理7的證明, 僅用到初等的 Galois 理論與數論, 下面我們分享給有興趣

的讀者。 證明用到三個引理, 我們介紹如下。

第一個引理通常作為 Galois 基本定理的一部分, 為方便讀者, 我們單獨列出, 參見[9,

p. 265]定理1.10。

引理 2. 設 K/k 是 Galois 擴張, 具 Galois 群 G。 設 F 是中間域, 即 k ⊂ F ⊂ K, 令 H

是 K/F 的 Galois 群。 則 F 是 k 的正規擴張當且僅當 H 是 G 的正規子群。 若 F 是 k 的

正規擴張, 令 G1 是其 Galois 群, 則限制映射 σ 7→ σ|F 給出 G 到 G1 的同態, 其核是 H。

從而我們有 G1 ≈ G/H .

第二個引理是關於分圓域的基本結果, 參見 [9, p. 278] 定理 3.1。

引理 3. 設 ζ 是一個本原 n 次單位根。 (Z/nZ)∗ 同構於 Q(ζ)/Q 的 Galois 群, 同構映射如

下給出: 對任意的 k ∈ (Z/nZ)∗, σk 由 ζ 7→ ζk 定義。

(Z/nZ)∗ 是剩餘類環 Z/nZ 的乘法群。 Gauss 給出了關於該群的結構的基本結果, 這是

我們所需要的第三個引理 (參見 [18, p. 73] 定理 2)。

引理 4. 設 n = 2sps11 · · · pstt 為質因數分解, 其中 p1, . . . , pt 為互異的奇質數, 則 (Z/nZ)∗

同構於

(Z/2sZ)∗ × (Z/ps11 Z)∗ × · · · × (Z/pstt Z)
∗,

其中對 i = 1, . . . , t, (Z/psii Z)
∗ 是 psi−1

i (pi−1) 階迴圈群; 若 s = 1 或 s = 2, 則 (Z/2sZ)∗

為迴圈群; 若 s ≥ 3, 則 (Z/2sZ)∗ 為階為 2 和 2s−2 的兩個迴圈群的直積。

現在我們可以給出 Parnami 等對定理 7 的證明了。

定理7的證明: 不妨設所考慮的“有理中學三角形”的三內角為 θ1, θ2, θ3,對邊長分別為 ℓ1, ℓ2, ℓ3,

且

ℓi ∈ Q(
√

di), i = 1, 2, 3, (14)

其中 di ∈ Q, i = 1, 2, 3。 則由餘弦定理有

cos θ1 =
ℓ22 + ℓ23 − ℓ21

2ℓ2ℓ3
, (15)

從而

cos θ1 ∈Q(
√

d1,
√

d2,
√

d3). (16)
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注意, 作為 (X2 − d1)(X
2 − d2)(X

2 − d3) 在 Q 上的分裂域, Q(
√
d1,

√
d2,

√
d3) 是 Q 的

Galois 擴張, 其自同構群 G 中的每個元素形如

σ :
√

di 7→ ±
√

di, i = 1, 2, 3. (17)

因此 G 中的每個自同構σ滿足

σ2 = 1. (18)

現在設 θ1 =
2πm
n

, 其中 m,n 是互質的正整數。 由於 θ1 ∈ (0, π), 所以 n ≥ 3.

令 H 是 Q(cos θ1) 在 Q 上的 Galois 群。 根據引理2, H 是 G 的一個商群, 從而特別

地, H 中的每個自同構 τ 也滿足

τ 2 = 1. (19)

另一方面, 令 ζ = eiθ1 , 則 ζ 是一個 n 次本原單位根, 且

2 cos θ1 = ζ + ζ−1, (20)

從而

cos θ1 ∈ Q(ζ). (21)

由引理 2 與引理 3, 立即推出 H 同構於 (Z/nZ)∗/{[1], [−1]}。 由於 (19) 成立, 這就意味著,

(Z/nZ)∗ 的每個元素 x 滿足 x4 = 1。 根據引理 4, 這就推出, 在 n 的質因數分解

n = 2sps11 · · · pstt

中, 對於每個奇質數 pi, 有

psi−1
i (pi − 1) ≤ 4.

從而 pi ≤ 5, 即有 pi = 3 或 pi = 5, 並且對應的 si = 1。 類似地, 由引理 4, 在 n 的質因數

分解中, 2 的指數 s 必須滿足 s ≤ 4。 綜上, n 的質因數分解具有以下形式

n = 2s3s15s2, (22)

其中

0 ≤ s ≤ 4, 0 ≤ s1 ≤ 1, 0 ≤ s2 ≤ 1. (23)

這一共給出 5×2×2=20 個值。 注意 n≥3, 因此其中至多有 18 個值滿足條件, 它們取自集合

S1 = {4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 5, 10, 20, 40, 80, 15, 30, 60, 120, 240}. (24)

注意, 並非 S1 中的 18個值都能使得 (19) 成立。 比如, 若 n > 7, 則由 (22) 可知, 7 與

n 互質, 從而由限制 (19) 可知, 必定有

72 ≡ ±1 (mod n). (25)
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這意味著

n | 48 或 n | 50. (26)

這就推出 n 不能取值 S1 的後八個值, 從而 n 包含在集合 S1 的下述子集

S2 = {4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 5, 10}. (27)

也並非 S2 中的 10 個值都能使得 (19) 成立. 若 n > 11, 則由 (22) 可知, 11 與 n 互

質, 從而由限制 (19) 可知, 必定有

112 ≡ ±1 modn. (28)

這意味著

n | 120 或 n | 122. (29)

這就推出 n 不能取值 S1 中的 16, 48, 從而 n 包含在集合 S2 的下述子集1

S3 = {4, 8, 3, 6, 12, 24, 5, 10}. (30)

這就推出 θ1 =
2πm

n
可能的取值集合為

S =

{

2π

4
,
2π

8
,
6π

8
,
2π

3
,
2π

6
,
2π

12
,
10π

12
,
2π

24
,
10π

24
,
14π

24
,
22π

24
,
2π

5
,
4π

5
,
2π

10
,
6π

10

}

. (31)

容易驗證, 上述集合 S 可以重新表示為

S =

{

π

12
,
2π

12
,
3π

12
,
4π

12
,
5π

12
,
6π

12
,
7π

12
,
8π

12
,
9π

12
,
10π

12
,
11π

12
,
π

5
,
2π

5
,
3π

5
,
4π

5

}

. (32)

類似地, 我們可以證明 θ2, θ2 ∈ S。 現在我們只需要求出所有的 (θ1, θ2, θ3) ∈ S ×S ×S

且 θ1 ≤ θ2 ≤ θ3 使得

θ1 + θ2 + θ3 = π. (33)

我們分兩種情況。

第一種情況: 若 θ1, θ2, θ3 之一是
jπ

5
, 這裡 j ∈ {1, 2, 3, 4}, 則另外兩個 θ 之和必定以 5 為分

母, 這就意味著剩下的兩個 θ 之中必定有一個以 5 為分母(否則其分母必定是 12 的因數), 從

而另一個也必定以 5 為分母. 這就引出方程

j1π

5
+

j2π

5
+

j3π

5
= π, (34)

即

1事實上, 我們的方法可以證明以下結果: 設 n 是正整數, 若 (Z/nZ)∗ 中每個元素 k 都滿足 k2 ≡ ±1 (mod n), 則 n | 24 或
n | 10。 一個相關的結果參見 [5]。
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j1 + j2 + j3 = 5, (35)

其中 j1, j2, j3 ∈ {1, 2, 3, 4} 且 j1 ≤ j2 ≤ j3, 它只有兩組解

(j1, j2, j3) = (1, 1, 3) 與 (j1, j2, j3) = (1, 2, 2). (36)

它們給出的內角是

(θ1, θ2, θ3) =

(

π

5
,
π

5
,
3π

5

)

與 (θ1, θ2, θ3) =

(

π

5
,
2π

5
,
2π

5

)

. (37)

第二種情況: 若 θ1, θ2, θ3 都是
jπ

12
, 這裡 j ∈ {1, 2, . . . , 11}。 則我們得到方程

j1π

12
+

j2π

12
+

j3π

12
= π, (38)

即

j1 + j2 + j3 = 12, (39)

其中 j1, j2, j3 ∈ {1, 2, . . . , 11} 且 j1 ≤ j2 ≤ j3。 它有 12 組解:

(1, 1, 10), (1, 2, 9), (1, 3, 8), (1, 4, 7), (1, 5, 6), (2, 2, 8),

(2, 3, 7), (2, 4, 6), (2, 5, 5), (3, 3, 6), (3, 4, 5), (4, 4, 4).
(40)

並且可以寫出對應的內角 θ1, θ2, θ3。 為方便讀者, 我們將全部 14 中可能的情況匯成表格如下:

角度制記號 (θ1, θ2, θ3) ℓ1 : ℓ2 : ℓ3

36◦–36◦–108◦ (π/5, π/5, 3π/5) 2 : 2 :
√
5 + 1

36◦–72◦–72◦ (π/5, 2π/5, 2π/5)
√
5− 1 : 2 : 2

15◦–15◦–150◦ (π/12, π/12, 5π/6)
√
2 :

√
2 :

√
3 + 1

15◦–30◦–135◦ (π/12, π/6, 3π/4)
√
3− 1 :

√
2 : 2

15◦–45◦–120◦ (π/12, π/4, 2π/3)
√
3− 1 : 2 :

√
6

15◦–60◦–105◦ (π/12, π/3, 7π/12)
√
3− 1 :

√
6 :

√
3 + 1

15◦–75◦–90◦ (π/12, 5π/12, π/2)
√
3− 1 :

√
3 + 1 : 2

√
2

30◦–30◦–120◦ (π/6, π/6, 2π/3) 1 : 1 :
√
3

30◦–45◦–105◦ (π/6, π/4, 7π/12)
√
2 : 2 :

√
3 + 1

30◦–60◦–90◦ (π/6, π/3, π/2) 1 :
√
3 : 2

30◦–75◦–75◦ (π/6, 5π/12, 5π/12)
√
3− 1 :

√
2 :

√
2

45◦–45◦–90◦ (π/4, π/4, π/2) 1 : 1 :
√
2

45◦–60◦–75◦ (π/4, π/3, 5π/12) 2 :
√
6 :

√
3 + 1

60◦–60◦–60◦ (π/3, π/3, π/3) 1 : 1 : 1
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表中第三列顯示的比值表明, 這 14 種三角形確實都是“有理中學三角形”, 從而上表就給出了

全部的“有理中學三角形”。 第三列的各個比值之確定, 可參見以下“無字證明”, 由浙江省永嘉

中學葉盧慶老師提供。
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