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2
n 在分母的級數收斂性質補遺

張進安

拙作 『2n 在分母的級數收斂性質』刊登在數學傳播 108 年 9 月第 171 期。 校稿時, 本人

對當分子是盧卡斯數列的結果:
∞
∑

n=1

Ln(a, b)

2n
= a+ b,

∞
∑

n=1

Ln(a, b, c)

2n
= a+ b+ c, 甚至

∞
∑

n=1

Ln(a, b, c, d)

2n
= a+ b+ c+d,

感到十分滿意,而且也容易往更高階的盧卡斯數列依此類推一番。 但是對於定義在自然數N 的

多項式函數, 除了 f(n) = an + b 時,
∞
∑

n=1

f(n)

2n
= 2a + b 可以把 a + b 看成首項, a 看成

公差, 得到 f(n) = (a + b) + a(n − 1) = a1 + d(n − 1), 再得到
∞
∑

n=1

f(n)

2n
= a1 + d 還

算簡潔之外, 對於二次以上的函數如 f(n) = an2 + bn + c 時,
∞
∑

n=1

f(n)

2n
= 6a + 2b + c;

f(n) = an3 + bn2 + cn+ d 時,
∞
∑

n=1

f(n)

2n
= 26a+6b+2c+ d; 雖可逐步推廣到更高次的函

數, 結果也很明確。 但其中對 n, n2, n3 項的係數, 必須各乘以一個愈來愈大的常數 2, 6, 26。

如果讀者有興趣算一下, n 的 4 次方的常數是
∞
∑

n=1

n4

2n
= 150, 就已經不太漂亮了, 一定會感覺

不滿意。 而且1, 2, 6, 26, 150 的數列, 似乎又找不到遞增的規則。 或許隨著冪次的提高, 這個

常數的變大是無可避免的, 只是希望能找到一個由數列生成元就能直接表達的收斂公式, 如果

能像各階盧卡斯數列那樣, 都能表示成
∞
∑

n=1

Ln(a, b, c, . . . , k)

2n
= a+ b+ c+ · · ·+ k, 就更能

體現數學的簡潔之美了。

幾經思考, 終於在無意間找到一個切入點, 那是利用 『定義在自然數 N 的 r 次方函數就

是一個 r 階差數列』, 而 r 階差數列需要 r + 1 個生成元, 正和 r 次函數是由 r + 1 個係數決

定一樣。筆者在民國 73 年第二十四屆全國中小學科學展覽中,曾以 『階差數列的代數結構及級

數和』 一題, 獲得教師組第三名, 時隔三十多年, 如今再用這個結果, 搭配 『2n 在分母的級數收

斂性質』 竟然天衣無縫。 家有敝帚享之千金, 不揣淺陋的提出來和數學同好共享。

當年的研究, 我是這樣定義和表示一個 r 階數列的: 設數列 {an} 經過 r 次降階得到常
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數數列, 此常數即 r 階公差, 並以 di 表示第 i 次降階數列之首項, 再令 d0 = a1, 則 r 階差數

列可表示為: {an} = [a1, d1, d2, . . . , dr] = [d0, d1, d2, . . . , dr]。 舉例來說, 自然數的平方是二

次函數, 也是二階等差數列, 降階如下:

顯然, a1 = d0 = 1, d1 = 3, d2 = 2。 所以把 {an} = {n2} 記為 {an} = [1, 3, 2], 這時候奇

蹟出現了, 不知道你是否已經發現, 原來我們計算半天的
∞
∑

n=1

n2

2n
= 6, 正好就是 [1, 3, 2] 這三

個生成元的和。 回頭再檢視等差數列的降階:

所以 {an} = {f(n)} = {a+(n−1)d} = [a, d], 而
∞
∑

n=1

an

2n
= a+d 再次成立。 如果這不是巧

合再巧合,我們就可以大膽的預測這個漂亮的結論:
∞
∑

n=1

[a, b]

2n
= a+b,

∞
∑

n=1

[a, b, c]

2n
= a+b+c。

這不就和把盧卡斯數列放在分子時,
∞
∑

n=1

Ln(a, b)

2n
= a+ b,

∞
∑

n=1

Ln(a, b, c)

2n
= a+ b+ c, 完全

一樣了嗎?

以 [d0, d1, d2, . . . , dr] 定義 r 階等差數列 {an}, 可以得到三個重要的定理公式, 而這三

個公式, 以數學歸納法和巴斯卡三角公式不難證明都是等價的。

1. 降階公式 : di =
i
∑

j=0

(−1)jai+1−jC
i
j, (由 an 求 di)。

2. 生成公式 : an =
r
∑

j=0

djC
n−1
j , (由 di 求 an)。

3. 級數和公式: Sn =
r
∑

j=0

djC
n
j+1, (由 di 求 Sn)。

為使這些公式通用, 令 C0
0 = 1, 且當 n < r 時, Cn

r = 0。 如此一來, 請注意比較 Sn 和

an 的公式, 只有在組合運算符號 C 的上下標有一點點差別, 即 Sn 比 an 的上下標同時多 1。

兩個公式長得像孿生兄弟一樣, 是這個研究的一大亮點。現在就用這個生成公式來證明

當 {an} = [a, b, c] 時,
∞
∑

n=1

an

2n
=

∞
∑

n=1

[a, b, c]

2n
= a+ b+ c。
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證明: 首先以三個生成元作為各降階數列之首項, 將數列展開:

因為

an =a · Cn−1
0 + b · Cn−1

1 + c · Cn−1
2

=a+ b(n− 1) + c
(n− 1)(n− 2)

2!

=
c

2
n2 +

2b− 3c

2
n + a− b+ c,

所以
∞
∑

n=1

an

2n
=

∞
∑

n=1

[a, b, c]

2n
=

c

2
·

∞
∑

n=1

n2

2n
+

2b− 3c

2
·

∞
∑

n=1

n

2n
+

∞
∑

n=1

a− b+ c

2n

=
c

2
· 6 +

2b− 3c

2
· 2 + a− b+ c

=a+ b+ c. 得證。

我們也可不化簡開 an 的一般項, 直接證明

{an} = [a, b, c, d] 時,

∞
∑

n=1

an

2n
= a + b+ c+ d。

證明: 因為 {an} = [a, b, c, d], 所以

an =a · Cn−1
0 + b · Cn−1

1 + c · Cn−1
2 + d · Cn−1

3 ,

所以
∞
∑

n=1

an

2n
=a ·

∞
∑

n=1

Cn−1
0

2n
+ b ·

∞
∑

n=1

Cn−1
1

2n
+ c ·

∞
∑

n=1

Cn−1
2

2n
+ d ·

∞
∑

n=1

Cn−1
3

2n

=a ·

∞
∑

n=1

1

2n
+

b

2
·

∞
∑

n=1

Cn
1

2n
+

c

4
·

∞
∑

n=1

Cn+1
2

2n
+

d

8
·

∞
∑

n=1

Cn+2
3

2n
(*)

=a+
b

2
·

∞
∑

n=1

n

2n
+

c

4
·

∞
∑

n=1

(n+ 1)n

2n · 2!
+

d

8
·

∞
∑

n=1

(n+ 2)(n+ 1)n

2n · 3!
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=a+
b

2
· 2 +

c

8
·

∞
∑

n=1

n2 + n

2n
+

d

48
·

∞
∑

n=1

n3 + 3n2 + 2n

2n

=a+ b+
c

8
· (6 + 2) +

d

48
· (26 + 18 + 4)

=a+ b+ c+ d. 得證。

(在 (∗) 的式子中, 要扣除當 n < r 時, Cn
r = 0 的各項。)

嚴格來說, 定義在 N 的 r 次函數 f(n) =
r
∑

i=0

ain
i, 需要 a0, a1, a2, . . . , ar, 共 r + 1個

係數; 和用階差數列的各次降階之首項 di, 記為 {an} = [d0, d1, d2, . . . , dr], 一樣要 r + 1 個

生成元, 而且其中 ar 和 dr 不等於0的要求, 也是一樣相同的。 這兩種表示法必然能成為一一

對應。 但是在應用上, 應該各擅勝場。 例如對一個未知函數關係的數列 {an}, 我們僅知其前幾

項, 降階成:

?

如果對後繼各項實測不易, 或取得數據的成本太高, 就其降階情形應以判斷 {an} 為三階

等差數列為最佳考量。 可用未定係數法設 f(n) = an3 + bn2 + cn+ d, 代入 4 個已知函數值,

解四元一次聯立方程組, 求出各項係數; 或用 {an} = [1, 1, 1, 1] 的生成公式

an = 1 ·Cn−1
0 +1 ·Cn−1

1 +1 ·Cn−1
2 +1 ·Cn−1

3 , 再化簡成 an =
1

6
n3−

1

2
n2+

4

3
n, 來確

定這個數列的生成函數。 但若只是要求
∞
∑

n=1

an

2n
, 我想以

∞
∑

n=1

[1, 1, 1, 1]

2n
= 1 + 1 + 1 + 1 = 4,

比起代入
∞
∑

n=1

1
6
n3 − 1

2
n2 + 4

3
n

2n
=

1

6
· 26−

1

2
· 6 +

4

3
· 2 = 4, 必然要方便多了。

或者我們可以把 {an} = {n4} 做四次降階, 得到 {n4} = [1, 15, 50, 60, 24], 再得到

∞
∑

n=1

n4

2n
=

∞
∑

n=1

[1, 15, 50, 60, 24]

2n
= 1 + 15 + 50 + 60 + 24 = 150,

就能少掉許多高次方的因式分解和化簡的問題了。
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最後, 對階差級數 Sn =
n
∑

i=1

ai 和 an 之間, 利用階差的關係: S1 = a1, S2 − S1 = a2,

. . ., Sn − Sn−1 = an, 我們把 Sn 也表為數列 {Sn}, 並在 S1 之前加一項 0, 成為 {S ′

n}。 即 :

如此一來, {S ′

n} 是 r+1 階等差數列, 且可記為 {S ′

n} = [0, d0, d1, . . . , dr]。 所以用原來

求 an 的生成公式, 恰好可以求得 Sn。 這也就是為何 an =
r
∑

j=0

djC
n−1
j 而 Sn =

r
∑

j=0

djC
n
j+1

在組合符號 C 的上下標都要多 1 的原因了。 至於求
∞
∑

n=1

Sn

2n
可能無法從 [0, d0, d1, . . . , dr] 來

處理, 但若扣除 {S ′

n} 的首項 0, 考慮

∞
∑

n=1

Sn

2n+1
=

∞
∑

n=1

S ′

n

2n
=

∞
∑

n=1

[0, d0, d1, . . . , dr]

2n
= 0 + d0 + d1 + · · ·+ dr =

∞
∑

n=1

an

2n
。

到這裡, 我們又得到一個對所有階差數列都成立的恆等式:

∞
∑

n=1

Sn

2n+1
=

∞
∑

n=1

an

2n
=

r
∑

j=0

dj 。

如果我們再把
∞
∑

n=1

an

2n
=

r
∑

j=0

dj 用生成函數代入, 可以得到:

∞
∑

n=1

an

2n
=

∞
∑

n=1

∑r
j=0 djC

n−1
j

2n
=

r
∑

j=0

dj

(

∞
∑

n=1

Cn−1
j

2n

)

,

因此可以得到一個 『2n 在分母對組合公式的恆等式
∞
∑

n=1

Cn−1
j

2n
= 1』, 對任意非負整數 j 都成

立。
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不知道哪一位大師說過“重要的公式一定很簡單”。而我則感覺: “好的公式只要生成元,儘

量不要其他常數。” 再次復習一下 :

∞
∑

n=1

c

2n
= c

∞
∑

n=1

a1 + (n− 1)d

2n
=

∞
∑

n=1

[a1, d]

2n
= a1 + d

∞
∑

n=1

Fn

2n
=

∞
∑

n=1

Ln(1, 1)

2n
= 1 + 1

∞
∑

n=1

Ln(a, b, c, . . . , k)

2n
= a + b+ c + · · ·+ k 及

∞
∑

n=1

[d0, d1, d2, . . . , dr]

2n
= d0 + d1 + d2 + · · ·+ dr 都是這樣的。

盧卡斯數列無論降階幾次都還是盧卡斯數列, 而階差數列經有限次降階就能得到公差, 是

完全不同的代數性質。 但是這兩種數列逐項除以 2n, 居然都收斂到所有生成元的和, 不摻雜任

何常數, 簡單得渾然天成。 這一切漂亮的結果, 都拜 2n 在分母所賜, 大家以為如何?

後記與待解問題:

在本文校稿期間, 我又發現一個有趣的現象和一個難以解決的問題:

對於 1 的常數數列 : 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . ., 且
∞
∑

n=1

1

2n
= 1;

及 n 的自然數列 : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, . . ., 且
∞
∑

n=1

n

2n
= 2;

之間我們很容易定義出如:

1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, . . .的數列,

或 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6, . . .的數列,

並以高斯符號來定義 {N2(n)} =

[

2− 1 + n

2

]

,為每一個自然數都有 2項的數列;或 {N3(n)}

=

[

3− 1 + n

3

]

, 為每一個自然數都有 3 項的數列, 且很容易用 s = 2s− s 的方法得到

∞
∑

n=1

N2(n)

2n
=

∞
∑

n=1

[

2−1+n
2

]

2n
=

4

3
, 及

∞
∑

n=1

N3(n)

2n
=

∞
∑

n=1

[

3−1+n
3

]

2n
=

8

7
;



✐

✐

“C47N15A” — 2023/3/14 — 13:03 — page 51 — #7
✐

✐

✐

✐

✐

✐

2n 在分母的級數收斂性質補遺 51

或者更一般化的定義每個自然數都有 k 項的數列 : Nk(n) =

[

k − 1 + n

k

]

, 並用相同的方法

得到
∞
∑

n=1

Nk(n)

2n
=

∞
∑

n=1

[

k−1+n
k

]

2n
=

2k

2k − 1
.

都符合本文的結論 『好的公式只要生成元, 儘量不要其他常數』。

但是對於: 1 有 1 個, 2 有 2 個, 3 有 3 個, 4 有 4 個, . . ., n 有 n個, . . . 看來十分平常

的數列 : 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, . . . (暫記為 {NN(n)}), 卻找不到一個符號式的

定義公式, 最多是用分段定義的方式:

當
(s− 1)s

2
< n ≤

s(s+ 1)

2
, 則 NN(n) = s, 但如此一來, 每一項是多少反而不明顯。

如果逐項比較這四個數列:

{n} 的自然數列 : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, . . .,

{NN(n)} 數列 : 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, 6, . . .,

{N2(n)} 數列 : 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8, . . .,

{N3(n)} 數列 : 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6, . . .,

顯然
∞
∑

n=1

N3(n)

2n
<

∞
∑

n=1

N2(n)

2n
<

∞
∑

n=1

NN(n)

2n
<

∞
∑

n=1

n

2n
,

但用相同的方法來求
∞
∑

n=1

NN (n)

2n
, 只能得到介於

4

3
和 2 之間的

∞
∑

n=1

1

2((n−1)n)/2
; 1.6416325606551538 · · · .

這級數應該收斂得很快, 可是收斂值難求又不漂亮, 這是我研究 『2n 在分母的級數收斂性質』

以來, 碰到的最大挫折, 是不是難定義的級數就難求收斂值呢? 但願在拙文刊出後,能得到各界

高明的迴響以釋疑。

—本文作者為高雄市中正高中退休教師—


