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與三角形高有關的兩個幾何不等式

丁遵標

摘要: 本文給出三角形的高與邊長及內外徑之間的兩個幾何性質。

關鍵字: 三角形、 邊長、 高線、 內徑、 外徑。

本文約定: △ABC 的三邊長為 a、b、c, 半周長為 p, 面積為 S, 外徑為 R, 內徑為 r, 三

邊上的高為 ha、 hb、 hc,
∑

表示迴圈和,
∏

表示迴圈積。

在文 [1] 基礎上, 筆者經過研究又得到:

定理1: 6R2 ≤
∑ a4

h2

b
+ h2

c

≤
2R2(2R− r)

r
.

證明: ∵ S =
1

2
bhb =

1

2
chc = rp ∴ hb =

2rp

b
, hc =

2rp

c
,

∵ abc = 4Rrp

∴

a4

h2

b
+ h2

c

=
a4b2c2

4r2p2(b2 + c2)
=

a2(abc)2

4r2p2(b2 + c2)
=

a2(4Rrp)2

4r2p2(b2 + c2)
=

4a2R2

b2 + c2
.

∵

∑

(b2 + c2)
∑ 1

b2 + c2
≥ 9,

∴

∑ a4

h2

b
+ h2

c

= 4R2
∑ a2

b2 + c2
= 4R2

∑

(a2 + b2 + c2

b2 + c2
− 1

)

= 4R2
∑ a2 + b2 + c2

b2 + c2
− 12R2

= 2R2
∑

(b2 + c2)
∑ 1

b2 + c2
− 12R2

≥ 2R2 × 9− 12R2 = 6R2.

∵ b2 + c2 ≥ 2bc,
∑ 1

bc
=

1

2Rr
,

∑

a3 = 2p(p2 − 6Rr − 3r2).
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由 Gerretsen 不等式知: p2 ≤ 4R2 + 4Rr + 3r2

∴

∑ a4

h2

b
+ h2

c

=4R2
∑ a2

b2 + c2
≤ 4R2

∑ a2

2bc

=2R2
∑ a3

abc
= 2R2

∑ a3

4Rrp
=

R
∑

a3

2rp

=
R · 2p(p2 − 6Rr − 3r2)

2rp
=

R(p2 − 6Rr − 3r2)

r

≤
R(4R2 + 4Rr + 3r2 − 6Rr − 3r2)

r
=

2R2(2R− r)

r
,

故 6R2 ≤
∑ a4

h2

b
+ h2

c

≤
2R2(2R− r)

r
.

定理2:
6r(2R− r)

R2
≤

∑ h2

b
+ h2

c

a2
≤

2(2R2 + r2)

R2
.

證明:

∵
h2

b
+ h2

c

a2
=

4r2p2(b2 + c2)

(abc)2
=

4r2p2(b2 + c2)

(4Rrp)2
=

b2 + c2

4R2
,

∑

a2 = 2(p2 − 4Rr − r2),

∴

∑ h2

b
+ h2

c

a2
=

∑

(b2 + c2)

4R2
=

∑

a2

2R2

=
2(p2 − 4Rr − r2)

2R2
=

p2 − 4Rr − r2

R2
.

由 Gerretsen 不等式知

16Rr − 5r2 ≤ p2 ≤ 4R2 + 4Rr + 3r2,

∴
6r(2R− r)

R2
≤

P 2 − 4Rr − r2

R2
≤

2(2R2 + r2)

R2
,

故
6r(2R− r)

R2
≤

∑ h2

b
+ h2

c

a2
≤

2(2R2 + r2)

R2
.

由 Euler 不等式: R ≥ 2r,

這樣, 我們便可得到:

推論1:

18
( r

R

)2

≤
∑ h2

b
+ h2

c

a2
≤

9

2
.
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由於

∏ h2

b
+ h2

c

a2
≤







∑ h2

b
+ h2

c

a2

3







3

=
1

27

(

∑ h2

b
+ h2

c

a2

)3

≤
8(2R2 + r2)3

27R6
,

∏ a2

h2

b
+ h2

c

·
∏ h2

b
+ h2

c

a2
= 1,

這樣, 我們便可得到:

推論2:
∏ a2

h2

b
+ h2

c

≥
27R6

8(2R2 + r2)3
.

再由 Euler 不等式 R ≥ 2r, 我們又得到:

推論3:
∏ a2

h2

b
+ h2

c

≥
8

27
.
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