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Operational Calculus 的教學與

學習分享

陳正宗 · 吳庭安 · 周彥廷 · 陳彥亨

前言: 傅立葉轉換與拉普拉斯轉換和其他積分轉換的各種理論和應用, 屬於英國電氣

學家 O. Heaviside (1850∼1925) 所提的 Operational Calculus 範疇。 其基本思

想是將電路學的微分方程轉換為代數方程, 可以稱之為 『微分方程的代數化』, 之後

再藉由代數方程的理論得出原微分方程的解。 由於 Heaviside 沒有顯赫的背景與學

位, 而這套方法又缺少嚴格的數學證明, 因此被當時的劍橋、 牛津等學院派所反對。

然而真理終究會浮出水面, Heaviside 的方法在真實世界的成功反而促進了數學界

的發展。 後來的研究也發現, 原來 Operational Calculus 本質上便是 Laplace 轉

換 (Laplace transform)。 本研究就五個運算數學的案例做分享。 前兩部分以 sin 函

數與 cos 函數為例, 透過引入階梯函數與脈衝函數, 可解得不連續函數與簡諧函數

的積分轉換解, 透過廣義函數嚴謹地導得對應的轉換。 第三、 四部份則分別求解 e−t2

(

或 te−t2
)

的傅立葉轉換與
√
t
(

或 1/
√
t
)

的拉普拉斯轉換。 有別於傳統直接由定

義作法, 本文透過積分轉換的基本性質列出轉換後兩函數滿足微分方程而求得該函

數的轉換解。 最後第五部分, 本文以尤拉-柯西微分方程為例, 探討其兩次拉普拉斯

轉換後, 與原微分方程的關係。

關鍵字: 工程數學、 創意教學、 傅立葉轉換、 拉普拉斯轉換。

1. 傅立葉轉換基本性質探討

1.1. 暫態 (Transient state) 的 cos(t) 與 sin(t) 函數在 t ∈ (0, π) 才有值的微分轉換關係

是否成立?

傅立葉分析可用於訊號在時域 (時間區域) 和頻域 (頻率區域) 之間的轉換, 在物理學和工

程學中有許多應用。 因此本節針對傅立葉轉換基本性質進行探討。透過實例,點出轉換中一些似

是而非的地方, 並對實例分析探討, 提供解決方案。 訊號函數分別定義如下:

f(t) =







cos(t), 0 ≤ t ≤ π

0, otherwise,
(1)
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g(t) =







sin(t), 0 ≤ t ≤ π

0, otherwise,
(2)

f(t) 和 g(t) 圖形分別如圖一與圖二所示。

圖一: f(t) 的函數圖 圖二: g(t) 的函數圖

依傅立葉轉換之定義, 得 f(t) 的傅立葉轉換為

F (ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt =

iω(e−iωπ + 1)

(1− ω2)
. (3)

同樣由定義, 得 g(t) 的傅立葉轉換為

G(ω) =

∫ ∞

−∞
g(t)e−iωtdt =

(e−iωπ + 1)

(1− ω2)
. (4)

透過 sin(t) 與 cos(t) 之導函數關係, 一般會認為 f(t) 與 g(t) 將滿足關係式如下:

g′(t) = f(t), (5)

f ′(t) = −g(t). (6)

其傅立葉轉換後關係式如下:

F{g′(t)} = F{f(t)}, (7)

F{f ′(t)} = F{−g(t)}. (8)

在傅立葉轉換基本關係中, 在時域的微分操作相當於在傅立葉頻率域上乘以 iω, 則 (7) 式與

(8) 式在頻率域應滿足

iωG(ω) = F (ω), (9)

與

iωF (ω) = −G(ω). (10)
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表一: f(t) 與 g(t) 在時間域與頻率域關係

轉換前 (t 域) 轉換後 (ω 域)

g′(t) = f(t) iωG(ω) = F (ω)

f ′(t) = −g(t) iωF (ω) = −G(ω)

然而 (9) 式與 (10) 式矛盾, 無法同時成立, 如表一所示。 將 (3) 式與 (4) 式之 F (ω) 與 G(ω)

代入 (9) 式與 (10) 式, 可得

iωG(ω) = iω
(e−iωπ + 1)

(1− ω2)
=

iω(e−iωπ + 1)

(1− ω2)
= F (ω), (11)

iωF (ω) = −ω2 (e
−iωπ + 1)

(1− ω2)
6= (e−iωπ + 1)

(1− ω2)
= −G(ω). (12)

換言之, F (ω) 與 G(ω) 滿足 (9) 式之關係式, 而 (10) 式並不成立。 這是為什麼呢? 是什麼

原因使得基本轉換性質不適用呢? 難道是微分過程有問題? 還是基本操作有問題? 跟複數有

沒有關係? 轉換界限? 暫態或穩態 (Steady state)? 正餘弦函數的不同? 於是本文將從兩者

的運算過程做探討, 找出不適用的原因。首先, 引入單位階梯函數 (Heaviside Function/Unit

Step Function, H(t)), 並將 (1) 式與 (2) 式之原函數以單位階梯函數、 cos(t) 函數與 sin(t)

函數表示, 進而能輕鬆的做微分和傅立葉轉換, 而不需分段描述 f(t) 與 g(t)。 故 f(t) 可透過

H(t) 與 cos(t) 表示, 如表二所示。

表二: 廣義函數表示

cos(t)

cos( )t  

 

5 4 3 2 2 3 4 5

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

t  

H(t)−H(t− π)

( ) ( )H t H t  
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f(t) = (H(t)−H(t− π)) cos(t)

( )f t
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t  
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同理, g(t) 可透過 H(t) 與 sin(t) 表示, 如表三所示。

表三: 廣義函數表示

sin(t)

sin( )t  

 

-15 -10 -5 5 10 15

-1.5
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-0.5

0.5

1

1.5

t  

H(t)−H(t− π)

( ) ( )H t H t  
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0.5

1

1.5

t  

g(t) = (H(t)−H(t− π)) sin(t)

( )g t  
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-1.5
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-0.5

0.5

1

1.5

t  

f(t) 經由微分後可得

f ′(t) = (δ(t)− δ(t− π)) cos(t)− g(t), (13)

g(t) 經由微分後可得

g′(t) = (δ(t)− δ(t− π)) sin(t) + f(t), (14)

其中 δ(t) 為單位脈衝函數 (Dirac-Delta Function)。 接著比對其兩者微分後傅立葉轉換的過

程, 探討是什麼數學操作導致 iωG(ω) = F (ω) 而 iωF (ω) 6= −G(ω)。 根據 (13) 式, 可發現

f ′(t) 不直接等於 −g(t)。 而 (13) 式與 (14) 式經傅立葉轉換後, 可得

iωF (ω) =

∫ ∞

−∞
(δ(t)− δ(t− π)) cos(t)e−iωtdt−G(ω), (15)

與

iωG(ω) =

∫ ∞

−∞
(δ(t)− δ(t− π)) sin(t)e−iωtdt+ F (ω). (16)

再利用 δ(t) (Dirac-Delta Function) 的特性
∫ ∞

−∞
δ(t− a)k(t)dt = k(a), (17)
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令 k(t) = sin(t)e−iωt 並將 (17) 式代入 (16) 式後, 可得

iωG(ω) = sin(0)e−iω0 − sin(π)e−iωπ + F (ω), (18)

化簡後得

iωG(ω) = F (ω), (19)

故得證 (9) 式成立。 令 k(t) = cos(t)e−iωt 並將 (17) 式代入 (15) 式後, 可得下式:

iωF (ω) = cos(0)e−iω0 − cos(π)e−iωπ −G(ω). (20)

化簡後得

iωF (ω) = 1− (−1)e−iωπ −G(ω). (21)

雖然 iωF (ω) 6= −G(ω), 但是 F (ω) 與 G(ω) 是滿足 iωF (ω) = 1 − (−1)e−iωπ − G(ω)。

由此例可證實, 當函數為連續函數時, 其微分後不會產生有強度的 δ(t)。 若函數不連續時, 其微

分後會產生有強度的 δ(t), 其積分結果不為零。 因為 g(t) 本身為連續函數, 所以:

g′(t) = f(t), −∞ < t < ∞ (22)

成立。 又根據傅立葉轉換基本操作關係, 因此 (11) 式成立。 但 f(t) 在 0 與 π 處函數不連續,

所以:

f ′(t) 6= −g(t), −∞ < t < ∞. (23)

因此導致 (12) 式之結果。 當考慮不連續處微分所產生之 δ(t) 函數的影響, 而此案例中之轉換

結果即為 (21) 式。 總而言之, 原先預期的 (9) 式 g′(t) = f(t) 與 (10) 式 f ′(t) = −g(t),

−∞ < t < ∞, 若對廣義函數而言是不能直接斷定該關係式成立的, 只有在函數連續時才得以

成立。 不連續時引入階梯函數來表示, 微分後產生 δ(t) 函數項, 因此依基本性質轉換之計算需

特別小心。

1.2. 簡諧函數 cos(t) 可以看成是 sin(t) 的微分, 也可以看成 − sin(t− π
2
), 其所對應的傅立

葉轉換是否相同, 並做探討。

前一節探討傅立葉在時域的微分操作相當於傅立葉在頻率域上乘以 iω, 得知基本轉換性

質應用時應小心函數的連續性。 本節則將透過穩態的簡諧函數 cos(t) 與 sin(t) 之間的微分關

係, 以及引入 δ(t) 函數的表示式, 說明看似不相等的兩轉換結果, 如何利用 δ(t) 函數的特殊性

質而證明其兩者相等, 並探討可否透過頻率的運算公式,即可求出其傅立葉轉換。穩態函數定義
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如下:

fc(t) = cos(t), −∞ < t < ∞, (24)

gs(t) = sin(t), −∞ < t < ∞. (25)

fc(t) 和 gs(t) 函數圖分別如圖三與圖四所示。
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圖三: fc(t) = cos(t) 的函數圖 圖四: gs(t) = sin(t) 的函數圖

將 cos(t) 既可表示為
d sin(t)

dt
也可表示為 − sin(t− π

2
), 再比對其兩者之轉換結果是否相等,整

理如表四。

表四: fc(t) 和 gs(t) 在時間域與頻率域關係

轉換前 (t 域) 轉換後 (ω 域)

g′s(t) = fc(t) iωGs(ω) = Fc(ω)

g(t− π
2
) = fc(t) −e−iω π

2Gs(ω) = Fc(ω)

本文發現聯立後函數式在一般函數空間中 Gs(ω) 無解。 但在廣義函數空間中, Gs(ω) 必定有

解, 因而引入 δ(t), 進入廣義函數空間以求得轉換解。首先, δ(t) 的傅立葉轉換等於 1, 即
∫ ∞

−∞
δ(t)e−iωtdt = 1, (26)

1 的傅立葉反轉換等於 δ(t), 即

1

2π

∫ ∞

−∞
1eiωtdω = δ(t). (27)

令 t = −τ , 則可得
∫ ∞

−∞
1e−iωτdω = 2πδ(−τ) = 2πδ(τ). (28)
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(28) 式可改寫成
∫ ∞

−∞
1e−iωtdt = 2πδ(ω), (29)

換言之, 1 的傅立葉轉換為 2πδ(ω)。 又由傅立葉轉換的頻率平移性質 F{eiωaf(t)} = F (ω −
a), (29) 式可導得 eit 的傅立葉轉換如下式:

∫ ∞

−∞
eit1e−iωtdt = 2πδ(ω − 1), (30)

與 e−it 的傅立葉轉換如下式:
∫ ∞

−∞
e−it1e−iωtdt = 2πδ(ω + 1). (31)

又由 cos(t) =
eit + e−it

2
與 sin(t) =

eit − e−it

2i
, 引入 (30) 式與 (31) 式, 可知 fc(t) 與

gs(t) 之傅立葉轉換分別為

Fc(ω) =F{fc(t)} =

∫ ∞

−∞

eit + e−it

2
e−iωtdt = π

(

δ(ω − 1) + δ(ω + 1)
)

, (32)

與

Gs(ω) =F{gs(t)} =

∫ ∞

−∞

eit − e−it

2i
e−iωtdt =

π

i

(

δ(ω − 1)− δ(ω + 1)
)

. (33)

則 (32) 與 (33) 式分別可改寫成

Fc(ω) =π
(

δ(ω − 1) + δ(ω + 1)
)

, (34)

與

Gs(ω) =
π

i

(

δ(ω − 1)− δ(ω + 1)
)

. (35)

由 (35) 式與傅立葉轉換性質, F{g′s(t)} = iωG(ω) 與 F{gs(t− a)} = e−iωaG(ω), 可得

F
{d sin(t)

dt

}

=ωπ
(

δ(ω − 1)− δ(ω + 1)
)

, (36)

與

F
{

− sin
(

t− π

2

)}

= − eiω
π
2
π

i

(

δ(ω − 1)− δ(ω + 1)
)

. (37)

根據歐拉公式 (Euler’s Formula), (37) 式可表示為

F
{

− sin
(

t− π

2

)}

=
(

i cos(ω
π

2
) + sin(ω

π

2
)
)

π
(

δ(ω − 1)− δ(ω + 1)
)

. (38)

根據 sin(t) 和 cos(t) 的關係, 原本猜想 (36) 式與 (38) 式這兩個結果應該與 F (ω) 相等。 但

觀察後卻發現, 很難以算式本身推導互通, 於是本文便改由函數圖判斷。 首先分析 (36) 式, 如

圖五所示。
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 ( − 1) − ( + 1)  ( − 1) + ( + 1)  

(1,1)

(-1,-1)

(1,0) (1,0)

(-1,0)

(-1,0)

ℱ
sin ( )

= 

= ℱ cos( )  

圖五: 以廣義函數解代入證明 iωG(ω) = F (ω)

由於 δ(ω) 的特性, π
(

δ(ω − 1)− δ(ω + 1)
)

在 ω = 1 與 ω = −1 上才有值, 因此兩函數相

乘後恰可等於 π
(

δ(ω − 1) + δ(ω + 1)
)

, 也就是 F (ω), 故得證 F{d sin(t)/dt} = F (ω) =

F{cos(t)}。 接著分析 (38) 式, 如圖六所示。

sin
2

 

( − 1) − ( + 1)  ( − 1) + ( + 1)  

(1,0)

(-1,0)

ℱ −sin −
2

= 

= ℱ cos( )  

(1,1)

(-1,-1)

cos
2

 
2

+ × 

1 − 1

−1

= 

(1,0) (1,0)

(-1,0)

(-1,0)

圖六: 以廣義函數解代入證明 −e−iωG(ω) = F (ω)

同理, 由於 δ(ω) 的特性, 兩函數相乘恰可等於 F (ω), 得證 F{− sin(t − π/2)} = F (ω)

= F{cos(t)}。 因此, 回來探討表四的聯立方程式, 得證其聯立後有解但存在於廣義函數空間。
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1.3. 高斯函數 e−t2 的傅立葉轉換與機率密度分布函數探討

本節的目的在探討如何利用基本轉換性質快速並嚴謹的求解 e−t2 的傅立葉轉換, 而不需

用到複變中的解析函數圍道積分 (若直接由定義去做的話)。 訊號函數定義如下:

p(t) = te−t2 , (39)

q(t) = e−t2 , (40)

其相對應之函數圖形如下:

p(t) q(t)

t t

圖七: p(t) = te−t2 的函數圖 圖八: q(t) = e−t2 的函數圖

p(t) 與 q(t) 兩函數在時間域存在如下關係:

tq(t) = p(t), (41)

q′(t) = − 2p(t). (42)

轉換後, 於頻率域得另一種關係式:

iQ′(ω) =P (ω), (43)

iωQ(ω) = − 2P (ω), (44)

其對應之關係可整理如表五所示。

表五: p(t) 與 q(t) 在時間域與頻率域關係

轉換前 (t 域) 轉換後 (ω 域)

tq(t) = p(t) iQ′(ω) = P (ω)

q′(t) = −2p(t) iωQ(ω) = −2P (ω)

本文利用傅立葉轉換的基本性質如表五所示,在頻率域找到Q(ω)的一階常微分方程,解Q(ω),

進而避開直接由定義求 e−t2 的傅立葉轉換之繁雜的運算過程。 如表五所示, 聯立後得一 Q(ω)
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的一階常微分方程

Q′(ω) =
−1

2
ωQ(ω), (45)

解得 Q(ω)

Q(ω) = ce
−1
4
ω2

(c 為常數). (46)

高斯函數的傅立葉轉換這個積分裡面的被積分函數是兩個指數函數相乘,其依然為指數函數, 因

此積分後亦為指數函數。 也就是說高斯函數傅立葉轉換後還是高斯函數, 因此高斯函數是傅立

葉轉換操作之特徵函數。 且由於指數函數是唯一微分之後等於自己 (或差一個倍數) 的函數, 也

因此可以預見高斯函數的傅立葉轉換會滿足一階微分方程, 而透過以上的推導方法, 也得到證

實。 同時由傅立葉轉換的定義可知

Q(ω) =

∫ ∞

−∞
e−t2e−iωtdt. (47)

令 ω = 0, 由 (46) 式與 (47) 式, 則可決定待定係數

c =
√
π, (48)

可得 e−t2 的傅立葉轉換如下:

Q(ω) =
√
πe−

1
4
ω2

. (49)

透過上述運算數學方法所導得之 e−t2 的傅立葉轉換, 以及線性、 平移、 縮放等轉換性質, 同樣

可以求得機率密度分佈函數的傅立葉轉換解

F
{

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2

}

= e−µiωe
−ω2σ2

2 , (50)

其中 µ 為平均值, σ 為標準差。 而傳統方法的詳細過程如下, 有一高斯函數:

f(t) =
1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 . (51)

由定義進行傅立葉轉換可得

F (ω) =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 e−iωtdt =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
e−

(

(t−µ)2

2σ2 +iωt
)

dt. (52)

令

u =
t− µ√
2σ

, du =
1√
2σ

dt, (53)
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由變數變換後, 化簡得

F (ω) =
1√
π
e−µiω

∫ ∞

−∞
e−(u2+iω

√
2σu)du, (54)

指數部分做配方可得

F (ω) =
1√
π
e−µiωe

−ω2σ2

2

∫ ∞

−∞
e
−
(

u+ iω
√

2
σ
)2

du. (55)

關於 (55) 式中

∫ ∞

−∞
e
−
(

u+ iω
√

2
σ
)2

du 的計算, 由於 Cauchy 之前 Laplace, Legendre, Pois-

son, Fourier 等人就已經得出許多特殊的定積分, 其中最重要的就是高斯 (Gaussian) 分佈的

Fourier 變換。 因此一般 YouTube 影片或書中 [15, 16, 17], 才得以利用已知結果的高斯分佈

之傅立葉轉換列出下式。
∫ ∞

−∞
e
−
(

u+ iω
√

2
σ
)2

du =

∫ ∞

−∞
e−v2dv =

√
π (56)

雖然有了答案但是推導的過程卻是不夠嚴謹, 這裡面的癥結在於 《複數的變數變換是否仍然成

立?》。這些已經有了答案的定積分正是導致Cauchy發展複變函數論的根本緣由,所以 Cauchy

定理證明了 Laplace 等人計算積分時所運用的 《複數的變數變換是成立的》, 嚴謹推導過程如

下所示。

 

圖九: 圍道積分示意圖

如上圖九, 令 L1 : z = u, 得其實軸路徑積分為
∫

L1

f(z)dz =

∫ R1

−R2

e−u2

du. (57)

令 L3 : z = u+ iω
2

√
2σ, 得其路徑積分為

∫

L3

f(z)dz =

∫ −R2

R1

e
−
(

u+ iω
√

2
σ
)2

du. (58)
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利用 e−z2 的相關性質, 證明 L2 和 L4 的路徑積分為零。 首先令 L2 : z = R1 +
iωt
2

√
2σ,

0 ≤ t ≤ 1, 得其路徑積分為
∫

L2

f(z)dz =

∫ 1

0

e
−
(

R1+
iωt
√

2
σ
)2

dt =

∫ 1

0

e−R2
1e

ω2t2σ2

2 e−i
√
2R1ωtdt, (59)

且知

|f(z)| = e−R2
1e

ω2t2σ2

2 ≤ e−R2
1e

ω2σ2

2 = MR. (60)

由於有界函數在有界區域 [14] 可得下式,
∣

∣

∣

∣

∫

c

f(z)dz

∣

∣

∣

∣

≤ ML, (61)

其中 L 為積分曲線 c 之長度, 而 |f(z)| ≤ M , 可得
∣

∣

∣

∣

∫

L2

f(z)dz

∣

∣

∣

∣

≤ iω√
2
σ · e−R2

1e
ω2σ2

2 . (62)

當 R1 → ∞ 時, 得

lim
R1→∞

iω√
2
σ · e−R2

1e
ω2σ2

2 = 0, (63)

則可得證

lim
R1→∞

∫

L2

f(z)dz = 0. (64)

同理, R2 → ∞ 時, 可得

lim
R2→∞

∫

L4

f(z)dz = 0. (65)

由此證得 L2 和 L4 的路徑積分為零。 由解析函數圍道積分
∫

L1+L2+L3+L4
e−z2dz = 0 配合

(64) 式與 (65) 式, 可得
∫ ∞

−∞
e−u2

du =

∫ ∞

−∞
e
−
(

u+ iω
√

2
σ
)2

du. (66)

將此等式代回 (55) 式則可得

F (ω) =
1√
π
e−µiωe

−ω2σ2

2

∫ ∞

−∞
e−u2

du. (67)

最後將

∫ ∞

−∞
e−u2

du =
√
π 代入上式, 成功解得 f(t) 的傅立葉轉換解

F (ω) = e−µiωe
−ω2σ2

2 . (68)
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若試將上式整理為機率密度分佈函數型式, 如 (51) 式 f(t) =
1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 , 首先對指數部

分做配方, 可得

F (ω) = e
µ2

2σ2 e
−
(

ωσ
√

2
+ µi

√

2σ

)2

. (69)

再做整理, 可得

F (ω) = e
µ2

2σ2 e
− (ω−(−µi/σ2))2

2(1/σ)2 . (70)

又可將上式寫做標準常態機率密度分佈函數, 如下:

F (ω) =

√
2π

σ
e

µ2

2σ2 · 1√
2π(1/σ)

e
− (ω−(−µi/σ2))2

2(1/σ)2 =

√
2π

σ
e

µ2

2σ2N
(

− µi

σ2
,
1

σ

)

; (71)

其中, N(µ, σ) 表示平均值為 µ, 標準差為 σ 的常態機率密度分佈函數。 將上式與 (51) 式比

對後, 可得新的平均值為 µ̄ = −(µ/σ2)i, 新的標準差為 σ̄ = 1/σ, 新的機率密度分佈函數振

幅為原振幅的 (
√
2π/σ) · eµ2/2σ2

倍。 由上述結果可得知常態分佈函數進行傅立葉轉換後, 若

令新的平均值為 µ̄ = −(µ/σ2)i 為零, 則仍是常態分佈的函數, 但函數圖形下面積不為 1。 但

若新的平均值為 µ̄ = −(µ/σ2)i 不為零, 則需進入複數平面作圖, 將 (71) 式中之 ω 代入以虛

數, 並且新的標準差 σ̄ = 1/σ 亦需利用 i2 = −1 來配給一個虛數進去, 改寫為 σ̄ = i/σ。 經

由如上定義與操作可將 (71) 式改寫如下:

F (ω) =

√
2π

σ
e

µ2

2σ2 i · 1√
2π(i/σ)

e
(ω−(−µi/σ2))2

2(i/σ)2 =

√
2π

σ
e

µ2

2σ2 i · N̄
(−µ

σ2
i,
1

σ
i
)

, (72)

其中 ω 為虛數, 且此時的 F (ω) 在複數平面上已不再是機率密度分佈函數, 其中

N̄(µ̄, σ̄) =
1√
2πσ̄

e
(ω−µ̄)2

2σ̄2 ; (73)

函數開口向上, 而非 N(µ, σ) 的開口向下。 綜上所述, 一次轉換後的機率密度分佈函數, 將有

五大改變, 自變數 (t → ω)、 平均值 (µ → −µi/σ2)、 標準差 (σ → −i/σ)、 振幅倍率

(1 → (
√
2π/σ)eµ

2/2σ2
i) 與函數圖形的開口方向 (e−t2 → eω

2
)。 一次轉換後仍為常態分佈函

數的案例, 為 µ̄ = 0 時且未進入複數平面, ω 仍為實數的情況下所產生之特例, 若已進入複數

平面, 則即使 µ̄ = 0, 該函數圖形開口仍然向上, 非為一常態分佈函數。 在或然率與統計中, 最

基本也最正常的機率密度分佈函數即為常態分佈函數, 亦稱為高斯分佈函數。 針對文獻與網路

資料回顧, 得知可直接從定義導得其傅立葉轉換解, 然而過程中需詳細探討解析函數圍道積分

[14], 有些 YouTube 網站上的影片 [15, 16, 17] 推導過程並不嚴謹且會跳過此段。 而若是表

五的運算數學操作, 則可參考 MSV 的 YouTube 影片 [18]。 第一作者教授工程數學近三十年,

每次教到此, 有感於學生還沒學過複變函數如鯁在喉, 乃想出此替代方案如表五所示,即是以運
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算數學操作來導其傅立葉轉換。 一次傅立葉轉換後也是得到高斯函數, 依樣畫葫蘆再做一次傅

立葉轉換則又回來一樣標準差但振幅變 2π 倍的映射高斯函數。 高斯函數不管幾次傅立葉轉換

均是高斯函數,只是平均值、標準差與振幅變化而已。 將一有平均值與標準差的常態機率密度函

數, 做一次與兩次傅立葉轉換, 並對其零次、 一次與兩次矩做推導, 從中可感受到時頻域測不準

原理的數學體現。 最後整理如下圖表 (圖十、 圖十一、 表六、 表七 )。

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2
F→

√
2π
σ

e
µ2

2σ2 i · 1√
2π(i/σ)

e
(ω−(−µi/σ2))2

2(i/σ)2
F→

√
2π
σ

e
−(t+µ)2

2σ2 ,

N(µ, σ) →
√
2π
σ

e
µ2

2σ2 i · N̄(− µ
σ2 i,

1
σ
i) → 2πN(−µ, σ).

其中, N̄(µ̄, σ̄)= 1
√

2πσ̄
e

(t−µ̄)2

2σ̄2 , N(µ, σ) 表示平均值為 µ, 標準差為 σ 的常態機率密度分佈函數f(t)= 1
√

2πσ
e
−

(t−µ)2

2σ2

圖十: 機率密度分佈函數的零次、 一次、 兩次傅立葉轉換變化圖

時間域的正常機率密度分佈函數, 取傅立葉轉換後為頻率域的正常機率密度分佈函數, 但兩者

標準差互為導數, 這與海森堡測不準原理中位置與動量對應到週期與頻率有異曲同工之妙。

當 µ=0 時 f0(t) =
1√
2π

e−
t2

2σ2

零次矩 一次矩 二次矩

∫∞
−∞ f(t)dt = 1

∫∞
−∞ tf(t)dt = 0

∫∞
−∞ t2f(t)dt = σ2

total probability (全部發生機率=1) mean value(均值) covariance(變異數)

圖十一: 機率密度分佈函數的零次矩、 一次矩、 二次矩 (以 µ = 0 為例)
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表六: 原始函數與一次、 二次轉換後函數的三個矩(以 µ = 0 為例)

零次矩 一次矩 二次矩

原始函數 f0(t)
∫∞
−∞ f0(t)dt = 1

∫∞
−∞ tf0(t)dt = 0

∫∞
−∞ t2f0(t)dt = σ2

一次轉換 f1(t)
∫∞
−∞ f1(t)dt =

√
2π
σ

∫∞
−∞ tf1(t)dt = 0

∫∞
−∞ t2f1(t)dt =

√
2π
σ3

二次轉換 f2(t)
∫∞
−∞ f2(t)dt = 2π

∫∞
−∞ tf2(t)dt = 0

∫∞
−∞ t2f2(t)dt = 2πσ2

表七: 機率密度分佈函數的傅立葉轉換 (µ = 0)

時間域 頻率域

函數定義

f(t)= 1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 F (ω) =
∫∞
−∞ f(t)e−iωtdt = e−µiωe

−ω2σ2

2

常態分佈normal distribution 若 µ, σ 保持原本在時間域的定義下,

t 為隨機變量 (隨機變數) 當 µ=0 時, 其機率密度函數的傅立葉轉換,

µ 為樣本平均數 在頻率域中也是常態分佈

σ 為樣本標準差

µ, σ 任意其

−∞ ∼ ∞
涵蓋的面積

∫∞
−∞ f(t)dt = 1

∫∞
−∞ F (ω)dω=

√
2π
σ

e
−µ2

2σ2 =
√
2π
σ

(µ=0)

比較 µ = 0 且機率密度函數面積為 1 的情況

常態分佈

函數定義)
f(t)= 1√

2πσ
e−

t2

2σ2
F (ω)=e

−
(

ωσ
√

2

)2

=e
−
(

ω
√

2/σ

)2

=e
− ω2

2σ2
e , σe=

1
σ
set

Fe(ω)=
σ√
2π
F (ω)= σ√

2π
e
−
(

ω
√

2/σ

)2

= 1√
2πσe

e
− ω2

2σ2
e

無振幅正規

化(頻率域)

振幅正規化
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2. 拉氏轉換基本性質探討

拉氏分析可用於訊號在時域和 s 域之間的轉換, 在物理學和工程學中有許多應用, 因此本

章將以二例針對拉氏轉換基本性質進行探討。 透過實例, 點出轉換中一些原先繁瑣的計算方式,

可透過運算數學技巧, 提供更快速方案。

2.1. tn 的拉氏轉換

一般由數學歸納法所得之轉換解通式 n!/sn+1 中, 其中 n 為整數, 若 n 為非整數則需代

入 Γ(n+1) = n! 來計算。 而本節將使用運算數學技巧, 導出不論 n 是否為整數皆可通用之轉

換解通式。 定義:

p(t) = tn−1, (74)

q(t) = tn. (75)

表八: p(t) 和 q(t) 在時間域與 s 域關係

轉換前 (t 域) 轉換後 (s 域)

q(t) = tp(t) Q(s) = −P ′(s)

q′(t) = np(t) sQ(s)− 0 = nP (s)

由表七所示, 聯立後可得 Qn(s) 的一階 ODE 如下:

L{tn} =Qn(s) =
−1

n
·
(

Qn(s) + s ·Q′
n(s)

)

. (76)

解得:

Qn(s) = kns
−(n+1) (kn 為常數). (77)

由於 kn 亦隨 n 值變動, 取 n = 1/2 為例, 也就是求取 Q1/2(s), 或者說是求取 t1/2 的拉氏轉

換解。 由定義與所解得之通式 (76) 式, 可得

L{t1/2} = Q1/2(s) =

∫ ∞

0

√
t · e−stdt, (78)

與

Q1/2(1) = k1/2. (79)

由 (78) 式與 (79) 式, 可知

k1/2 =

∫ ∞

0

√
t · e−tdt. (80)
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此時卻發現所得之 (80) 式相當難解, 因此再運用一次運算數學方法, 利用
√
t = t · (1/

√
t),

可先求 1/
√
t 的拉氏轉換, 再利用基本轉換性質輕易求得

√
t 的轉換解。 由定義 1/

√
t 的拉氏

轉換為

L{t−1/2} = Q(−1/2)(s) =

∫ ∞

0

1√
t
· e−stdt, (81)

變數變換令 t = v2 後可得

Q(−1/2)(s) =

∫ ∞

0

1

v
· e−sv22vdv = 2

∫ ∞

0

e−sv2dv. (82)

將 s = 1 代入 (77) 式之通式, 則可得

Q(−1/2)(1) = k(−1/2). (83)

由 (82) 式與 (83) 式, 可得待定係數

k(−1/2) = 2

∫ ∞

0

e−v2dv =
√
π. (84)

將 (84) 所得之待定係數的結果, 代回 (77) 式, 可得

Q(−1/2)(s) = k(−1/2)s
−(−1/2+1) =

√

π

s
. (85)

此為 1/
√
t 的拉氏轉換結果。 最後由基本轉換性質, 在時域乘 t 相當於在 s 域做微分加負號,

得
√
t 的轉換解為

Q1/2(s) = − d

ds

(

√

π

s

)

=

√
π

2s3/2
. (86)

綜上所述, tn 中 n 只要為有理數, 透過拉氏轉換, s 代入 1 來求出 kn 值, 如此就能得到其 s

域函數。

2.2. 尤拉-柯西 (Euler-Cauchy) 微分方程的兩次拉氏轉換

通常我們的認知是拉普拉斯轉換只能應用到常係數的微分方程。 但更準確地說, 由於尤拉-

柯西微分方程有很好的特質, 可透過變數變換 s = log t, 將 tm = em log t 改成 tm = ems, 使

尤拉-柯西微分方程轉換為常係數微分方程, 所以仍可利用拉普拉斯轉換。 而在因次分析中, 微

分兩次 y′′ 因次少兩次但係數 t2 補了兩次、 微分一次 y′ 因次少一次但係數 t 補了一次, 滿足

這様的微分方程之函數必定是 y = tm, 其中 m 並沒有限定為整數。 綜合上述可知拉氏轉換可

透過變數變換來求解尤拉-柯西微分方程, 而本文探討拉氏轉換是否也能直接用來解尤拉-柯西

微分方程式? 若不能, 是否會有回復性? 以尤拉-柯西微分方程式為例。
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給定一尤拉-柯西微分方程式如下:

at2y′′(t) + bty′(t) + cy(t) = 0 (其中 a, b, c 為常數), (87)

先求解其常係數微分項之拉式轉換過程如下, cy(t) 的轉換依基本轉換性質可得

L{cy(t)} = cY (s), (88)

by′(t) 的轉換依基本轉換性質可得

L{by′(t)} = bsY (s)− by(0), (89)

ay′′(t) 轉換依基本轉換性質可得

L{ay′′(t)} = as2Y (s)− asy(0)− ay′(0). (90)

以上推導已解決常係數微分項之拉式轉換, ty 依基本轉換性質可得 −Y ′(s) 如下:

L{ty} = −Y ′(s) (91)

透過 (90) 式可建立出尤拉-柯西微分方程式之拉式轉換, 將 (90) 式在時間域乘 t2 透過 (91)

式之轉換關係可得:

L{at2y′′(t)} = as2Y ′′(s) + 4asY ′(s) + 2aY (s). (92)

將 (89) 式在時間域乘 t 透過 (91) 式轉換關係可得:

L{bty′(t)} = −bsY ′(s) + bY (s). (93)

將 (88) 式、 (92) 式及 (93) 式合併, 可得出尤拉-柯西微分方程式之拉式轉換如下:

L{at2y′′(t) + bty′(t) + cy(t)} = as2Y ′′(s) + (4a− b)sY ′(s) + (2a− b+ c)Y (s). (94)

再做一次拉氏轉換透過 (94) 式轉換關係可得:

L{as2Y ′′(s) + (4a− b)sY ′(s) + (2a− b+ c)Y (s)} = at2y′′(t) + bty′(t) + cy(t). (95)

上述運算數學的操作, 可整理於表九。
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表九: 尤拉-柯西微分方程的兩次拉氏轉換結果
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P

y(t)

Y (s)
s2Y ′′(s) sY ′(s) Y (s)

at2y′′(t) a 4a 2a

+bty′(t) −b −b

+cy(t) +c

at2y′′ + bty′ + cy a = A 4a− b = B 2a− b+ c = C

at2y′′(t) A = a 4A = 4a 2A = 2a

+(4a− b)ty′(t) −B = −(4a− b) −B=−(4a−b)

+(2a−b+c)y(t) +C=+(2a−b+c)

At2y′′+Bty′+Cy a b c

拉氏轉換無法求解尤拉-柯西微分方程, 但其轉換兩次後的結果有回復性, 而且初始值條件因在

轉換過程中逐漸被微分去除掉, 並不影響此結果的回復性。 欲求解可由 y(t) = tm 嘗試解之。

由於微分方程有很好的對稱性 (經過時間 t 平移) 所以拉普拉斯轉換可以將常係數微分方程轉

換為代數方程。 但如何求得拉普拉斯逆轉換? 這就需要複變函數更深的理論。

3. 結論

本文前兩部分引入階梯函數、 脈衝函數與廣義函數, 利用運算數學的思路來求得函數的傅

立葉轉換。 第三與第四部分則利用在轉換域的關係式, 進而避開直接由定義去做的繁複計算來

求解。 尤其是求 e−t2 的傅立葉轉換, 照定義的算法相當繁瑣, 需用到複變函數的解析函數圍道

積分, 這在一些不嚴謹的 YouTube 影片中是被忽略的。然而利用本文的技巧,便可簡單又嚴謹

的求其轉換。 第五部分則是發現尤拉-柯西微分方程做兩次拉氏轉換後是不變的, 且初始條件不

影響其結果。 透過基本轉換性質的靈活運用, 相信未來運算數學也能夠繼續有效率的解決問題。

此文希望對老師與學生提供有意義的教與學經驗參考與分享。
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