
數學傳播 46卷1期, pp. 40-63

高斯虧格理論

余家富 · 洪梵雲

摘要: 本文介紹二次體較完備的理論, 包含理想類群的計算, 上同調群的計算, 並帶

入古典的高斯虧格理論 (Gauss Genus Theory)。

前言

數域 (number field) — 有理數的有限擴張— 是代數數論中最基本的研究對象。有些只

牽涉到有理數的數論問題, 在更大的數域中考慮, 反而能得到更多資訊。 例如求方程式

xn + yn = zn

的所有整數解 (x, y, z)。 費馬大定理告訴我們若 n ≥ 3 則此方程式沒有平凡解, 也就是說, 如

果 (x, y, z) 為一組解, 則 xyz = 0。 費馬大定理在數論發展中扮演極為重要的角色, 最終這個

問題在上世紀末由普林斯頓大學的魏爾斯 (Wiles) 成功解決。

現在我們介紹證明裡的一個重要方法。 我們可以考慮 n 是一個大於 3 的質數 p 的情況。

假設 x, y, z 是一組解, 我們可以假設它們沒有公因數。 接著我們觀察到如果 p 整除 x, y, z 其

中兩數, 則第三數也會被 p 整除, 因此情況可以分成兩種: (1) p 不整除 x, y, z 中的任何一數,

或是 (2) p 恰好整除其中一數。

接下來我們將試著證明 (1)的情況會導致矛盾。 如果我們令 ω = e2πi/p 並分解 xp+yp =

zp, 則

(x+ y)(x+ yω)(x+ yω2) · · · (x+ yωp−1) = zp.

這相當於是數域 Q[ω] 中的乘法問題。更進一步, 我們可以將上面的等式看成其整數環 Z[ω] 中

的理想。

代數數論中有以下幾個重要的性質:若 K 是一個數域, R 是其所對應的整數環 (number

ring), 也就是所有在 K 裡滿足一個首項係數為 1 的整係數多項式 f(α) = 0, f(x) ∈ Z[x]

的元素 α, 則 R 中的理想都能被唯一分解成質理想 (prime ideal) 的乘積。 另外在我們能定

義理想間的等價關係: 對 R 中的理想 A,B, 如果存在 α, β ∈ R 使得 αA = βB, 則定義
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A ∼ B。 事實上, 這樣定義出來的理想類 (上述關係定義出的等價類) 只會是有限多個, 而理想

類的個數稱作 K 的 類數 (class number), 通常記做 h。 理想之間的乘法引導出了理想類之間

的乘法 [A][B] = [AB]。 在這個運算下, 理想類組成了一個有限交換群, 稱作 理想類群 (ideal

class group)。 而理想類群的單位元正是包含了所有主理想 (principal ideal) 的理想類, 記為

C0。 最後, 當 K = Q[e2πi/p], 其中 p 是一個奇質數時, 如果 p 不整除 R = Z[e2πi/p] 的類數

h, 則稱 p 是一個 正則質數 (regular prime)。

讓我們回到剛才的討論中。經由一些論述,我們可以得到整除 (x+ yω) 的質理想, 一定不

會整除其他的理想

(x+ y), (x+ yω2), . . . , (x+ yωp−1).

因此, (x+ yω) 一定是某個理想 I 的 p 次方。 將 I 的理想類記做 C, 則 Cp = C0。 這時如果

p 是正則質數, 那麼理想類群不會有階數為 p 的元素, 因此 C = C0, 也就是說 I 本身就是一

個主理想 (α)。 我們有

(x+ yω) = Ip = (α)p = (αp),

所以存在單位元 u ∈ R 使得 x+ yω = uαp。 由此可以得到 x ≡ y (mod p)。 類似地如果我

們將原本的 xp + yp = zp 改寫成 xp + (−z)p = (−y)p, 則可得到 x ≡ −z (mod p)。 這時

2xp ≡ xp + yp = zp ≡ −xp (mod p).

所以 p | 3xp, p 整除 x, 得到矛盾。

事實上, 數學家 Kummer 證明了對於任意正則質數 p, 費馬大定理成立。

由此, 我們可以看見類數以及理想類群在代數數論中的重要性, 而二次體更是其中最基本

的例子。 很多在二次體上觀察到的現象都可以推廣到一般的數域。 在本篇文章中我們將探討如

何計算二次體的理想類群, 以及在其中觀察到的現象。

1. 二次體的理想類群 (Ideal class group)

在第一節中, 我們將計算二次體的理想類群。 首先, 我們會先引入本原理想 (primitive

ideal, 定義 1.4) 的概念, 方便後續的計算, 並描述理想類群的生成元。 接著, 我們會討論如

何得到生成元之間的關係, 以決定理想類群的結構。最後則是幾個實際計算的例子。

1.1. 基本定義與性質

設 k = Q(
√
m) 為一個二次體, 其中 m 是一個整數, 不被大於 1 的平方數整除 (square-

free)。 我們將 k 中的整數環 (ring of integers) 記為 ok。 我們知道ok作為一個Z-模 (Z-
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module) 有一組自然基底 (canonical basis) {1, ω}。 其中

ω =







√
m, m ≡ 2, 3 (mod 4);

1+
√
m

2
, m ≡ 1 (mod 4),

而且 k 的判別式 (discriminant) ∆k 為

∆k =







4m, m ≡ 2, 3 (mod 4);

m, m ≡ 1 (mod 4).

令 m 為 ok 的一個自由 Z-子模 (free Z-submodule), 而且基底為 {u, v} (也就是說,

m = Zu + Zv, 我們將這種情況記做 m = [u, v])。 我們知道存在一個整數矩陣 A ∈ M2(Z)

使得 [u, v] = [1, ω]A, 而 [ok : m] = |detA|。 由基本的整除性質我們知道 [ok : m] ∈ m,

所以 m ∩ Z 非零, 並且有一個整除 [ok : m] 的正整數 a 使得 m ∩ Z = Za。 類似地, 因為

[ok : m]ω ∈ m, m 中存在以下形式的元素:

b+ cω, b, c ∈ Z 且 c ≥ 1.

取 b+ cω 使得其中的 c 是這些元素中的 c 最小的。 我們能證明

命題 1.1. m = [a, b+ cω].

因此, 給定 m 我們可以唯一決定正整數 a, c, 以及整數 b 模 a 的餘數。

定義 1.2. 我們稱 m = [a, b+ cω] 為 m 的自然基底表示 (canonical basis expression)。

以下列出一些自然基底表示的性質。

命題 1.3.

(a) 對於正整數 a, c 和整數 b, 令 m = [a, b+ cω]。 那麼 m 是一個秩 (rank) 為 2 的自由模,

且 {a, b+ cω} 是它的一組自然基底。

(b) 如果 [a, b+ cω] 是 ok 中的一個理想, 那麼 c | a 且 c | b。
(c) [a, b + cω] 是一個理想若且唯若 a | N(b + ω), 其中 N = Nk/Q 是從 k 到 Q 的範數映

射 (norm map)。

(d) 對一個理想 a = [α, β], 我們有 a = (α, β)。

(e) 對一個 ok 中的理想 a, 令它的共軛為 a′ (意即 a′ = σ(a), 其中 σ 是 Gal(k/Q) 中唯一

非單位元的元素)。 則我們有 aa′ = (Na), 其中 Na = |ok/a| 是 a 的範數(norm)。

定義 1.4. 假設 a 是 ok 中的一個理想。 若 d = 1 是唯一滿足 d | a 的正整數, 我們稱 a 為本

原理想 (primitive ideal)。 每個理想都等價於唯一一個本原理想。
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命題 1.5. (a) 子模 [a, b+ cω] 是一個本原理想, 若且唯若 c = 1 且 a | N(b+ ω)。

(b) 令 a = [a, b + ω] 為一個本原理想。 如果 a = a1a2 為兩正整數 a1, a2 的乘積, 則 ai =

[ai, b+ ω], i = 1, 2 都是本原理想, 而且 a = a1a2.

我們在這邊列出幾個二次體的性質。

• 對每個二次體 k, 我們在質數上定義 Kronecker 符號 (Kronecker symbol) 為

χk(p) =



















0, p = p2 (p 在 k 中分歧 (ramifies));

1, p = pp′, p 6= p′ (p 在 k 中完全分裂 (splits completely));

−1, p = p, (p 在 k 中仍是質理想).

這些值也可以透過以下的算式求得:

χk(p) =



















0, p | ∆k;
(

∆k

p

)

, p ∤ ∆k 且 p 6= 2;

(−1)
∆2

k
−1

8 , p ∤ ∆k 且 p = 2 (這只會發生在 m ≡ 1 (mod 4)).

因為 ok = Z[ω], 我們可以透過在模 p 中分解 ω 的最小多項式 fω(X), 來得知 p 在 k

中的質理想分解。 我們將 p 在 k 分解出的質理想記為 pp 和 p′p。

我們可以將以上的定義用乘法擴展到子群

IQ(∆k) =
{

a ∈ Q× : a > 0, gcd(a,∆k) = 1
}

,

其對應域為 {±1}。 延伸後的映射稱為Kronecker 特徵標 (Kronecker character), 一

樣記為 χk。

• k 所對應的 Minkowski 常數 Mk 為

Mk =







1
2

√
∆k, ∆k > 0;

2
π

√
−∆k, ∆k < 0.

Minkowski 常數有一個重要性質: 理想類群 Hk 的每個理想類都包含一個 ok 中的理想

a, 使得 Na ≤Mk.

命題 1.6. 對一個二次體 k, 記 Sk = {p : p ≤ Mk 且 χk(p) 6= −1}。 則 k 的理想類群 Hk

可以由以下質理想的理想類生成: pp, p ∈ Sk。

證明: 從每個理想類中, 我們取一個理想 a 使得 Na ≤Mk。 a 的任一質理想因子 (以下簡稱質

因子) p 滿足 Np ≤ Mk, 因此 Hk 可由滿足 Np ≤ Mk 的質理想 p 的理想類生成。 對這樣的
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質理想 p, 我們令 p 為其對應下 (lying under) 的質數, 意即 pZ = p∩Z。 如果 χk(p) = −1,

則 p = p 而且 p 的理想類是 Hk 中的單位元。 如果 χk(p) 6= −1, 則 Np = p = ppp
′
p。 在 Hk

中, pp 的理想類與 p′p 的理想類互為反元素。 因此要生成 Hk 的話, 只要取 pp 的理想類就足夠

了。 ���

1.2. 計算與例子

在接下來的內容中, 我們定義多項式

P (X) = Nk/Q(X + ω) =







X2 −m, m ≡ 2, 3 (mod 4);

X2 +X +
1−m

4
, m ≡ 1 (mod 4).

注意到 P (X) 也是 −ω 的最小多項式。 因為 Hk 由滿足 p ∈ Sk 的質理想 pp 的等價類生成,

我們可以透過了解這些生成元滿足的關係式來確定 Hk 的結構。

令 b 是一個非負整數, 使得 P (b) = N(b+ ω) 的質因數皆是 Sk 的元素:

|P (b)| = |N(b+ ω)| = pe11 · · · penn , pi ∈ Sk.

本原主理想 (b+ ω) 有以下的自然基底表示

(b+ ω) = [|N(b+ ω)|, b+ ω] ,

而由 |N(b+ ω)| 的質因數分解我們看到

1 ∼ (b+ ω) = [p1, b+ ω]e1 · · · [pn, b+ ω]en.

因為右式的每個因子都是形為 [p, b+ ω]、 範數為 p 的質理想, 我們有

[p, b+ ω] = pp 或 p′p.這等價於 [p, b+ ω] ∼ pp 或 p−1
p .

由前述 (b+ ω) 的分解, 我們得到關係式

p±e1
p1

· · ·p±en
pn ∼ 1. (∗)

對每個 b 進行這樣的過程後, 我們得到如 (∗) 的關係式, 讓我們最終能決定 Hk 的結構。

在以下的例子中, 記 Cn 為階數是 n 的循環群。

例 1.7. 考慮 m = 58 的情況。 此時 ω =
√
58 且 ∆k = 232。 Minkowski 常數為 Mk =

1
2

√
∆k =

√
58, 因此我們只需考慮質數 2, 3, 5, 7。 它們代入 Kronecker 符號的值為

p 2 3 5 7

χk(p) 0 1 −1 1
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因此集合 Sk = {2, 3, 7}。 對於質數 p ∈ Sk, 我們在模 p 下分解 ω 的最小多項式 fω(X) =

X2 − 58。

• p = 2. X2 − 58 ≡ X2, 所以

2 = p2, 其中 p2 = (2, ω) = [2, ω].

• p = 3. X2 − 58 ≡ (X + 1)(X + 2), 所以

3 = p3p
′
3, 其中 p3 = (3, ω + 1) = [3, ω + 1], p′3 = [3, ω + 2].

• p = 7. X2 − 58 ≡ (X + 3)(X + 4), 所以

7 = p7p
′
7, 其中 p7 = [7, ω + 3], p′7 = [7, ω + 4].

現在我們計算 P (b) = b2 − 58 在 b ≥ 0 的值。 如果它們的質因數皆在 Sk 中, 則列出。

2 −54 = −1 · 2 · 33
3 −49 = −1 · 72
4 −42 = −1 · 2 · 3 · 7
7 −9 = −1 · 32
8 6 = 2 · 3.

• 由 2 的質理想分解, 我們有 1 ∼ p22。

• b = 8.1 ∼ [6, 8 + ω] = [2, 8 + ω][3, 8 + ω] = p2p
′
3, 因此 p3 ∼ p2。

• b = 4.1 ∼ [42, 4 + ω] = [2, 4 + ω][3, 4 + ω][7, 4 + ω] = p2p3p
′
7, 因此 p7 ∼ 1。

理想類群由 p2 的等價類生成。 最後, 因為 (2, ω) 並非主理想, 可以確定理想類群同構到 C2。

例 1.8. 考慮 m = −58的情況。 ω =
√
−58 且 ∆k = −232。 Minkowski 常數Mk = 4

√
58

π
,

因此只需考慮質數 2, 3, 5, 7。 它們代入 Kronecker 符號的值為

p 2 3 5 7

χk(p) 0 −1 −1 −1

因此 Sk = {2}。 質數 2 在 k 中的質理想分解為 2 = [2, ω]2. 因為 (2, ω) 並非一個主理想,

可以確定理想類群同構到 C2。

例 1.9. 考慮 m = 105 的情況。 這時 ω = 1+
√
105

2
且 ∆k = 105。 Minkowski 常數為

Mk =
1
2

√
∆k =

√
105
2

, 所以只需考慮質數 2, 3, 5。 它們代入 Kronecker 符號的值為
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p 2 3 5

χk(p) 1 0 0

因此 Sk = {2, 3, 5}。 對 Sk 中的質數 p,我們透過分解 ω 的最小多項式 fω(X) = X2−X−26

來決定質理想 pp, p
′
p。

• p = 2. X2 −X − 26 ≡ X(X + 1) (mod 2), 因此

2 = p2p
′
2, 其中 p2 = (2, ω) = [2, ω], p′2 = (2, ω + 1) = [2, ω + 1].

• p = 3. X2 −X − 26 ≡ (X + 1)2 (mod 3), 因此

3 = p23, 其中 p3 = (3, ω + 1) = [3, ω + 1].

• p = 5. X2 −X − 26 ≡ (X + 2)2 (mod 5), 因此

5 = p25, 其中 p5 = (5, ω + 2) = [5, ω + 2].

現在我們計算一些 P (b) = b2 + b− 26(b ≥ 0) 的值, 如果它們的質因數全在 Sk 則將之列出。

接下來我們找出 pp 的等價類之間的關係。

b P (b)

1 −24 = −23 · 3
2 −20 = −22 · 5
4 −6 = −2 · 3
5 4 = 22

6 16 = 24

7 30 = 2 · 3 · 5
9 64 = 26

• b = 5. 這時 1 ∼ (b+ω) = [|P (b)|, b+ω] = [4, 5+ω] = [4, 1+ω] = [2, 1+ω]2 = p′2
2,

因此

p22 ∼ 1.

• b = 2. 這時 1 ∼ [20, 2 + ω] = [2, ω]2[5, 2 + ω] = p22p5, 因此

p5 ∼ 1.

• b = 4. 這時 1 ∼ [6, 4 + ω] = [2, ω][3, 1 + ω] = p2p3, 因此

p3 ∼ p′2.
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由以上的計算結果, 可以確定理想類群由 p2 的理想類生成, 而 p2 的理想類的階數 (order) 為

1 或 2。 注意到 p2 = (2, ω) 並非一個主理想, 所以它的階數為 2。 因此, 我們確定理想類群同

構到 C2。

例 1.10. 考慮 m = −105 的情況。 這時 ω =
√
−105 且 ∆k = −420 = −22 · 3 · 5 · 7。

Minkowski 常數為 Mk = 2
π

√
−∆k = 4

√
105
π

, 所以我們只需考慮質數 2, 3, 5, 7, 11, 13。 它們

代入 Kronecker 符號的值是

p 2 3 5 7 11 13

χk(p) 0 0 0 0 1 1

因此 Sk = {2, 3, 5, 7, 11, 13}。 現在我們在模 p 底下分解多項式 fω(X) = X2 + 105, 其中

p ∈ Sk。

• p = 2. X2 + 105 ≡ (X + 1)2, 所以

2 = p22, 其中 p2 = (2, ω + 1) = [2, 1 + ω].

• p = 3. X2 + 105 ≡ X2, 所以

3 = p23, 其中 p3 = (3, ω) = [3, ω].

• p = 5. X2 + 105 ≡ X2, 所以

5 = p25, 其中 p5 = (5, ω) = [5, ω].

• p = 7. X2 + 105 ≡ X2, 所以

7 = p27, 其中 p7 = (7, ω) = [7, ω].

• p = 11. X2 + 105 ≡ (X + 4)(X + 7), 所以

11 = p11p
′
11, 其中 p11 = (11, ω + 4) = [11, 4 + ω], p′11 = (11, ω + 7) = [11, 7 + ω].

• p = 13. X2 + 105 ≡ (X + 5)(X + 8), 所以

13 = p13p
′
13, 其中 p13 = (13, ω + 5) = [11, 5 + ω], p′13 = (13, ω + 8) = [11, 8 + ω].

我們計算一些 P (b) = b2 + 105, b ≥ 0 的值。 如果質因數都在 Sk 中, 則將 P (b) 列出。
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b P (b)

0 105 = 3 · 5 · 7
4 121 = 112

5 130 = 2 · 5 · 13
7 154 = 2 · 7 · 11
8 169 = 132

由上述的分解, 我們得知 pp, p = 2, 3, 5, 7 的等價類在理想類群的階數為 1 或 2。

• b = 4. 1 ∼ [121, ω + 4] = [11, ω + 4]2 = p211, 所以 p11 的等價類為 1 或 2 階。

• b = 8. 1 ∼ [169, ω + 8] = [13, ω + 8]2 = p′13
2, 所以 p13 的等價類為 1 或 2 階。

• b = 5. 1 ∼ [130, ω+5] = [2, ω+5][5, ω+5][13, ω+5] = p2p5p13, 所以 p5 ∼ p2p13。

• b = 7. 1 ∼ [154, ω+7] = [2, ω+7][7, ω+7][11, ω+7] = p2p7p
′
11, 所以 p7 ∼ p2p11。

• b = 0. 1 ∼ [105, ω] = [3, ω][5, ω][7, ω] = p3p5p7, 所以 p3 ∼ p2p13。

由以上資訊,我們得知理想類群由三個元素生成:p2、 p11、p13 的等價類。注意到這些理想並非主

理想, 所以它們的階數都是 2。 現在我們檢查它們之間是否有其它關係。

• p2p11 = (2, ω + 1)(11, ω + 4) = (22, ω + 15)。 這個理想不是主理想。

• p2p13 = (2, ω + 1)(13, ω + 5) = (26, ω + 15)。 這個理想不是主理想。

• p11p13 = (2, ω + 1)(13, ω + 5) = (26, ω + 5)。 這個理想不是主理想。

• p2p11p13 = (2, ω + 1)(11, ω+ 4)(13, ω + 5) = (286, ω + 213)。 這個理想不是主理想。

因此, k 的理想類群同構於 C2 × C2 × C2。

我們在往後的兩個例子中省略計算過程, 只敘述主要結果。 讀者可以用數學軟體系統, 例

如 Sage, 來檢查例子中理想類之間的關係, 甚至可以用一行指令得知理想類群的結構 1。

例 1.11. 考慮 m = 2021 的情況。 這時 ω = 1+
√
2021
2

且 ∆k = 2021 = 43 · 47。 集合

Sk = {5, 17, 19}。 我們列出 Sk 中的質數 p 在 k 中的質理想分解:

5 = p5p
′
5, 其中 p5 = [5, ω − 1], p′5 = [5, ω]

17 = p17p
′
17, 其中 p17 = [17, ω + 3], p′17 = [17, ω + 13]

19 = p19p
′
19, 其中 p19 = [19, ω + 5], p′19 = [19, ω + 13].

p17p
′
5 和 p19p5 在理想類群中都等價於 1, 所以可以推得理想類群由 p5 的理想類生成。p5, p

2
5

都不是主理想, 但 p35 是主理想。 因此理想類群同構到 C3。

1請參閱 https://doc.sagemath.org/html/en/reference/number_fields/sage/rings/number_field/class_group.html

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/number_fields/sage/rings/number_field/class_group.html
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例 1.12. 考慮 m = −2021 的情況。 這時 ω =
√
−2021, 而且

Sk = {2, 3, 5, 7, 11, 17, 23, 29, 31, 43, 47, 53}.

我們列出 Sk 中的質數 p 在 k 中的質理想分解:

2 = p22, 其中 p2 = [2, ω + 1],

3 = p3p
′
3, 其中 p3 = [3, ω + 1], p′3 = [3, ω + 1],

5 = p5p
′
5, 其中 p5 = [5, ω + 2], p′5 = [5, ω + 3],

7 = p7p
′
7, 其中 p7 = [7, ω + 3], p′7 = [7, ω + 4],

11 = p11p
′
11, 其中 p11 = [11, ω + 5], p′11 = [11, ω + 6],

17 = p17p
′
17, 其中 p17 = [17, ω + 6], p′17 = [17, ω + 11],

23 = p23p
′
23, 其中 p23 = [23, ω + 7], p′23 = [23, ω + 16],

29 = p29p
′
29, 其中 p29 = [29, ω + 3], p′29 = [29, ω + 26],

31 = p31p
′
31, 其中 p31 = [31, ω + 5], p′31 = [31, ω + 26],

43 = p43
2, 其中 p43 = [43, ω],

47 = p47
2, 其中 p47 = [47, ω],

53 = p53p
′
53, 其中 p53 = [53, ω + 24], p′53 = [53, ω + 29].

以下的理想乘積都是主理想, 也就是說, 它們在理想類群中都等價於 1。

p2p
′
5
17
p43, p3p

′
5
9
p43, p7p

′
5
5
p43, p11p

′
5
14
p43, p17p5

6, p23p5
2p43, p29p

′
5
13
, p31p

′
5
13
p43, p47p43.

我們發現理想類群由兩個元素生成:p43 和 p5 的理想類。43 在 k 中的質理想分解告訴我們, p43

的理想類的階數為 2。 至於 p5, 它的 34 次方是一個主理想, 但它的 2 次方和 17 次方並不是。

因此, k 的理想類群同構於 C2 × C34。

2. 二次體上的上同調 (Cohomology)

在第二節中, 我們將二次體的 Galois 群作用在狹義理想類群上, 觀察上同調群發生的現

象。

2.1. 循環體上的上同調

在這一小節中, 我們複習一些群作用在模上的結果。
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定義 2.1. 如果一個群 G 在 Z-模 A 上的群作用, 滿足

對任何 a, b ∈ A 和 σ ∈ G, σ(a+ b) = σa + σb

則稱 A 為一個 G-模 (G-module)。

定義 2.2. 如果在兩個 G-模之間的同態 f : A→ B 滿足

對任何 a ∈ A 和 τ ∈ G, f(τa) = τf(a)

則稱 f 為一個 G-同態 (G-homomorphism)。

在這一小節, 我們假設 G = 〈σ〉 是一個階數為 n 的循環群。 定義

∆ = 1− σ,N = 1 + σ + · · ·+ σn−1.

也就是說, 對於 a ∈ A

∆(a) = a− σ(a), N(a) = a + σ(a) + · · ·+ σn−1(a).

注意到 ∆ 和 N 是 A 的自同態。 它們滿足 ∆N = N∆ = 0, 所以我們可以考慮以下序列

A
N−→ A

∆−→ A 和 A
∆−→ A

N−→ A.

定義 2.3. 以下的兩個群

H0(A) =
ker∆

ImN
和 H1(A) =

kerN

Im∆

被稱為 A 的 上同調群 (cohomology groups)。 有時我們記 AG = ker∆ 和 NA = kerN。

命題 2.4. 假設 A, B 為兩個 G-模且 f : A → B 是一個 G-同態。 則 f 導出上同調群間的

同態

H0(A)
f0−→ H0(B) 和 H1(A)

f1−→ H1(B).

定理 2.5. 對任何 G-模的正合序列 (exact sequence)

1 → A
f−→ B

g−→ C → 1, 也就是 f 是單射, g 是滿射, 且 ker g = Imf .

存在同態 δ0 和 δ1 使得下圖的每個序列皆為正合序列
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定義 2.6. 設 G 為一有限循環群且 A 為一 G-模。 當 H0(A) 和 H1(A) 都是有限群時, 我們

稱有理數

Q(A) =
|H1(A)|
|H0(A)|

為 A 的 Herbrand 商 (Herbrand quotient)。

命題 2.7. 設 1 → A → B → C → 1 為 G-模之間的正合序列。 若 Q(A), Q(B), Q(C) 中

的任兩個數有定義, 那第三數也有定義, 而且

Q(A)Q(B) = Q(C).

推論 2.8. 假設 B 是一個 G-模, A 是 B 的 G-子模, 且 C = B/A 有限。 若 Q(A), Q(B)

其中一數有定義, 則它們皆有定義, 而且 Q(A) = Q(B)。

2.2. 二次體上的上同調

使用先前的術語, 如果我們進一步假設 A = 0 且 B 有限的話, 那麼 C = B 且 Q(A) =

Q(B) = 1, 因此 |H0(B)| = |H1(B)|。 將上面的討論整理如下:

命題 2.9. 設 A 為一有限 G-模。 我們有 |H0(A)| = |H1(A)|。

設 k/Q 為二次體, 其 Galois 群為 G = Gal(k/Q) = 〈σ〉。 我們將 k 中的分式理想

(fractional ideal) 所構成的群記為 Ik, 稱為 k 的分式理想群, 並將 Ik 的一個子群 — 由 k

中的分式主理想 (principal fractional ideal) (α), α ∈ k× 所構成的群, 記為 Pk。

定義 2.10.

(1) 定義

P+
k =

{

(α) ∈ Pk : Nk/Q(α) > 0
}

它是 Pk 的子群。

(2) 若 k 是實二次體, 則 k 的單位群 (unit group) o×k 可表示成 {±ǫn, n ∈ Z}。 其中 ǫ > 1

的唯一單位元稱作 基本單位元 (fundamental unit)。

命題 2.11. 當 k 是一個實二次體, 我們令 ǫ 為 k 的基本單位元。 則

[Pk : P
+
k ] =







1, ∆k < 0 或 (∆k > 0 且 Nǫ = −1);

2, ∆k > 0 且 Nǫ = 1.
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定義 2.12. 我們將商群

H+
k = Ik/P

+
k

稱作 狹義理想類群 (ideal class group in the narrow sense)。 它的階數 h+k 則稱為 狹義類

數 (class number in the narrow sense)。

上述的命題可以被重新改寫為

命題 2.13.

h+k =







hk, ∆k < 0 或 (∆k > 0 且 Nǫ = −1);

2hk, ∆k > 0 且 Nǫ = 1.

我們將 P+
k 在分式理想群上導出的等價關係記做 a+∼ b。

注意到如果 a+∼ b, 則存在 α 使得 b = (α)a 且 N(α) > 0, 所以 bσ = (ασ)aσ, 其中

N(ασ) = N(α) > 0; 也就是說, aσ +∼ bσ。 因此, 我們能定義群 G 在 H+
k 上的作用。

接下來我們將探討兩個上同調群

H0(H+
k ) = (H+

k )
G/NH+

k 和 H1(H+
k ) = NH

+
k /(H

+
k )

1−σ.

備註 2.14. 對 ok 中的理想 a, 我們介紹了兩種範數的概念:

Nk(a) = [ok : a] 和 Na = aaσ = a1+σ.

它們之間的關係為 Na = (Nka)。

命題 2.15. 對一個二次體 k/Q, 我們有

H0(H+
k ) = 2H

+
k =

{

g ∈ H+
k | g2 = 1

}

和 H1(H+
k ) =

H+
k�(H+

k )
2.

因此 H0(H+
k ) ≃ H1(H+

k ).

證明: 設 [a] ∈ H+
k 是一個狹義理想類。 因為 Na = (Nka)+∼ 1, 我們有 N [a] = 1。 換句話說,

NH+
k = {1}, 因此 H0(H+

k ) = (H+
k )

G。 接著,

[a] ∈ (H+
k )

G ⇔ [a]σ = [a] ⇔ aσ +∼ a ⇔ a−1 +∼ a ⇔ a2 +∼ 1

所以 H0(H+
k ) = 2H

+
k 。

根據一開始的論述, 我們有 NH
+
k = H+

k 。 現在我們假設 aaσ +∼ 1, 則 a−σ +∼ a; 等價地,

a1−σ +∼ a2, 因而 (H+
k )

1−σ = (H+
k )

2。 這就證明了 H1(H+
k ) = H+

k /(H
+
k )

2。 ���
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我們有以下 G-模的正合序列 (G = 〈σ〉)

1 −→ P+
k

f−→ Ik
g−→ H+

k −→ 1.

由定理 2.5, 我們得到正合的六邊形

事實上我們可以證明 H1(Ik) = 1。 並且以下命題成立

命題 2.16. H1(P+
k ) = 1.

證明: 對任何 (α) ∈ NP
+
k , 我們有 N(α) = (Nα) = (1) 且 Nα > 0, 所以 Nα = 1。 我們

不妨假設 α > 0。 因為 Nα = αασ = 1,

α + 1 = α + αασ = α(1 + ασ).

現在令 β = α + 1 6= 0。β = αβσ, 所以

βα−1 = βσ, 且 Nβ = ββσ = β2α−1 > 0.

最後, α = β1−σ, 所以 (α) = (β)1−σ ∈ (P+
k )1−σ。 ���

備註 2.17. 如果我們考慮的是 Hk 而不是 H+
k , 那麼我們無法證明 H1(Pk) = 1, 因為從

(α) ∈ NPk 無法推得 Nα = 1。

命題 2.18. 我們有下列正合序列

1 −→ (P+
k )G −→ IGk −→ (H+

k )
G −→ 1.

證明: 因為 H1(P+
k ) = 1, 在六邊形中的同態

IGk�NIk = H0(Ik)
g0−→H0(H+

k ) = (H+
k )

G

是一個蓋射。 因此 IGk → (H+
k )

G 也是一個蓋射, 所以給定的序列是一個正合序列。 ���
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命題 2.19. 設 k 為一個二次體, l1, . . . , lt 為判別式 ∆k 的所有不同質因數, l1, . . . , lt 為 k 中

的質理想, 分別對應於 l1, . . . , lt 之上 (lying above):li = li
2 且 li

σ = li。 若 2 | ∆k 我們令

l1 = 2。 則群 IGk /(P
+
k )G 由以下 2t 個理想的理想類構成:

lǫ11 · · · lǫtt , ǫi = 0, 1.

證明: 將 IQ 自然地嵌入 Ik 後, 我們有 IQ ⊂ (P+
k )G。 假設 p 是 a ∈ IGk 的一個質因子 (也就

是整除 a 的質理想)。 如果對於某個質數 p 我們有 p = (p), 那麼 p 的理想類是群 IGk /(P
+
k )G

中的單位元。 如果 ppσ = (p),

對任何 α, β ∈ N, pα(pσ)β | a =⇒ (pσ)αpβ | aσ = a.

取一組最大的 α, β, 則 α = β。 因此

pα(pσ)β = (ppσ)α = (p)α ∈ IQ,

而且 p 的理想類也是群 IGk /(P
+
k )G 中的單位元。 因此唯一貢獻 IGk /(P

+
k )G 非平凡部分的質

因子只有 lǫ11 · · · lǫtt 的理想類。 ���

命題 2.20. 我們有 |IGk /(P+
k )G| ≤ 2t−1.

證明: 我們只須證明存在一組 (ǫ1, . . . , ǫt) 6= (0, . . . , 0) 使得

lǫ11 · · · lǫtt +∼ 1.

分兩種情況:

情況 1: (∆k < 0) 或 (∆k > 0 且 Nǫ = −1)。

(a) m ≡ 1 (mod 4). 這時 ∆k = m = ±l1 · · · lt, 所以 (
√
m) = l1 · · · lt。 必要時乘上 ǫ, 我

們得到 l1 · · · lt +∼ 1。

(b) m ≡ 2 (mod 4). ∆k = 4m = ±8l2 · · · lt, 所以 (
√
m) = l1l2 · · · lt +∼ 1。

(c) m ≡ 3 (mod 4). ∆k = 4m = ±4l2 · · · lt, 所以 (
√
m) = l2 · · · lt +∼ 1.

情況 2: ∆k > 0 且 Nǫ = 1. 我們可以取 ǫ 使得 ǫ > 1。 令 (1 + ǫ) = (a)a, 其中 a ∈ N 且

a 是本原理想。 注意到 ǫ(1 + ǫσ) = 1 + ǫ, 由此可以推得 aσ = a, 因此 a ∈ IGk 。 由上一個命

題的證明, 我們可以將 a 寫為 a = lǫ11 · · · lǫtt , 其中 ǫi = 0, 1。 如果 (ǫ1, . . . , ǫt) = (0, . . . , 0),

那麼 a = (1), 也因此對某個單位元 η ∈ o×k , 1 + ǫ = aη。 我們有 ǫ + ǫσ = ǫ+ ǫ−1 > 0, 所

以 Nη > 0, 故 Nη = 1。 因為 1 + ǫσ = aησ = aη−1,

ǫ =
1 + ǫ

1 + ǫσ
= η2.
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這和 ǫ 是基本單位元的假設矛盾。 因為 N(1 + ǫ) > 0,

1+∼ (1 + ǫ)+∼ a = lǫ11 · · · lǫtt . ���

定理 2.21. 兩個群 H0(H+
k ) 和 H1(H+

k ) 同構, 而且它們的階數為 2t−1, 其中 t 是 ∆k 相異

質因數的個數。

證明: 由命題 2.15, 我們知道群 H0(H+
k ) 和 H1(H+

k ) 同構, 並且

|H0(H+
k )| = |(H+

k )
G| =

∣

∣

∣

∣

IGk�(P+
k )G

∣

∣

∣

∣

.

我們只須證明命題 2.20 中的等號成立; 也就是說, 證明 IGk /(P
+
k )G 中的生成元在群中的關係

式

lǫ11 · · · lǫtt +∼ 1 (∗)

只有之前的證明中的找到的那些而已。 假設

lǫ11 · · · lǫtt = (α), Nα > 0.

(α)σ = (α), 所以對某個單位元 η 我們有 ασ = ηα。Nη = 1。

分三種情況:

情況 1. 假設∆k < 0。我們排除 k = Q(
√
−1),Q(

√
−3)的顯然情形後 (這時 hk = h+k = 1),

便可以假設 η = ±1。 如果 η = 1, 則 ασ = α, 因此 α ∈ Z。 理想 lǫ11 · · · lǫtt 是本原理想, 所以

α = ±1 , 故 ǫ1 = · · · = ǫt = 0。 如果 η = −1, 則 ασ = −α。 因為 α 是純虛數, 所以可以被

寫成 α = a
√
m, 其中 a ∈ Z。 由於理想 lǫ11 · · · lǫtt 是本原理想, a = ±1, 因而 (∗) 中的理想

是 lǫ11 · · · lǫtt = (
√
m)。 這是命題 2.20 證明中的情況 1。

情況 2. 假設 ∆k > 0 且 Nǫ = −1。 因為 Nη = 1, 所以存在整數 v 使得 η = ǫ2v。 此時

ασ = ǫ2vα。

(ǫσ)vασ = (ǫσ)vǫ2vα = (Nǫ)vǫvα = (−1)vǫvα.

如果 v 是偶數, 則 (ǫvα)σ = (ǫvα), 所以 ǫvα 是整數。 因為 lǫ11 · · · lǫtt 是本原理想, 我們有

ǫ1 = · · · = ǫt = 0。 如果 v 是奇數, 則存在整數 a ∈ Z 使得 ǫvα = a
√
m。

lǫ11 · · · lǫtt = (α) = (a
√
m) ⇒ a = ±1.

我們得到命題 2.20 證明中情況 1 的關係式。
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情況 3. 假設 ∆k > 0 且 Nǫ = 1。 此時 ǫ =
1 + ǫ

1 + ǫσ
。 存在整數 n 使得

η = ǫ−n =
(1 + ǫσ)n

(1 + ǫ)n
, ασ = ηα =

(1 + ǫσ)n

(1 + ǫ)n
α

所以

α

(1 + ǫ)n
∈ Q, 存在 a ∈ Q×使得α = a(1 + ǫ)n.

因此我們有 lǫ11 · · · lǫtt =(a)(1 + ǫ)n。 如同命題 2.20 證明中的情況 2, (1+ǫ)=(b)lη11 · · · lηtt 其

中 ηi=0, 1, (η1, . . . , ηt) 6=(0, . . . , 0), 且 b∈N。 因此, 存在互質的兩個正整數 A,B 使得

Alǫ11 · · · lǫtt = Bl
nη1
1 · · · lnηtt .

如果 n 是偶數, 則右邊的理想可被一個整數生成, 因此 (ǫ1, . . . , ǫt) = (0, . . . , 0)。 如果 n 是

奇數, 我們不妨假設 n = 1, 則 Alǫ11 · · · lǫtt =Bl
η1
1 · · · lηtt 。 因為 lǫ11 · · · ltǫt 和 l

η1
1 · · · lηtt 都是本

原理想, 我們有 A=B=1 且 (ǫ1, . . . , ǫt)=(η1, . . . , ηt)。 這是命題 2.20 證明中的情況 2。 ���

定理 2.22. 假設 k 是一個二次體。 如果它的判別式 ∆k 是質數, 則狹義類數 h+k 是奇數。 如果

更進一步假設 ∆k > 0, 則 k 的基本單位元 ǫ 滿足 Nǫ = −1。

證明: ∆k 的相異質因數個數 (定理 2.21 中的 t) 等於 1, 所以 |H0(H+
k )| = |2H+

k | = 1。 在

H+
k 中並沒有偶數階的元素, 因此 h+k 是奇數。 更進一步, 如果 ∆k > 0 而且 Nǫ = 1, 則由命

題 2.13 我們得到 h+k = 2hk, 矛盾。 ���

備註 2.23. 對二次體 k = Q(
√
m) 來說, t = 1 若且唯若 k 是 Q(

√
−1), Q(

√
2), 或

Q(
√
l∗), 其中 l 是一個奇質數而 l∗ = (−1)

l−1
2 l。

定理 2.24. 設 k 為二次體。 當 ∆k > 0, 令 ǫ 為基本單位元。 則我們可以列出以下結果

H0(o×
k
) H1(o×

k
) Q(o×

k
)

∆k < 0 2 2 1
∆k > 0, Nǫ = 1 2 4 2
∆k < 0, Nǫ = −1 1 2 2

證明: 首先, H0(o×k ) = (o×k )
G/N(o×k ) = {±1}/N(o×k )。 這完成了第一行的證明。 對於表格

其他部分, 我們分成以下情形討論。

• 假設 ∆k < 0 且 k 6= Q(i) 或 Q(
√
−3). 此時 o×k = {±1}. 因為 No

×
k = o×k = {±1}

且 (o×k )
1−σ = {1}, 所以 H1(o×k ) 的階數是 2。
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• 假設 k = Q(i). 因為 o×k = {±1,±i} = No
×
k , (o

×
k )

1−σ = {±1}, 所以 H1(o×k ) 的階數

是 2。

• 假設 k = Q(
√
−3) = Q(ρ). 因為 o×k = {±1,±ρ,±ρ2} = No

×
k 且 (o×k )

1−σ =

{1, ρ2, ρ}, 所以 |H1(o×k )| = 2。

• 假設 ∆k > 0 且 Nǫ = 1. 此時 o×k = {±1}× 〈ǫ〉 = No
×
k 且 (o×k )

1−σ = {1}× 〈ǫ〉1−σ.

因為 1 = ǫǫσ, 我們有
ǫ

ǫσ
= ǫ2, 因此 〈ǫ〉1−σ = 〈ǫ2〉。 所以 |H1(o×k )| = 4。

• 假設 ∆k > 0 且 Nǫ = −1. 此時 o×k = {±1} × 〈ǫ〉 且 No
×
k = {±1} × 〈ǫ2〉, 因為

ǫ

ǫσ
= −ǫ2, 所以 〈ǫ〉1−σ = 〈−ǫ2〉, 因此 |H1(o×k )| = 2。 ���

3. 高斯虧格理論

在第三節中, 對於一個二次體 k, 我們將定義 (Z/∆kZ)
× 上的數個特徵標 (character),

並且討論這些特徵標和二次體的上同調群間的關係。

3.1. 二次體上的 Kronecker 特徵標

假設 k = Q(
√
m) 是二次體, 其中 m 是一個整數, 不被大於 1 的平方數整除。 記 S =

{p是質數 : p | ∆k}。 則對於 p /∈ S, p 在 k 中沒有分歧 (unramified)。 記

IQ(∆k) = IQ(S) =
{

a ∈ Q× : a > 0, gcd(a,∆k) = 1
}

.

我們知道 Artin 映射 αk/Q : IQ(∆k) → Gal(k/Q) 由以下方式給定:

αk/Q(p) =

(

k/Q

p

)

,

其中

(

k/Q
p

)

是 Artin 符號, σ 是 Gal(k/Q) 中的元素使得對任何 x ∈ ok, σ(x) ≡ xp

mod pp。 我們有唯一的同構映射 ϕ : Gal(k/Q) → {±1}, 而且 Kronecker 特徵標 (Kro-

necker character) χk 被定義成 αk/Q 和 ψ 的合成

我們接下來決定 χk(p) 的值。 首先, 對 p ∤ ∆k, χk(p) = 1 若且唯若 αk/Q(p) = 1 若且
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唯若 p 在 k/Q 中完全分歧 (split completely)。 接著, 如果 p 6= 2, 則

(

∆k

p

)

= 1 ⇐⇒ p 在 k 中完全分歧。

如果 p = 2, 注意到這時 m ≡ 1 (mod 4) 且 ∆k = m, 則

∆k ≡ 1 (mod 8) ⇐⇒ 2 在 k 中完全分歧。

最終我們得到

χk(p) =







(

∆k

p

)

, p 6= 2;

(−1)
∆2

k
−1

8 , p = 2.

Artin 映射 αk/Q 是個滿射。 我們將探討它的核 kerαk/Q = kerχk。 對 a, a′ ∈ IQ(∆k) 我們

記 a =
b

c
, a′ =

b′

c′
, 其中 b, c, b′, c′ 是使得 (∆k, c) = (∆k, c

′) = 1 的自然數。 接著我們定義

a ≡ a′ (mod ∆k) 若 bc′ ≡ b′c (mod ∆k).

記

S(∆k) = {a ∈ IQ(∆k) : a ≡ 1 (mod ∆k)}.

則 S(∆k) 是 IQ(∆k) 的一個子群。

現在令 Ik 為 k 的分式理想群, 並記

Ik(∆k) = {a ∈ Ik : (a,∆k) = 1} .

範數映射 Nk 導出了一個同態 Ik(∆k) −→ IQ(∆k)。 我們也將導出的映射記為 Nk。

使用 Dirichlet 的等差數列定理 (Dirichlet’s Theorem on arithmetic progressions),

我們可以證明

定理 3.1. 對任何二次體 k 我們有 kerχk = S(∆k)Nk(Ik(∆k))。

3.2. 高斯虧格理論

如果 ∆k ≡ 1 (mod 4), 則 ∆k = m = ±l1l2 · · · lt, 其中 li 是質數。 對於和 ∆k 互質的

整數 n, 我們有

χk(n) =

(

n

l1

)

· · ·
(

n

lt

)

.
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如果 ∆k ≡ 0 (mod 4), 我們記

∆k = 4m = 2β∆′
k, β =







3, m ≡ 2 (mod 4);

2, m ≡ 3 (mod 4).

則對於和 ∆k 互質的整數 n, 我們有

χk(n) = (−1)
n−1
2

∆′

k
−1

2
+
(

n
2
−1
8

)

β

(

n

l2

)

· · ·
(

n

lt

)

.

我們可以驗證

(−1)
n−1
2

∆′

k
−1

2
+
(

n
2
−1
8

)

β
=



















(−1)
n−1
2 , m ≡ 3 (mod 4);

(−1)
n
2
−1
8 , m ≡ 2 (mod 8);

(−1)
n
2
−1
8

+n−1
2 , m ≡ 6 (mod 8).

總結一下, 我們得到

定理 3.2. 設 l1, l2, . . . , lt 為 ∆k 的相異質因數, 而且如果 2 | ∆k 則令 l1 = 2。 對任何

i = 1, . . . , t, 我們用以下方式定義群 (Z/∆kZ)
×
上的特徵標 χi:

(i) 如果 2 | ∆k, 則

χ1(n) =



















(−1)
n−1
2 , m ≡ 3 (mod 4);

(−1)
n
2
−1
8 , m ≡ 2 (mod 8);

(−1)
n
2
−1
8

+n−1
2 , m ≡ 6 (mod 8),

χi(n) =

(

n

li

)

, 對 2 ≤ i ≤ t.

(ii) 如果 2 ∤ ∆k, 則

χi(n) =

(

n

li

)

, 對 1 ≤ i ≤ t.

則 Kronecker 特徵標 χk 可以被寫成

χk(n) = χ1(n)χ2(n) · · ·χt(n), 對任何和 ∆ 互質的整數 n.

定理 3.3. 等式 χk(n) = 1 成立, 若且唯若存在一個理想 a ⊂ ok 使得 (a,∆k) = 1 且

n ≡ Na (mod ∆k)。

證明: 定理 3.1 可以推得 (⇐) 方向。
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(⇒) 根據 Dirichlet 的等差數列定理, 存在奇質數 p 使得 n ≡ p (mod ∆k)。 因為 χk(p) =

χk(n) = 1 且 p ∤ ∆k, 我們有 p = Np, 其中 p 是 k 中對應 p 之上 (lying over p) 的質理想。

因此 n ≡ Np (mod ∆k)。 ���

命題 3.4. 給定一個 ok 中的理想 m。 則 H+
k 中的每個狹義理想類都有一個和 m 互質的理想。

證明: 固定任何一個狹義理想類 C ∈ H+
k , 並從 C−1 取一個理想 a。 令整除 m的不同質理想為

p1, . . . , pl。 我們只須找到一個理想 b, 使得 ab+∼ 1 且 (b, p1 · · · pl) = 1。 對任何 i = 1, . . . , l,

取 αi ∈ ok 使得

αi ∈ ap1 · · · pi−1pi+1 · · · pl 且 αi /∈ ap1 · · · pl,

並記 α = α1 + · · ·+ αl。 則 α ∈ a, 但對任何 j = 1, . . . , l 我們有 α /∈ apj。 現在令 a = Na

和 b = Nm。 將 β 記為 β = α + abt, 其中 t 是待定的正整數。 那麼由 a ∈ a 可推得 β ∈ a。

但是, 對所有 1 ≤ j ≤ l, β /∈ apj: 如果對某個 j 我們有 β ∈ apj, 則因為 abt ∈ apj 我們得

到 α ∈ apj, 矛盾。 除此之外, N(α + abt) = Nα + Trk/Q(α)abt + a2b2t2。 我們取足夠大的

t 使得 Nβ > 0。 最後, 因為 β ∈ a, 我們能找到一個理想 b 使得 ab = (β)。 這個理想 b 滿足

ab+∼ 1 且 (b, p1 · · · pl) = 1. ���

命題 3.5. 考慮 ok 中滿足 (α,∆k) = 1 的元素 α。 對任何 1 ≤ i ≤ t 我們有 χi(Nα) = 1。

證明: 假設 l = li 6= 2。l 在 k 中分歧, 所以對於整除 l 的質理想 l, [ok/l : Z/lZ] = 1。 因此存

在整數 a 使得 (a,∆k) = 1 且 α ≡ a (mod l)。 因為 σ(l) = l, 我們有 Nα = ασ(α) ≡ a2

(mod l)。 因此 χi(Nα) = 1。

當 l = 2, 我們有 ∆k = 4m, 其中 m ≡ 2, 3 (mod 4)。 記 α = x + y
√
m, 則

Nα = x2 −my2.

• 如果 m ≡ 3 (mod 4), 則 Nα ≡ x2 + y2 ≡ 1 (mod 4). χ1(Nα) = (−1)
Nα−1

2 = 1。

• 如果 m ≡ 2 (mod 4), 則因為 m 是偶數, 當 Nα 是奇數時 x 必也是奇數。

– 當 m ≡ 2 (mod 8), 則 Nα ≡ x2 − 2y2 ≡ 1, 7 (mod 8).

χ1(Nα) = (−1)
(Nα)2−1

8 = 1.

– 當 m ≡ 6 (mod 8), 則 Nα ≡ x2 + 2y2 ≡ 1, 3 (mod 8).

χ1(Nα) = (−1)
(Nα)2−1

8
+Nα−1

2 = 1. ���
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由命題 3.4, 任何 H+
k 中的狹義理想類都可以被寫成 [a], 其中理想 a 滿足 (a,∆k) = 1。

若 [a] = [b], 則存在 α, β ∈ ok 使得

(β)a = (α)b, (α,∆k) = (β,∆k) = 1, 還有 NαNβ > 0.

我們說明為何 NαNβ > 0: 這時 b = (γ)a 對某個 γ 使得 Nγ > 0, 取一個理想 c 滿足

ac = (α) 和 (c,∆k) = 1, 則

(γ) =
b

a
=

bc

ac
=

bc

(α)
, bc = (αγ) 且 β = αγ,

因此 NαNβ = (Nα)2Nγ > 0。 對 (β)a = (α)b 兩邊取範數, 我們有 |Nβ|Na = |Nα|Nb。
因為 NαNβ > 0, 我們有 NβNa = NαNb。 由命題 3.5 我們知道 χi(Nα) = χi(Nβ) = 1,

所以 χi(Na) = χi(Nb)。 我們因此可以對 i = 1, . . . , t 良好地定義以下映射

χ+
i : H+

k −→ {±1},
[a] 7−→ χi(Na).

定理 3.6. 映射 χ+
i : H+

k → {±1} 是一個 H+
k 的特徵標。 而且我們有

t
∏

i=1

χ+
i = 1 (平凡特徵標) 且

t
⋂

i=1

kerχ+
i = (H+

k )
2.

證明: 我們驗證 χ+
i 是個特徵標:

χ+
i ([a][b]) = χ+

i ([ab]) = χi(N(ab)) = χi(Na)χi(Nb) = χ+
i ([a])χ

+
i ([b]).

由定理 3.3,

t
∏

i=1

χ+
i ([a]) =

t
∏

i=1

χi(Na) = χk(Na) = 1.

因此 χ+
i 的乘積正是平凡特徵標。

對於定理的第二部分, 因為 χ2
i = 1, 顯然我們有

t
⋂

i=1

kerχ+
i ⊃ (H+

k )
2.

現在我們考慮同態

ψ : H+
k −→ {±1} × · · · × {±1},
[a] 7−→

(

χ+
1 ([a]), . . . , χ

+
t ([a])

)

.
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因為
∏

i χ
+
i = 1, ψ 並非滿射。 不過, 我們將會證明

∏

i χ
+
i = 1 是特徵標 χi 之間唯一的關

係式。 假設 ǫ = (ǫ1, . . . , ǫt) ∈ {±1}t 滿足關係式 ǫ1 · · · ǫt = 1。 我們的目標是找到 [a] ∈ H+
k

使得 ψ([a]) = ǫ。 對每個 i = 1, . . . , t, 因為 χi 不是模 ∆k 上的平凡特徵標, 所以存在整數

ni, (ni,∆k) = 1 使得 χi(ni) = ǫi。 接下來我們分情況討論如下:

• 如果 ∆k = l1l2 · · · lt 且 m ≡ 1 (mod 4), 我們取整數 n 使得

n ≡ ni (mod li) 對任何 1 ≤ i ≤ t.

• 如果 ∆k = 2βl2l3 · · · lt 且 m ≡ 2, 3 (mod 4), 我們取 n 使得

n ≡ n1 (mod 2β), n ≡ ni (mod li) 對 2 ≤ i ≤ t.

由 Dirichlet 的等差數列定理, 我們能找到奇質數 p 使得 p ≡ n (mod ∆k)。 則

χi(p) = χi(n) = χi(ni) = ǫi, 1 ≤ i ≤ t.

因為

χk(p) =
t

∏

i=1

χi(p) = ǫ1 · · · ǫt = 1,

由定理 3.3 我們有 p = Np, 因此

χ+
i ([p]) = χi(Np) = χi(p) = ǫi 且 ψ([p]) = ǫ.

我們證明了 [H+
k : kerψ] = 2t−1。 另一方面, 我們有

kerψ =

t
⋂

i=1

kerχ+
i ⊃ (H+

k )
2 和 [H+

k : (H+
k )

2] = 2t−1.

因此 kerψ = (H+
k )

2. ���

備註 3.7. 對於狹義等價類 [a], [b], 其中 a, b ⊂ ok 且 (a,∆k) = (b,∆k) = 1, 我們在 H+
k

上定義等價關係:

[a] ≈ [b] 若且唯若 對任何 i = 1, . . . , t, 我們有 χ+
i ([a]) = χ+

i ([b]).

H+
k 中由這個關係定義出的一個等價類,稱作一個狹義理想類的虧格 (genus)。由定理 3.6, 上

述條件等價於

對任何 i = 1, . . . , t 我們有 χi(Na) = χi(Nb),
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也等價於

[a] ≡ [b] mod (H+
k )

2.

因此 ≈ 在 H+
k 中只是模 (H+

k )
2 而已; 也就是說, 一個虧格就是 H+

k /(H
+
k )

2 的一個陪集。 另

外

一個虧格中狹義理想類的數量 = |(H+
k )

2| = [H+
k : 2H

+
k ].

因此如果我們記 h∗k = |(H+
k )

2| 則 h+k = 2t−1h∗k。

例 3.8. 令 m = −14, k = Q(
√
−14)。 則 ω =

√
−14, ∆k = −23 · 7, 以及 Mk =

2
π

√

|∆k| ≈ 4.76。 在這個例子中, Hk = H+
k 而且等價類群由 p2, p3 的等價類生成。ω 的最小

多項式是 fω(X) = X2 + 14。

• 當 p = 2, fω(X) ≡ X2 (mod 2)。 因此 2 = p22, 其中 p2 = (2, ω) = [2, ω]。

• 當 p = 3, fω(X) ≡ X2 − 1 ≡ (X + 1)(X − 1) (mod 3)。 因此 3 = p3p
′
3, 其中

p3 = (3, ω + 1) = [3, 1 + ω] 且 p′3 = (3,−1 + ω) = [3, 2 + ω]。

現在 N(2 + ω) = 18 = 2 · 32, 所以

1 ∼ (2 + ω) = [N(2 + ω), 2 + ω] = [2, 2 + ω][3, 2 + ω]2 = p2(p
′
3)

2 ∼ p2p
−2
3 ,

故 p2 ∼ p23。 因此 H+
k 是由 p3 的等價類生成的循環群。

我們有 p22 = 2 ∼ 1 但 p2 ≁ 1: 如果 p2 = (x + yω) 則存在整數 x, y ∈ Z 使得

2 = N(x + yω) = x2 + 14y2, 但這是不可能的。 因此 H+
k 是階數為 4, 由 p3 的等價類生成

的循環群。 我們有

(H+
k )

2 =
{

[ok], [p
2
3]
}

, t = 2, h∗k = 2,

所以狹義理想類群有兩個虧格。

註: 本文取材於 [2]。 第二節及第三節根據 4.6 及 4.7 章節直接整理撰寫。第一節介紹文中計算

類群的方法, 並選一些例子依其方法重新計算。
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