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從一道計數恆等式談起

連威翔

一、 前言

在數學網站昌爸工作坊的作品 [1] 中, 作者介紹了底下的恆等式 :

(2n+ 1) + (2n + 3) + · · ·+ [2n+ (2n− 1)] = 3× [1 + 3 + · · ·+ (2n− 1)] . (1)

上式特別之處, 在於其左式的等差級數和可以寫成其右式另一個等差級數和的三倍。

在 [1] 中, 作者證明 (1) 式的過程如下:

(2n+ 1) + (2n+ 3) + · · ·+ [2n + (2n− 1)] = n× 2n + [1 + 3 + · · ·+ (2n− 1)]

= 2n2 + n2 = 3n2 = 3× [1 + 3 + · · ·+ (2n− 1)]. (2)

不難看出, 其方法是把括號中的 n 個 2n 抽出來先加總, 再使用兩次底下的恆等式:

1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2. (3)

其中, 作者並未證明 (3) 式, 但它可透過等差級數求和公式證明。 此外, 也可透過有名的L形方

塊拼合法看出 (3) 式成立的其中梗概, 請參考與 [1] 同作者之作品 [2] 中的動畫。

作品 [1] 的標題提到了 「圖解」 兩字, 因此底下第二節中, 筆者將從 [1] 中的圖形出發並加

以推廣, 以求給出 (1) 式的圖解證明。接著的兩節中, 筆者將介紹一些相關的探討結果。進入第

五節後, 我們一起看幾個對於 (3) 式的另證。

二、 對圖形的觀察

在 [1] 中, 作者給出三個附有算式說明的示意圖, 我們不妨於底下重新畫一次:

圖 1
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注意上圖中,我們將原本 [1] 中所繪的橘色與黃色球,分別改為灰色與白色球。 圖 1 的三個示意

圖, 都可以看作是以兩個灰色三角形與一個白色三角形排成一個較大的梯形。 因為圖中灰色與

白色三角形的球個數相同,所以任一三角形的球個數 (底下簡稱三角形數) 均佔梯形球個數 (底

下簡稱梯形數) 的三分之一。

注意圖 1 中三個示意圖最上方那排白色球的個數分別為 3, 5, 7 個, 均為奇數。 因此, 我

們若將圖 1 一般化後, 就得到下圖:

圖 2

其中 n ≥ 1。 原來, (1) 式的等號成立, 是因為採用兩種方法計算圖 2 中球的總數。 在 (1) 式的

等號左側, 是不區分球顏色的計數法,直接把圖 2 梯形內每一列球的個數相加得出總數;而 (1)

式等號右側的計數法則是要區分顏色, 把圖 2 看成三個三角形, 球的總數是三角形數的三倍。

只要將 (1) 式移項, 就得到底下的結果:

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1)

(2n+ 1) + (2n+ 3) + (2n+ 5) + · · ·+ [2n+ (2n− 1)]
=

1

3
. (4)

此時只要將 n = 1, 2, 3, . . . 分別代入 (4)式, 即可得到 [1] 的文章標題, 而圖 1 則是圖 2 取

n = 2, 3, 4 時的結果。

在此筆者想針對 (1) 式, 給出一個相較於 (2) 式來說, 會與圖 2 更有關聯性的證明。首先

觀察 (1) 的左式:

(2n+ 1) + (2n+ 3) + (2n+ 5) + · · ·+ [2n+ (2n− 1)].

上式的各項寫成一般項就是 2n+ k, 其中 k = 1, 3, 5, . . . , 2n− 1。 對於一般項 2n+ k, 我們

將其改寫為

2n+ k = k + (2n− k) + k. (5)

這個改寫方式是在前面先加一個 k, 再把 2n 減去一個 k 變成 2n − k, 所以總和不變。 透過
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(5) 式的手法, 筆者對 (1) 式的證明如下:

(2n+1)+(2n+3)+(2n+5)+· · ·+[2n+(2n−1)]

= [1+(2n−1)+1]+[3+(2n−3)+3]+· · ·+{(2n−1)+[2n− (2n−1)]+(2n−1)}

= [1+(2n−1)+1]+[3+(2n−3)+3]+· · ·+[(2n−1)+1+(2n−1)]

= [1+3+· · ·+(2n−1)]+[(2n−1)+(2n−3)+· · ·+1]+[1+3+· · ·+(2n−1)]

= 3× [1+3+· · ·+(2n−1)]. (6)

這樣就證出了 (1) 式。

為何說 (6) 式與圖 2 更有關聯性呢? 在 (2) 式的證明過程中, 除了頭尾以外, 其餘部份

較不易看出與圖 2 的關聯。 但只要觀察 (6) 式中各項改寫的過程, 可知 (6) 式中第一個與第二

個等號右側的一般項 2k − 1 + [2n− (2k − 1)] + 2k − 1 內所含的三項

(2k − 1), [2n− (2k − 1)], (2k − 1),

其實就是圖 2 中梯形從上算下來的第 k 列中, 從左到右出現的灰色球、 白色球、 灰色球個數。

而 (6) 式第三個等號右側, 就是把這三項歸到各自所在的灰色或白色三角形去計數。 因此 (6)

式的證明方式, 是觀察圖 2 而得來的, 所以與圖 2 更有關聯。

不過, 若對圖 2 改以另一種方式著色的話, 將可使所得的新圖與 (2) 式的計算方式產生較

大關聯。 下圖為將圖 2 左方的灰色三角形全部改塗白色後的結果:

圖 3

不難看出, 上圖中的白色球與灰色球個數剛好就是 (2) 式中第一個等號右側的 n× 2n 與 1 +

3 + · · ·+ (2n− 1) 。

三、 一個類似的例子

回顧第二節中的圖 2, 不知讀者是否發現, 圖 2 中排列球的方式其實並不是最密集的。 底

下的圖形, 是比圖 2 更密集的排法 (各球之間的空隙更小):
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圖 4

仿照先前對圖 2 採兩種計數方式得出 (1) 式, 若同樣對圖 4 採用兩種計數法, 則可得如下恆等

式:

(n + 2) + (n+ 3) + (n+ 4) + · · ·+ (2n + 1) = 3× (1 + 2 + · · ·+ n). (7)

仿照 (6) 式的證明過程, 我們也可用算式的改寫證明 (7) 式。 首先, (7) 左式的各項寫成

一般項就是 n+ 1 + k, 其中 k = 1, 2, 3, . . . , n。 對於一般項 n+ 1 + k, 我們將其改寫為

n+ 1 + k = k + [n− (k − 1)] + k. (8)

這個改寫方式, 同樣是觀察圖 4 梯形內每列各色的球數而得。 利用 (8) 式, 可證明 (7) 式如下:

(n + 2) + (n+ 3) + (n+ 4) + · · ·+ (2n+ 1)

= (n + 1 + 1) + (n + 1 + 2) + (n + 1 + 3) + · · ·+ (n+ 1 + n)

= (1 + n+ 1) + [2 + (n− 1) + 2] + · · ·+ {n+ [n− (n− 1)] + n}

= (1 + n+ 1) + [2 + (n− 1) + 2] + · · ·+ (n+ 1 + n)

= (1 + 2 + · · ·+ n) + [n+ (n− 1) + · · ·+ 1] + (1 + 2 + · · ·+ n)

= 3× (1 + 2 + · · ·+ n).

觀察 (7) 式, 可發現它與 (1) 式類似, 皆把一個等差級數和寫成另一個等差級數和的三倍。 仿

照 [1] 的作者由 (1) 式得出 (4) 式, 由 (7) 式我們也可得

1 + 2 + · · ·+ n

(n+ 2) + (n+ 3) + (n+ 4) + · · ·+ (2n+ 1)
=

1

3
. (9)

此時, 若分別將 n = 1, 2, 3, . . . 代入 (9) 式, 即可得到

1

3
=

1 + 2

4 + 5
=

1 + 2 + 3

5 + 6 + 7
= · · · =

1 + 2 + · · ·+ n

(n+ 2) + (n + 3) + · · ·+ (2n+ 1)
.

上式就是與 [1] 標題類似的結果, 乍看之下很神奇, 其實各項都出自 (9) 式。 而 (9) 式來自於

(7) 式, (7) 式來自於圖 4。
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四、 六角形數的計算

在第二節中, 我們提到三角形數與梯形數。 某次觀察圖 4 時, 筆者發現可利用它來計算六

角形數。 此處先定義, 所謂六角形數, 即以圖 4 那樣的密集排列方式, 將若干個球排成一個正六

邊形時所使用的球個數。接下來, 筆者將介紹如何利用圖 4 計算六角形數。

注意圖 4 中梯形的兩腰皆有 n 個球, 但上底有 n+ 2 個。 如果我們把圖 4 中落在兩腰處

的那兩排個數為 n 的灰色球拿掉, 便得下圖:

圖 5

這樣一來, 圖 5 的上底就與兩腰一樣都有 n 個球。 因此, 圖 5 中的球個數為圖 4 的球個數減

去 2n, 即

3× (1 + 2 + · · ·+ n)− 2n =
3n(n + 1)

2
− 2n. (10)

將圖 5 中的圖形複製一份, 再將其上下翻轉後放入圖 5 下方, 可得底下圖 6 :

圖 6
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若把圖 6 中以雙箭頭標示的每兩個球歸為一組, 由圖 5 可知共有 2n− 1 組。 讓每一組的兩個

球疊合後, 即得下圖:

圖 7

上圖即為最外圍每邊有 n 個球的正六邊形。 由圖 6 中兩部分拼合後成為圖 7 的過程, 可知兩

圖相差了 2n− 1 個球, 此時利用 (10) 式, 可求出圖 7 中的球個數為

2×

[

3n(n+ 1)

2
− 2n

]

− (2n− 1) = 3n2 − 3n+ 1.

此即對應於圖 7 的六角形數計數公式。

五、 等式 1 + 3 + · · · + (2n− 1) = n2 的另證

在第一節中, 筆者提到可透過等差級數求和公式證明 (3) 式。 在本節中, 我們不妨再多看

幾個對於 (3) 式的另證。

第一個證明方式, 觀察 (3) 式後, 可知 (3) 左式的一般項為 2k − 1。 因為 2k − 1 滿足

2k − 1 = k2 − (k − 1)2,

從而得

1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) =
n

∑

k=1

(2k − 1) =
n

∑

k=1

[k2 − (k − 1)2]

= [n2 − (n− 1)2] + [(n− 1)2 − (n− 2)2] + · · ·+ (22 − 12) + 12

= n2.

因此 (3) 式得證。
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此外在作品 [2] 的動畫中, 第一個出現的圖形可視為 1 × 1 的正方形, 之後每次添加一個

L 形塊, 都使得所得圖形成為邊長加 1 的正方形。像這樣每步驟完成後均保有同一特性的現象,

可考慮用數學歸納法進行證明, 證明如下:

證明: 令 Sn = 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1), 我們想證明 Sn = n2。 討論如下 :

(a) 當 n = 1 時, S1 = 1 = 12。

(b) 當 n = k 時, 假設 Sk = 1 + 3 + · · ·+ (2k − 1) = k2; 當 n = k + 1 時, 有

Sk+1 = 1 + 3 + · · ·+ (2k − 1) + [2(k + 1)− 1] = Sk + (2k + 1)

= k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.

由數學歸納法原理, 可知 (3) 式成立。 以上是對 (3) 式的第二個證明。

除了上面兩種證法外, 底下再介紹另一個透過圖解的證法, 希望可以呼應前面幾節內容的

精神。 請先參考下圖:

圖 8

上圖是一個由 n2 個小正方形所組成的 n×n 正方形, 圖中我們以類似矩陣足標的方式寫

下 n2 個座標 (i, j), 幫各個 1× 1 的小正方形進行定位。 不難發現, 圖 8 中含有多個 L 形塊,

若我們把最左上角、 只含 (1, 1) 小正方形的區域也視為一個退化的 L 形塊, 則圖 8 的 n × n

個正方形一共由 n 個 L 形塊拼合而成。 圖8 中包含 n2 個小正方形, 一個很自然的想法, 若以

元素 (i, j) 代表位置在 (i, j) 的小正方形, 先定義集合

Sk = {(i, j)| i, j ∈ N, 1 ≤ i, j ≤ k},

Lk = {(i, j)| i, j ∈ N, i ≤ j = k 或 j ≤ i = k},

其中 N 為正整數集, 且 1 ≤ k ≤ n, 則圖 8 的所有的小正方形可用以下含 n2 個元素的集合
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Sn 代表:

Sn = {(i, j)| i, j ∈ N, 1 ≤ i, j ≤ n}.

同時, 圖 8 從左上到右下出現的 n 個 L 形塊, 則可對應於下列 n 個集合:

L1 = {(i, j)| i, j ∈ N, i ≤ j = 1 或 j ≤ i = 1},

L2 = {(i, j)| i, j ∈ N, i ≤ j = 2 或 j ≤ i = 2},
...

Ln = {(i, j)| i, j ∈ N, i ≤ j = n 或 j ≤ i = n},

注意其中 S1 = L1。 計算上述各集合的元素個數, 不難發現 |Sn| = n2, 且有

|Lk|= |{(1, k), (2, k), . . . , (k, k), (k, 1), (k, 2), . . . , (k, k − 1)}|

= |{(1, k), (2, k), . . . , (k, k)}|+ |{(k, 1), (k, 2), . . . , (k, k − 1)}|

= 2k − 1.

對於滿足 n ≥ 2 的正整數 n, 可將 Sn 分割為互斥的集合 Sn−1 與 Ln, 並寫下:

Sn = Sn−1 ∪ Ln.

如果 Sn−1 還能繼續進行類似上式的分割, 則可繼續改寫上式直到 S1 出現為止, 過程如下:

Sn = Sn−1 ∪ Ln = Sn−2 ∪ Ln−1 ∪ Ln = · · · = S1 ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∪ Ln

= L1 ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∪ Ln.

計算上式頭尾兩集合的元素個數, 因為任兩個具 Lk 形式的相異集合間均為互斥, 可知

|Sn| = |L1 ∪ L2 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∪ Ln| = |L1|+ |L2|+ · · ·+ |Ln−1|+ |Ln|.

再將已求出的 |Sn| 與 |Lk| 之值代入上式, 可得

n2 = 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1).

這樣我們就再次證明了 (3) 式。

六、 結語

看完了本文前半的介紹,筆者認為或許大部份的式子都可以忘記,只要記得圖 2 與圖 4 中

球的塗色與排列方式即可, 因為 (1), (7) 兩式的寫出與證明, 都可從此兩圖形得出想法。而到
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了本文後半部, 我們先順勢研究了六角形數的計數公式, 再以 (3) 式的證明為這趟數學之旅畫

下句點。 不難發現, 旅程中除了算式之外, 也常有圖形相伴。

筆者認為, [1] 的作者應該是先畫出圖 1, 一般化為圖 2 後(雖然作者沒有畫出圖 2) 才想

到 (1) 式的, 就像筆者是先畫出圖 4, 才寫下 (7) 式那樣。最後無論如何,筆者要感謝作者昌爸,

若沒有其作品 [1] 與 [2], 相信也不會有本文的誕生。
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