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關於 「 lim
n→∞

n
∑

i=0

Fi

10i
=

10

89
的探源與推廣」

之迴響

許閎揚

壹、 前言

在數學傳播第 173 期中 [1] 張進安老師介紹了一個關於費氏數列的極限問題,即

lim
n→∞

n
∑

i=0

Fi

10i
=

10

89
。 他分別使用矩陣理論與高中數學方法來計算, 並得出正確答案, 令人深感

佩服。

使用冪級數是研究無窮級數的主要方式之一,我們發現可以將上面的級數問題轉換成求冪

級數的收斂區間與收斂函數問題。 有了冪級數的收斂函數, 在無窮級數的計算上不但簡單並且

可以在收斂區間內對冪級數逐項微分、 積分得到更多的等式。

貳、 費氏數列的冪級數

費氏數列的定義為 〈Fn〉 : Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ≥ 0 且 F0 = 0, F1 = 1。

一個冪級數 (中心在 x0) 是一個有以下形式的級數

S(x) :=
∞
∑

k=0

ak(x− x0)
k,

其中 (x− x0)
0 = 1。 關於冪級數的內容可參考高等微積分課本 [4]。

很明顯地, 我們要探討的無窮級數的求值問題 :
∞
∑

n=0

Fn

10n
=

F0

100
+

F1

101
+

F2

102
+ · · · 可

以視為以費氏數列為係數的冪級數
∞
∑

n=0

Fnx
n = F0x

0 + F1x
1 + F2x

2 + · · · , 當 x =
1

10

的問題。 更進一步, 若我們可以找到冪級數
∞
∑

n=0

Fnx
n 的收斂函數 F (x) 與收斂區間, 則問題

lim
n→∞

n
∑

i=0

Fi

10i
即為求 F

( 1

10

)

是多少的問題。 在計算冪級數的收斂區間前, 我們先證明以下的

引理:

38



關於 「 lim
n→∞

n
∑

i=1

Fi

10i
= 10

89
的探源與推廣」 之迴響 39

引理1[3]: lim
n→∞

Fn+1

Fn

=
1 +

√
5

2
。

證明: 由遞迴關係 Fn+2 = Fn+1 + Fn, 它的特徵方程為

t2 − t− 1 = 0,

解得

t =
1±

√
5

2
為它的兩個特徵根, 因此設

Fn = α
(1 +

√
5

2

)n

+ β
(1−

√
5

2

)n

,

由 F0 = 0, F1 = 1 解得

α =
1√
5
, β = − 1√

5
,

得到

Fn =
1√
5

[(1 +
√
5

2

)n

−
(1−

√
5

2

)n]

。

利用上面公式所求極限為

lim
n→∞

Fn+1

Fn

= lim
n→∞

(1 +
√
5

2

)n+1

−
(1−

√
5

2

)n+1

(1 +
√
5

2

)n

−
(1−

√
5

2

)n

= lim
n→∞

(1 +
√
5

2

)

− 1−
√
5

2

(1−
√
5

1 +
√
5

)n

1−
(1−

√
5

1 +
√
5

)n

=
1 +

√
5

2
,

得證。

引理2: 設費氏數列所成的冪級數為
∞
∑

n=0

Fnx
n, 則

∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂若且唯若

x ∈
(1−

√
5

2
,

√
5− 1

2

)

。

證明: 由比值試驗法, 若

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

Fn+1x
n+1

Fnxn

∣

∣

∣

∣

< 1, 則
∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂,

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

Fn+1x
n+1

Fnxn

∣

∣

∣

∣

> 1, 則
∞
∑

n=0

Fnx
n 發散。
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由引理 1, 即
√
5 + 1

2
· |x| < 1, 則

∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂,

√
5 + 1

2
· |x| > 1, 則

∞
∑

n=0

Fnx
n 發散.

也就是若

|x| <
√
5− 1

2
, 則

∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂,

|x| >
√
5− 1

2
, 則

∞
∑

n=0

Fnx
n 發散.

即

當 x ∈
(1−

√
5

2
,

√
5− 1

2

)

時,

∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂。

當 x ∈
(

−∞,
1−

√
5

2

)

⋃

(

√
5− 1

2
,∞
)

,

∞
∑

n=0

Fnx
n 發散。

當 x =

√
5− 1

2
時, 因為

lim
n→∞

Fn ·
(

√
5− 1

2

)n

= lim
n→∞

1√
5

[(1 +
√
5

2

)n

−
(1−

√
5

2

)n]

·
(

√
5− 1

2

)n

= lim
n→∞

1√
5

[

1− (−1)n
(

√
5− 1

2

)2n]

=
1√
5
,

得
∞
∑

n=0

Fn ·
(

√
5− 1

2

)n

發散。

當 x =
1−

√
5

2
時, 因為

lim
n→∞

Fn ·
(1−

√
5

2

)n

= lim
n→∞

1√
5

[(1 +
√
5

2

)n

−
(1−

√
5

2

)n]

·
(1−

√
5

2

)n

= lim
n→∞

1√
5

[

(−1)n −
(1−

√
5

2

)2n]

= lim
n→∞

(−1)n√
5

,

極限不存在, 故
∞
∑

n=0

Fn ·
(1−

√
5

2

)n

發散, 定理證畢。
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由上面的討論, x ∈
(1−

√
5

2
,

√
5− 1

2

)

若且唯若
∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂, 因此我們可以將此冪

級數定義成一個函數 F (x) =
∞
∑

n=0

Fnx
n, 定義域為

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

。

定理1: 若 F (x) =
∞
∑

n=0

Fnx
n, x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

為費氏數列的冪級數, 則 F (x) =

x

1− x− x2
, x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

。

證明: 利用 Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2 及引理 2, 當 x ∈
(1−

√
5

2
,

√
5− 1

2

)

可得

∞
∑

n=2

Fnx
n =

∞
∑

n=2

Fn−1x
n +

∞
∑

n=2

Fn−2x
n,

由此得

F (x)− F0 − F1x = x[F (x)− F0] + x2F (x), (F0 = 0, F1 = 1),

即 F (x) =
x

1− x− x2
, 得證。

定理2[1]: r ∈
(

−∞,−
√
5 + 1

2

)

⋃

(

√
5 + 1

2
,∞
)

若且唯若
∞
∑

n=0

Fn

rn
收斂, 且

∞
∑

n=0

Fn

rn
=

r

r2 − r − 1
。

證明: 由引理 2 與定理 1, 可知
∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂若且唯若 x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

且

F (x) =

∞
∑

n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2
, x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

.

當 x =
1

r
,

F
(1

r

)

=
∞
∑

n=0

Fn

rn
=

1

r

1− 1

r
−
(1

r

)2
=

r

r2 − r − 1
。

|x| <
√
5− 1

2
若且唯若

∞
∑

n=0

Fnx
n 收斂, 得

|r| >
√
5 + 1

2
若且唯若

∞
∑

n=0

Fn

rn
級數收斂, 得證。
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參、 冪級數的應用

現在我們可以用定理 2 來計算張進安老師的結果, 除此之外, 因為冪級數在收斂區間內可

逐項微分、 積分, 我們還可以提出一些新的等式(請見推論 3 及推論 4)。

推論1[1]:
∞
∑

n=0

Fn

10nk
=

10k

102k − 10k − 1
, k ≥ 1。

證明: 由定理 2 可知 r = 10k, k ≥ 1 在級數
∞
∑

n=0

Fn

rn
=

r

r2 − r − 1
的收斂區間內, 將

r = 10k 代入定理 2, 得
∞
∑

n=0

Fn

10nk
=

10k

102k − 10k − 1
, 此即原文 [1] 中的公式。

當 k = 1, 得
∞
∑

n=0

Fn

10n
=

10

100− 10− 1
=

10

89
, 此即張進安老師所得的結果 [1]。

推論2[1]:
∞
∑

n=0

Fn

2n
= 2。

證明: 由定理 2 可知 r = 2 在級數
∞
∑

n=0

Fn

rn
=

r

r2 − r − 1
的收斂區間內, 將 r = 2 代入定理

2, 得
∞
∑

n=0

Fn

2n
=

2

22 − 2− 1
= 2, 得證。

推論3:
∞
∑

n=0

n · Fn

10n
=

1010

7921
。

證明: 由定理 1

F (x) =
∞
∑

n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2
, x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

.

因冪級數在收斂區間可逐項微分, 得

∞
∑

n=0

d

dx
(Fnx

n) =
d

dx

( x

1− x− x2

)

,

整理得

∞
∑

n=1

nFnx
n−1 =

1(1− x− x2)− (−1 − 2x)x

(1− x− x2)2
=

1 + x2

(1− x− x2)2
x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

,

將等號兩邊同乘 x, 得

∞
∑

n=0

nFnx
n =

x+ x3

(1− x− x2)2
, x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

.
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當 x =
1

10
時, 得

∞
∑

n=0

n · Fn

10n
=

1010

7921
,

得證。

推論4:

∞
∑

n=0

Fn

n+ 1
xn+1 =

1√
5

[

− 2

1 +
√
5
ln
(

1− 1 +
√
5

2
x
)

+
2

1−
√
5
ln
(

1− 1−
√
5

2
x
)]

,

x ∈
(1−

√
5

2
,

√
5− 1

2

)

.

證明:

F (x) =

∞
∑

n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2
, x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

.

因冪級數在收斂區間可逐項積分, 得

∞
∑

n=0

∫

x

0

Fnt
ndt =

∫

x

0

t

1− t− t2
dt, x ∈

(1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

)

. (1)

將
t

1− t− t2
分解成兩個分式相減, 得

t

1− t− t2
=

1√
5

(

1

1− 1 +
√
5

2
t

− 1

1− 1−
√
5

2
t

)

, (2)

將 (2) 式等號兩邊對從 0 到 x 對 t 積分, 得

∫

x

0

t

1− t− t2
dt =

1√
5

(

∫

x

0

1

1− 1 +
√
5

2
t

dt−
∫

x

0

1

1− 1−
√
5

2
t

dt

)

=
1√
5

(

− 2

1 +
√
5
ln
∣

∣

∣
1− 1 +

√
5

2
x

∣

∣

∣
+

2

1−
√
5
ln
∣

∣

∣
1− 1−

√
5

2
x

∣

∣

∣

)

=
1√
5

[

− 2

1 +
√
5
ln
(

1− 1 +
√
5

2
x
)

+
2

1−
√
5
ln
(

1− 1−
√
5

2
x
)]

,

x ∈
(1−

√
5

2
,

√
5− 1

2

)

,

其中 1− 1 +
√
5

2
x > 0 且 1− 1−

√
5

2
x > 0。
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由 (1) 式可得

∞
∑

n=0

Fn

n+ 1
xn+1 =

∞
∑

n=0

∫

x

0

Fnt
ndt =

∫

x

0

t

1− t− t2
dt

=
1√
5

[

− 2

1 +
√
5
ln
(

1− 1 +
√
5

2
x
)

+
2

1−
√
5
ln
(

1− 1−
√
5

2
x
)]

,

x ∈
(1−

√
5

2
,

√
5− 1

2

)

, 得證。

肆、 結語

冪級數是微積分中研究級數的主要工具之一, 對於本次探討的問題很自然的可以轉換成冪

級數的求值與它的收斂區間問題。 找出費氏數列的冪級數後將 x 以數值代入不但計算簡單, 而

且在微積分中有不少方法可以找到冪級數的收斂半徑。 特別的是, 在使用比值試驗法找收斂半

徑時, 黃金比例自然而然的出現, 讓我們在整個計算過程中充滿著驚喜。
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