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莫耳圓與二階張量關係之研究

及其 Mathematica 動畫模擬 (下)

陳正宗 · 李家瑋 · 伃雅乴

5.3. 不變量的重要性

為何張量中的不變量如此重要? 本文在此小節加以解釋。 由張量定義談起, 若該物理量為

張量, 則在不同觀察座標系統描述下, 會出現不同的分量。 但就實際的物理現象觀察, 如斷面強

軸與弱軸位置, 及其所對應的最大與最小慣性矩 Imax(I1), Imin(I2); 或是最大與最小主應力

σmax(σ1), σmin(σ2)、 最大與最小主應變 εmax(ε1), εmin(ε2) 之大小, 無論由任何的觀察座標

系統來描述, 其最大與最小值該是相同的 (不變的), 所以以上這些量都是不變量。 亦即不隨觀

察座標轉換而改變。張量既然存在不變量的特性且又可由矩陣形式表示,因此, 在矩陣的表現式

上是否也潛藏著不變量的特殊性質。 本文在 5.2 節有所證明, 可以得知矩陣的固有值即是物理

量的不變量, 兩個固有值對應前面張量定義下的最大與最小值 (σ1, σ2) 或 (ε1, ε2)。 不變量的

一個應用即是於學習材料力學時,判斷彈性體受力破壞情況。當彈性體受力後,每一質點均會有

一個應力狀態或是具一應力張量,亦即存在一應力狀態矩陣。 在描述此材料的破壞時,需有一客

觀的標準衡量稱為失效準則, 例如: 脆性破壞, 係用最大主應力準則 σ1 > σt, 其中 σt 為材料

抗拉或抗壓強度, 而韌性材料則有 Tresca 與 Von-Mises 兩個判斷準則, 以下就韌性材料判斷

準則分述如表五

表五 : 韌性材料破壞準則

Tresca Von-Mises Mohr-Coulomb

破壞

|σ1 − σ2| > σy (σ2
1 − σ1σ2 + σ

2
2) = σ

2
y

τ = c+ σ tanφ準則
公式
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表五即是用來探討材料受力後的破壞情況。 其中 σy(Y ) 即為降伏應力。 當彈性體受力時的主

應力, 位於屈服邊界範圍內, 代表物體仍處於彈性階段; 恰位於屈服邊界上, 代表材料已達屈服

點, 即是處於塑性階段。從上述可以看出,材料屈服與否均以不變量來描述與判斷才不失客觀規

矩 (objectivity rule)。 而莫耳圓中的圓心與半徑兩個不變量,決定彈性體受力後的應力狀態在

不同觀察座標下, 均在同一莫耳圓圓周上。 而莫耳圓與 x 軸交點亦不變動, 即為主應力 σmax,

σmin 或主慣性矩 Imax, Imin, 上述之不變量均透露出重要的力學訊息。 Imax, Imin 分別表示斷

面的強軸與弱軸所能提供的最大、 最小慣性矩, 而 σmax, σmin 則分別是最大最小主應力, 依這

兩個數值配合破壞準則的判斷, 就能辨別出彈性體受力後是否會破壞或屈服。 邊坡崩塌一直是

土木工程中常見的問題。 土壤所能提供的剪力強度即是重要指標, 著名的 Mohr-Coulomb 失

效準則, 即是以應力狀態對應的圖來判斷失效與否, 如表五所示。 若莫耳圓在 τ = c + σ tanφ

之下, 即為安全。 當莫耳圓與斜線 τ = c+ σ tanφ 相切即達失效準則, 邊坡將會滑動。 有關如

何利用不變量來觀察描述失效準則可詳見 5.3 節。

6. 算例
6.1. 算例一 (慣性矩)

如表六, 一個寬為 4 公尺, 高為 8 公尺的矩形。 將以三種張量表示法, 計算新觀察座標系

統下的慣性矩分量, 並說明固有值問題。 以下將條列公式比較其相異處, 並輔以莫耳圓圖表, 表

現觀察座標旋轉後, 其新舊點位於莫耳圓圓周上的轉動關係。

6.1.1. 矩陣表示法

依 (58) 式可得。

6.1.2. 分量表示法

依據 (29) 式 Īpq = lpilqjIij, 其中 Q = (lij) =

[
ν1

ν2

]

.

當 p = 1, q = 1, 可得 Ī11

Ī11 =
I11 + I22

2
+

I11 − I22

2
cos 60◦ + I21 sin 60

◦ =
512

3
(72)

將各分量分別計算可得

Ī22 =
128

3
(73)

Ī12 = Ī21 = 0 (74)
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表六 : 矩形斷面例題說明

狀
原始觀察座標(x1, x2)=(x, y) 觀察座標立逆時針旋轉 30◦ 後 (x′

1, x
′

2)=(x̄, ȳ)
態

慣

性

矩

分

量

Ixx =
416

3
Ix̄x̄ =

1

12
× 4× 83 =

512

3

Iyy =
224

3
Iȳȳ =

1

12
× 8× 43 =

128

3

Ixy = Iyx =
96
√

3

3
Ix̄ȳ = Iȳx̄ = 0

慣

性

矩

矩

陣

⎡

⎢
⎢
⎣

416

3

96
√

3

3
96
√

3

3

224

3

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎣

512

3
0

0
128

3

⎤

⎥
⎦

固

有

值

與

固

有

向

量

[I][ν1] =
512

3
[ν1]

[I][ν2] =
128

3
[ν2]

[I][ν1 ν2] = [ν1 ν2]

⎡

⎢
⎣

512

3
0

0
128

3

⎤

⎥
⎦

[I] = [ν1 ν2]

⎡

⎢
⎣

512

3
0

0
128

3

⎤

⎥
⎦ [ν1 ν2]

T

其中, ν1 =

[
cos 30◦

sin 30◦

]

; ν2 =

[
cos 120◦

sin 120◦

]

以下將利用第 4 節說明的三種表示法, 計算旋轉觀察座標系統後的慣性矩分量。
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6.1.3. 莫耳圓表示法

(a) (x, y)系統 (b) (x′

, y
′)系統

圖九: 莫耳圓表示說明

為 (Ixx, Ixy); 為 (Iyy,−Iyx)。 由圖九可看出, 將截面上的觀察座標系統逆時針旋轉 30 度

時, 莫耳圓上的座標點在圓周上順時針移動 60 度, 但兩者的莫耳圓是相同一個。建構莫耳圓時,

可以在主軸上建構觀察座標系統是最快速 (方便), 所以當碰到求解慣性矩的問題時, 可先將觀

察座標設於主軸上, 最容易算出其慣性矩分量, 即可建立莫耳圓。 下一步, 只要有新座標軸與舊

座標軸間反轉 θ 的角度關係, 利用高中所學簡易的平面幾何與三角函數運算, 進行順轉 2θ 即

可由新點的座標依定義求得慣性矩。

4.1、 4.2 與 4.3 小節都是利用慣性矩做說明, 以分量、 矩陣與莫耳圓型式說明張量分量的

旋轉概念, 及符號規則。為了使學生能更好的應用及方便查詢,作者將上述三種方法利用表格將

其統整, 藉由表格對照, 能更清楚的讓讀者知道三種方法的優、 缺點, 以及其相似與相異之處,

如表七所示。

6.2. 算例二 (應力)

依據李 [14] 利用莫耳圓與固有值, 可以求解材力的主應力。 若有一彈性體受力後, 取一微

元其應力狀態如圖十所示。欲求其主應力、最大剪應力以及其主軸方向,我們可以利用莫耳圓圖

解法, 亦可使用固有值定義計算。

[σij ] =

[
σxx σxy

σyx σyy

]

=

[
−55−35

−35 15

]

.

圖十: 微元的應力狀態
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6.2.1. 莫耳圓圖解法

依照 4.3 節 (32) 式定義, 以應力張量取代慣性矩可得莫耳圓, 對應應力狀態的兩個位置

向量分述如下:

A= (σxx, σxy) = (−55,−35), (75)

B = (σyy,−σyx) = (15, 35). (76)

根據 (33) 式, 可得其圓心 C 座標為

C =
(
σxx + σyy

2
, 0
)
= (−20, 0), (77)

半徑 R 為

R=

√(
σxx − σyy

2

)2

+ σ2
xy

= 49.5. (78)

圖十一: 應力張量莫耳圓 圖十二: 應力主軸方向 (x′

1, x
′

2)

根據 5.2 節的說明,可以找出莫耳圓與 x 軸的交點為最大與最小主應力 σ1, σ2 (σ1 > σ2)

σ1 = 29.5MPa, (79)

σ2 =−69.5MPa. (80)

最大與最小剪應力

τmax = 49.5MPa, (81)

τmin =−49.5MPa. (82)

由莫耳圓可知(如圖十一), 應力分量兩座標點位置向量
−→

AB, 要轉至主軸位置須於圓周上順時

針轉動
π

4
。 故於實際觀察中, 觀察座標系統為逆時針轉動

π

8
會至主軸位置, 如圖十二所示。
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6.2.2. 固有值解法

依據固有值公式可用以求其主應力, 將 (54) 式中的慣性矩矩陣以應力矩陣代換可得
[
σxx σxy

σyx σyy

][
a

b

]

− λ

[
a

b

]

=

[
0
0

]

. (83)

可將其簡化為 [
σxx − λ σxy

σyx σyy − λ

][
a

b

]

=

[
0
0

]

, (84)

並用此來計算其主應力, 因向量

[
a

b

]

的方向代表其主應力的角度方向, 不能有無聊解 (零解),

故

[
σxx − λ σxy

σyx σyy − λ

]

的行列式值必須為零,才能使

[
a

b

]

有非無聊解 (非零解), 如下所示:

[
−55− λ −35
−35 15− λ

]

= 0, (85)

可得一元二次方程式

λ
2
− 40λ− 2050 = 0, (86)

解可得

λ1 = 29.5, (87)

λ2 =−69.5. (88)

將 λ1 代入固有方程式 (84),
[
−55 − 29.5 −35

−35 15− 29.5

][
a

b

]

=

[
0

0

]

, (89)

可得固有向量如下:
[
a

b

]

=

[
0.414

1

]

=

⎡

⎣

1
√

2
1

⎤

⎦ , (90)

其中 (a, b)T 代表軸的位置向量; 可以此求其角度

θ = tan−1
( 1

0.414

)
=

π

8
. (91)

由此可知其主軸位於原座標系統
π

8
與

5π

8
的位置。 配合方向要求, 可看成單位向量

ν1 =

[
a

b

]

=

⎡

⎣
cos

π

8

sin
π

8

⎤

⎦ , ν2 =

[
a

b

]

=

⎡

⎣
cos

(
π

2
+

π

8

)

sin
(
π

2
+

π

8

)

⎤

⎦ =

⎡

⎢
⎣
cos

5π

8

sin
5π

8

⎤

⎥
⎦ . (92)
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總結而言, 兩個固有值表示最大與最小主應力, 其兩個固有向量為對應的主軸方向。

7. 數值結果與動畫呈現

根據 Carbonell等[2]將電腦軟體應用於工數教學上, 因此我們利用洪 [15] Mathematica

符號運算軟體Tabel 指令製作動畫。 希望能表現出當物體觀察座標系統旋轉時, 將其物理量分

量繪於為笛卡兒式座標上的旋轉方向。呈現三個面向: 觀察座標系統轉動、矩陣元素變化與莫耳

圓直徑軸變動,呈現兩個不同觀察座標系統的結果於表八所示。 其 Mathematica 程式碼, 可參

閱作者海大NTOU/MSV網站。網址如下:http://msvlab.hre.ntou.edu.tw/index1.htm

表八 : Mathematica 繪圖

觀察座標軸旋轉示意圖 慣性矩矩陣 莫耳圓
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8. 結論

本文第一作者係台灣工業與應用數學會 (TWSIAM) 副理事長, 從事工程數學教育二十

餘年, 發現工程師不甚了解張量, 數學家不熟悉莫耳 (Mohr) 圓, 而少了跨領域的交流, 本文即

在此前提動機下寫成。希望透過本文,能讓對張量卻步的工程科系學生有釐清觀念的機會,並希

望工科的學生能將力學與數學作結合, 也對數學系的同學介紹莫耳圓的圖解法。
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