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Buffon 投針問題

黃 越

Buffon 投針問題是概率論中一個著名的問題:

平面上畫滿間距為 a 的平行直線, 向該平面隨機拋擲1一枚長度為 l (l < a) 的針,

求該針與直線相交的概率。

可以用微積分的方法來解這一問題。 以 E 表示針與直線相交的事件,先來看如何描述 Ω 和 E。

易知, 針的位置可以由它的中點到最近的直線的距離 ρ, 以及它與直線的夾角 θ 決定, 所以

Ω =
{
(ρ, θ)

∣
∣
∣ ρ ≤

a

2
, 0 ≤ θ ≤

π

2

}
.

而針與直線相交, 當且僅當 ρ ≤
l

2
sin θ, 所以

E =

{
(ρ, θ)

∣
∣∣ (ρ, θ) ∈ Ω, ρ ≤

l

2
sin θ

}
.

隨機投擲就意味著樣本點 (ρ, θ) 在 Ω 中均勻分佈, 所以適用於幾何概型。 於是

P =
L(E)

L(Ω)
=

∫ π
2

0

l

2
sin θ dθ
πa

4

=
l

2

πa

4

=
2l

πa
.

1隨機投擲是指針的中點在平面上是任意分佈的, 並且針與平行直線間的夾角也是任意的。
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1860年, E. Barbier 發現其實 Buffon 問題並不一定是需要用到積分才能獲得解決的。拋擲一

根針 (可長可短), 則產生交點數X的數學期望為

EX =
∞∑

k=1

kp
k
,

其中 p
k
表示這根針下落後恰好有 k 個交點的概率 (針恰好落在某條直線上的事件發生的概率

為 0, 故可忽略不計)。 當針長 l 小於平行直線間的距離 a 時, 針頂多就只能和平行直線有一個

交點了。我們知道,隨機變數X的數學期望 EX 本質上就是一種 Lebesgue積分,而 Lebesgue

積分是具有線性性的, 因而無論兩個事件 X 和 Y 是否相互獨立, 總有

E(X + Y ) = EX + EY.

將一根長為 l (l < a) 的針分為長為 x 的 「前端」 與長為 y 的 「後端」, 由此也就知道這根針與

平行直線交點數的數學期望就等於其 「前端」 與平行直線交點數的數學期望和其 「後端」 與平

行直線交點數的數學期望之和,即長為 l (l < a) 的針與平行直線相交的概率等於其 「前端」 與

平行直線相交的概率和其 「後端」 與平行直線相交的概率之和。 顯然長度為 0 的針與平行直線

相交的概率為 0。 在數學分析裏面, 我們知道一個 R 上的連續函數 f 如果滿足: f(0) = 0, 且

f(x+ y) = f(x) + f(y) (∀x, y ∈ R), 那麼

f(x) = f(1)x.

由此, 我們也知道長為 l (l < a) 的針與平行直線相交的概率等於長為 1 的針與平行直線相交

的概率 (記為常數 k) 再乘上長度 l。 接下來就是要去求這個 k 了。 對於一般的多邊形而言, 它

可以看做是若干條線段所構成的, 其產生的交點數就是每一邊線段所產生的交點數之和。 而如

果這些線段的長度都小於 a, 由剛才的分析知總的交點數就等於各邊交點數之和, 也就等於各

邊與平行直線相交的概率之和。 如果周長為 l 的多邊形滿足上述的性質, 那麼就得到它與平行

直線相交的交點數的期望為 kl。 Barbier 解決 Buffon 投針問題的關鍵就是考察了一根直徑為

a, 即周長為 πa 的圓形針, 這根針無論如何總會和平行直線有兩個交點。

圖1: 用內接多邊形 P
n
和外切多邊形 P n 去逼近圓
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這個圓可由內接多邊形 P
n
和外切多邊形 P n 去逼近, 並且每條與 P n 相交的直線一定也會與

圓相交, 而每條與圓相交的直線也一定會與 P
n
相交, 因此我們知道圓的交點數的期望是介於

內接多邊形 P
n
和外切多邊形 P n 交點數的數學期望之間。 現在 P

n
和 P n 都是多邊形, 故二

者交點數的期望都是 k 倍的長度, 於是得到

k × P
n
的周長 ≤ 2 ≤ k × P n 的周長,

在不等式的兩邊同時令 n → ∞, 就得到

k · aπ ≤ 2 ≤ k · aπ,

從而

k =
2

πa
.

當針長為 l (l < a) 時, 代入後就得到其與平行直線相交的概率為
2l

πa
。 在這裏也可以將長為 l

(l < a) 的針視為長為 l (l < a) 而寬趨於 0 的一個矩形, 這時候矩形的周長就是 2l 了。 當然,

這是有助於讓我們更直觀地瞭解 Buffon 投針問題的, 不過還不能說這是嚴格的證明。 事實上,

可以將 Buffon 投針問題推廣到一般凸的2圖形上去:

平面上畫滿間距為 a 的平行直線, 向該平面隨機拋擲一個凸圖形, 區域的周長為 c,

且區域的直徑3 d < a, 則凸圖形和平行直線相交的概率為

P(E) =
c

πa
.

容易驗證的是, Buffon 投針問題實際上就是上面結論的一種特殊情形 (矩形是凸多邊形, 而當

矩形的寬趨於零時, 矩形就退化成兩條重合的直線了)。 證明這個問題的想法是簡單的, 先從直

線段做起, 再到三角形, 然後是多邊形, 最後用逼近的方法去推廣到一般的凸圖形。 直線段我們

已經由積分給出了嚴格的證明, 下面開始從三角形證明起。

例1: 平面上有一族間距為 a 的平行直線, 向平面上隨機拋擲一個三邊長為 l1, l2 和 l3 的三角

形, 其中 l1, l2, l3 < a, 求這個三角形與平行直線相交的概率。4

2數學上, 說一個區域是凸的, 也就是說區域上面任意兩點連線都在區域內。

3凸圖形 G 的直徑指的是

sup

{
|AB|

∣∣∣ ∀A,B ∈ G

}
.

4隨機投擲是指三角形當中, 選定一條邊, 這條邊的中點到平行直線的最短距離 ρ 以及與平行直線的夾角 θ, 樣本點 (ρ, θ) 是均勻分佈

的。
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解: 分別三邊與直線相交的三個事件分別記為 E1, E2 和 E3。 於是三角形與直線相交的事件

E = E1 ∪ E2 ∪ E3, 故

P(E) = P(E1 ∪ E2 ∪ E3)

= P(E1) +P(E2) +P(E3)−P(E1E2)−P(E1E3)−P(E2E3) +P(E1E2E3).

由概率的可列可加性知

P(E1E2) +P(E1E3) = P[E1(E2 ∪ E3)],

又 E1 ⊂ (E2 ∪ E3), 於是

P(E1E2) +P(E1E3) = P(E1).

同理, 有

P(E1E2) +P(E2E3) = P(E2),

P(E1E3) +P(E2E3) = P(E3),

顯然P(E1E2E3) = 0, 於是

P(E) = P(E1 ∪ E2 ∪ E3)

= P(E1) +P(E2) +P(E3)−P(E1E2)−P(E1E3)−P(E2E3) +P(E1E2E3)

= P(E1) +P(E2) +P(E3)−
1

2

(
P(E1) +P(E2) +P(E3)

)
+ 0

=
1

2

(
P(E1) +P(E2) +P(E3)

)
.

又由 Buffon 投針問題知 P(E1) =
2l1

πa
,P(E2) =

2l2

πa
,P(E3) =

2l3

πa
。 代入後就得到

P(E) =
l1 + l2 + l3

πa
.

推論: 平面上有一族間距為 a 的平行直線, 向平面上隨機拋擲一個缺邊的三角形, 兩條邊長為

l1, l2, 夾角為 α, 其中 l1 + l2 < a, 則這個缺邊的三角形與直線相交的概率為

P(E) =
l1 + l2 +

√
l2
1
+ l2

2
− 2l1l2 cosα

πa
.
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要證明推論只需要將缺的那條邊補上, 由餘弦定理得到所缺的那條邊的邊長為
√

l2
1
+ l2

2
− 2l1l2 cosα, 記事件 E1 為補上缺的那條邊以後的三角形與平行直線相交, 顯然不

可能出現平行直線只穿過所缺的那條邊的情形,容易證明 E1 = E, 再由例 1 知

P(E) = P(E1) =
l1 + l2 +

√
l2
1
+ l2

2
− 2l1l2 cosα

πa
,

特別地

• 當 α = 0 時, P(E) = max{l1, l2}。

• 當 α = π 時, P(E) = l1 + l2。

這兩種情形就是缺邊的三角形退化成一根針時候的情況。

例2: 平面上有一族間距為 a 的平行直線, 向平面上隨機拋擲一個四邊長為 l1, l2, l3 和 l4 的凸

四邊形 A1A2A3A4, 其中四邊形的四個頂點間最大距離小於 a, 求這個四邊形與平行直線相交

的概率。5

解: 將凸四邊形 A1A2A3A4 剖分成兩個三角形�A1A2A4 與 �A2A3A4。 記 A2A4 = l5, 事

件 E1, E2 分別為 �A1A2A4 與 �A2A3A4 與平行直線相交, 於是 E = E1 ∪ E2, 從而

P(E) = P(E1 ∪ E2)

= P(E1) +P(E2)−P(E1E2).

由例1可知

P(E1) +P(E2) =
l1 + l2 + l3 + l4 + 2l5

πa
,

而E1E2 = A2A4和平行直線相交, 由 Buffon 投針問題知

P(E1E2) =
2l5
πa

,

代入後就得到

P(E) = P(E1) +P(E2)−P(E1E2)

=
l1 + l2 + l3 + l4 + 2l5

πa
−

2l5
πa

=
l1 + l2 + l3 + l4

πa
.

5隨機投擲是指凸四邊形當中, 任意選定一條邊, 這條邊的中點到平行直線的最短距離 ρ 以及與平行直線的夾角 θ, 樣本點(ρ, θ)是均勻

分佈的。
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前面我們討論的是凸四邊形的情形, 可是如果四邊形是凹的情形, 結論又會怎樣呢?

如圖, 假設這個凹四邊形的四條邊邊長分別為 b, c, d, e, 我們可以連接凹四邊形的 「凹點」 相鄰

的兩點, 並設其長為 f。 顯然, 同樣不可能出現平行直線穿過新連接的線卻又不穿過這兩條 「凹

線」 的情況。 因此, 若記事件 E1 為連接後所得到的三角形與平行直線相交,容易證明 E1 = E,

故

P(E) = P(E1) =
b+ e+ h

πa
.

例3: 平面上有一族間距為 a 的平行直線, 向平面上隨機拋擲一個周長為 l 的凸 n 邊形, 其中

n 邊形的 n 個頂點間最大距離小於 a, 求這個 n 邊形與平行直線相交的概率。6

解: 這個 n 邊形與平行直線相交的概率為

P(E) =
l

πa
.

用數學歸納法, 假設對凸 n − 1 邊形結論成立。 考慮凸 n 邊形, 可將其分為凸 n − 1 邊

形和一個三角形, 再仿上例可證。

例4: 平面上有一族間距為 a 的平行直線,向平面上隨機拋擲一個周長為l的凸形,其中直徑d <

a, 求這個凸形與平行直線相交的概率。7

解: 在數學分析裏我們知道,凸形是分段光滑的,因而對於有限平面凸形邊界曲線總是可以對它

做曲線積分的. 做凸形的內接多邊形 P
n
, 如果凸形做 n 的分割, 得到 n 個分點, 順次連接得

6隨機投擲是凸 n 邊形當中, 任意選定一條邊, 這條邊的中點到平行直線的最短距離 ρ 以及與平行直線的夾角 θ, 樣本點 (ρ, θ) 是均勻

分佈的。

7隨機投擲是指凸形當中, 任意選定凸形邊上的兩點, 這兩點相連得到的線段中點到平行直線的最短距離 ρ 以及與平行直線的夾角 θ, 樣

本點 (ρ, θ) 是均勻分佈的。
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到凸 n 邊形。 取 P
n
周長的上確界作為凸形的周長8。 令事件 E

n
為凸 n 邊形與平行直線相交,

{E
n
, n ∈ N} 是上升的事件列, 即 E

n
⊂ E

n+1, 由上面的例3以及概率的下連續性知

P

(
∞⋃

n=1

E
n

)

= lim
n→∞

P(E
n
) =

l

πa
.

下面就用一個例子來檢驗例 4 的正確性:

平面上畫有一族間距為 a 的平行直線, 向平面上隨機拋擲一個直徑為 l 的半圓形塑

膠片, 其中 l < a。 試求塑膠片與直線相交的概率。

將原有的半圓形塑膠片成為 「甲片」, 另取一個同樣的半圓形塑膠片, 稱為 「乙片」。 設想塑膠片

沒有厚度,將它們拼成一個直徑為 l 的圓。現在向平面拋擲這個圓形塑膠片。 分別以 A 和 B 表

示 「甲片」 和 「乙片」 與直線相交的事件。 於是, A ∪ B 表示圓形塑膠片與直線相交的事件, 而

AB 表示 「甲片」 和 「乙片」 都與直線相交的事件, 注意到半圓是凸圖形, 所以 AB 等價於兩

個 「半圓」 的公共直徑 (相當於一根長度為 l 的針) 與直線相交的事件。 易知 P(A) = P(B),

由 Buffon 投針問題知 P(AB) = 2l

πa
, 下面來求 P(A ∪ B)。 設 d 表示圓心到直線的最近距

離, 易知有

Ω =
{
d

∣
∣
∣0 ≤ d ≤

a

2

}
, A ∪ B =

{
d

∣
∣
∣0 ≤ d ≤

l

2

}
,

所以

P(A ∪B) =
L(A ∪ B)

LΩ
=

l

a
=

πl

πa
.

由概率的加法公式知

P(A ∪B) = P(A) +P(B)−P(AB) = 2P(A)−P(AB),

所以求得

P(A) =
P(A ∪ B) +P(AB)

2
=

1

2
πl + l

πa
.

分子
1

2
πl + l 恰好就是半圓形塑膠片的周長!

剛才我們所討論的都是平面凸圖形, 如果換為平面凹圖形, 有沒有相應的結論呢? 其實我

們在例 1 和例 2 已經有了一些討論了, 例 1 中缺邊的三角形和例 2 中凹四邊形就是兩個凹圖

形。 那麼我們當時是怎麼處理的呢? 是將它 「補」 起來, 「補成」 一個凸圖形, 這樣的凸圖形叫做

由缺邊的三角形 (凹四邊形) 生成的最小凸形。 我們有結論

8數學上定義的弧長如下: 設 P : a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b 為 [a, b] 上的一個分割, Ai = (x(ti), y(ti)),

i = 1, 2, . . . , n 為曲線 Γ 上相應點, 令

L(P ) =

n∑
i=1

Ai−1Ai =

n∑
i=1

√
[x(ti)− x(ti−1)]

2 + [y(ti) − y(ti−1)]
2
,

Γ = supP L(P ) 稱為 Γ 的弧長。



62 數學傳播 43卷2期 民108年6月

平面上畫有一族間距為 a的平行直線, 向平面上隨機拋擲一個圖形 (可凹可凸), 其

中圖形的直徑 d < a, 則這個圖形與平行直線相交的概率等於由其生成的最小凸形

與平行直線相交的概率。9

這是因為如果平行直線穿過這個圖形,也就一定穿過由其生成的最小凸形;反過來, 如果平行直

線穿過由其生成的最小凸形, 也就一定會穿過它 (若不然就和最小凸形的定義相矛盾了)。 如果

記事件 E 為平行直線穿過圖形, 事件 E1 為平行直線穿過由其生成的最小圖形,由上面的分析

就有 E = E1, 從而

P(E) = P(E1).

致謝: 感謝中國科學技術大學蘇淳教授對我的幫助。
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