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如何設計滿足辛普森悖論的例子

連威翔

一、 前言

筆者在數學網站昌爸工作坊 ([1]) 上, 發現一個有趣的統計例子, 此例子是兩個班級的考

生於考試後錄取的結果,其中除了分別列出兩班男、 女生的報考人數與錄取率外,也列出了總錄

取率, 如下表:

表1

報考人數 錄取率 總錄取率

甲班
男 10 人 x1 = 7/10

p1 =
22

40女 30 人 y1 = 15/30

乙班
男 30 人 x2 = 19/30

p2 =
23

40女 10 人 y2 = 4/10

(為求簡化, 上表中未列出錄取人數, 讀者可簡單求得各錄取 7, 15, 19, 4 人, 底下各表同), 注

意兩班男、 女生分組錄取率滿足 x1 > x2, y1 > y2, 但總錄取率卻有 p1 < p2。 換言之, 甲、 乙

兩個母群體, 各分成兩個對應的小集團, 局部對應做統計比較, 甲勝過乙, 但是整個合起來比較

反而是乙勝過甲,這種違反直觀的結果叫做辛普森悖論。 在本文中, 筆者想研究此類例子是如何

設計出來的。

二、 探索

一般來說, 仿照上面表 1, 其實我們想設計出下面的例子:

表2

報考人數 錄取率 總錄取率

甲班
男 n1 人 x1

p1 =
n1x1 +m1y1
n1 +m1女 m1 人 y1

乙班
男 n2 人 x2

p2 =
n2x2 +m2y2
n2 +m2女 m2 人 y2
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其中正整數 n1, m1, n2, m2 數目待定, 而錄取率需先給定, 仿照表 1, 假設也滿足 x1 > x2,

y1 > y2 且 x1 > y1, x2 > y2。 我們希望可找到適當的 n1, m1, n2, m2 之值, 使得

n1x1 +m1y1
n1 +m1

= p1 < p2 =
n2x2 +m2y2
n2 +m2

(1)

如同表 1 的例子, 我們假設表 2 兩班總人數相同, 都是 S 人, 即

n1 +m1 = n2 +m2 = S

此時, 注意原本分組錄取率條件為 x1 > y1, x2 > y2, 因此錄取率 p1 滿足

y1 =
0x1 + Sy1

S
<

n1x1 +m1y1
n1 +m1

<
Sx1 + 0y1

S
= x1

⇒ y1 < p1 < x1 (2)

同理, 錄取率 p2 也會滿足

y2 < p2 < x2 (3)

此時筆者發現表 1 滿足 p1 < p2 的關鍵, 在於有 x2 > y1 的條件, 為什麼呢? 增加 x2 > y1

的條件後, 加上原條件 x1 > x2, y1 > y2 就有 x1 > x2 > y1 > y2, 再由 (2), (3) 式所得

p1, p2 的範圍, 可知六個錄取率的初步關係將如下圖:

圖1

注意 p1, p2 不能落在所在範圍的端點上,雖然如此,由圖 1 看來,只要 p1 夠靠近 y1 且 p2 夠靠

近 x2, 是有可能發生 p1 < p2 的。 換一個說法, 正是因為 x2 > y1 的條件, 使圖 1 中 (y2, x2)

和 (y1, x1) 兩區間有所重疊, 導致 p1 < p2 有可能發生。

除了從圖 1 來看, 我們也從式子來看。 因為 x1 > y1, x2 > y2, 表 2 中錄取率 p1, p2 分
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別滿足

p1 =
n1x1 +m1y1
n1 +m1

=
n1x1 + (S − n1)y1

S
= y1 +

n1(x1 − y1)

S

⇒ p1 − y1 =
n1

S
(x1 − y1) > 0 (4)

p2 =
n2x2 +m2y2
n2 +m2

=
(S −m2)x2 +m2y2

S
= x2 +

m2(y2 − x2)

S

⇒ x2 − p2 =
m2

S
(x2 − y2) > 0 (5)

在 (4) 式中的 x1 − y1 與 (5) 式中的 x2 − y2 兩者均為定值, 因此只要使
n1

S
,
m2

S
兩數之值

任意小 (最簡單的取法就是取 n1 = m2 = 1 且 S 儘量大), 就可使 p1 任意靠近 y1 (且

p1 > y1)、 p2 任意靠近 x2 (且 p2 < x2), 此時因為 x2 > y1, 由圖 1 知必能得到

y1 < p1 < p2 < x2

此結果可示意如下:

圖2

眼尖的讀者, 看到上面 p1 =
n1x1 +m1y1
n1 +m1

, p2 =
n2x2 +m2y2
n2 +m2

兩式, 或許會想到這是數線

上兩點間分別按照 n1 : m1 和 n2 : m2 的比例取分點坐標 p1, p2 的公式, 而圖 2 其實就是

筆者配合表 1 的例子 (n1 = 10, m1 = 30, n2 = 30, m2 = 10) 而畫, 其中取區間 (y1, x1)

的 3 個四等分點 (n1 : m1 = 1 : 3) 中最左邊的點為 p1, 並取區間 (y2, x2) 的 3 個四等分點

(n2 : m2 = 3 : 1) 中最右邊的點為 p2。

接下來的過程, 是為了估計出兩班總人數 S 至少要多大, 才能得到像圖 2 那樣的結果。

如果先給定表 2 中四個分組錄取率 x1, x2, y1, y2, 其中 x1 > x2 > y1 > y2, 若存在正整數

n1, m1, n2, m2 滿足 (1), 我們會有:

n1x1 +m1y1
n1 +m1

<
n2x2 +m2y2
n2 +m2

(6)

⇔
n1x1 + (S − n1)y1

S
<

(S −m2)x2 +m2y2
S

⇔ y1 +
n1(x1 − y1)

S
< x2 −

m2(x2 − y2)

S
(7)
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因為已知 x1 > x2 > y1 > y2, 此時假設

x1 − y1 = δ > 0,

x2 − y2 = ℓ > 0,

將上述兩式代入 (7) 後可繼續推得:

y1 +
n1δ

S
< x2 −

m2ℓ

S

⇔ x2 − y1 >
n1δ +m2ℓ

S
≥

δ + ℓ

S
(8)

⇔ S >
δ + ℓ

x2 − y1
=

x1 − y1 + x2 − y2
x2 − y1

= 1 +
x1 − y2
x2 − y1

(9)

其中 (8) 利用到 n1, m2 ≥ 1。 上述 (9) 式就是表 2 關於 S 取值的必要條件, 不妨稱之為 S

的取值條件式。 若我們取表 1 中 x1, x2, y1, y2 之值做為例子, 將其代入 (9) 可得

S > 1 +
21− 12

19− 15
= 3

1

4
(10)

從 (10) 式看來, 難道說兩個班級都只要有 4 個人就可以設計出表 1 那樣的例子? (表 1 的兩

班總人數都是 40 人) 且讓我們沉住氣一下, 就先取 S = 4 沒關係。 注意在 (4), (5) 之後的討

論, 我們知道要使
n1

S
,
m2

S
兩數儘量小, 因此我們再取 n1 = m2 = 1, 此時表 2 變成底下的情

形:

表3

報考人數 錄取率 總錄取率

甲班
男 1 人 x1 = 7/10

p1 =
22

40女 3 人 y1 = 15/30

乙班
男 3 人 x2 = 19/30

p2 =
23

40女 1 人 y2 = 4/10

注意表 3 中兩班總錄取率確實滿足 p1 < p2。 但其中甲班男、 女生與乙班男、 乙生的 「錄取人

數」 分別為
7

10
,
15

10
,
19

10
,

4

10
此四數都不是正整數, 故表 3 的數據不合理。 而剛好上面四個分數的分母皆為 10, 因此只要將

表 3 中“報考人數”欄位的四數全部乘以 10, 則上述四個錄取人數就變為

7, 15, 19, 4

這就成為了合理的數據,而且所有錄取率都不變。 因此透過“把人數乘以某個倍數”的方法,我們

可使原本不合理的數據合理化, 而透過此法, 表 3 也就變成了表 1。
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三、 模仿

除了研究表 1 的例子, 我們不妨自己練習造個例子, 如下表:

表4

報考人數 錄取率 總錄取率

甲班
男 n1 人 x1 = 17/18

p1
女 m1 人 y1 = 13/18

乙班
男 n2 人 x2 = 16/18

p2
女 m2 人 y2 = 12/18

注意上表中我們先給定 4 個分組錄取率, 它們滿足 x1>x2>y1>y2, 我們也希望有 p1<p2。

將表 4 中的 x1, x2, y1, y2 代入 S 的取值條件式 (9), 得到

S > 1 +
17− 12

16− 13
= 2

2

3

因此暫取 S = 3, n1 = m2 = 1, 則 m1 = n2 = 2, 此時表 4 變為

表5

報考人數 錄取率 總錄取率

甲班
男 1 人 x1 = 17/18

p1 =
43

54女 2 人 y1 = 13/18

乙班
男 2 人 x2 = 16/18

p2 =
44

54女 1 人 y2 = 12/18

表 5 中總錄取率滿足 p1<p2, 但其各組錄取人數不合理, 分別為
17

18
,
26

18
,
32

18
,
12

18
, 我們仿照之

前的作法, 將表 5 中的報考人數乘以 18 倍, 即得到新的錄取人數為 17, 26, 32, 12, 這樣就有

了下表:

表6

報考人數 錄取率 總錄取率

甲班
男 18 人 x1 = 17/18

p1 =
43

54女 36 人 y1 = 13/18

乙班
男 36 人 x2 = 16/18

p2 =
44

54女 18 人 y2 = 12/18

表 6 就是仿照表 1 造出的新例子, 同樣滿足 x1 > x2, y1 > y2, 但 p1 < p2。
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四、 結語

像表 1 與表 6 這樣滿足辛普森悖論的統計結果, 直觀上來說, 因兩表中甲班的女生人數

佔大多數, 所以甲班總錄取率 p1 會靠近該班女生的錄取率 y1; 而兩表中乙班的男生人數佔大

多數, 所以乙班總錄取率 p2 會靠近該班男生的錄取率 x2。 而表 1 和表 6 一開始就設計讓

y1 < x2, 所以 (從圖1) 也不難看出會有 p1 < p2 的可能了。

經過上述的研究過程, 我們大約理解了這類統計例子的由來, 並且應該也能自己設計出其

他的例子。 之後若您有朋友看到此類例子而感到疑惑,愛好數學的你,或許可以有信心地告訴他

們: 「嘿! 朋友, 我知道那個例子是怎麼設計的, 讓我先來畫個圖 (圖1), 再慢慢解釋給你聽, 好

嗎?」

關於辛普森悖論更進一步的介紹, 有興趣的讀者可參考[2]。 最後, 筆者想感謝昌爸在參考

資料 [1] 上所提供的熱心協助, 也要感謝審稿人所提出的寶貴修改意見。
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