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斯坦那多邊形與等邊多邊形

齊平中 · 林彥熹

前言

本文將探討等邊多邊形與所謂 「斯坦那多邊形」(見以下定義 1) 間的關聯, 而我們首先介

紹為什麼我們想要探討這個問題。 而在將 「單心斯坦那問題」 的村莊數推廣到 n 的過程中, 我

們便開始研究怎麼樣的多邊形會是斯坦那多邊形。

我們將證明等邊多邊形必為斯坦那多邊形, 但同時我們也發現斯坦那多邊形不一定是等邊

的多邊形, 如平行四邊形也是斯坦那多邊形。

因此我們進一步想要找出一個多邊形是斯坦那多邊形的充分必要條件。

斯坦那 (J. Steiner, 1796∼1863)是十九世紀幾何方面的代表人物之一,他曾經談論到一

個看似簡單的問題

斯坦那問題: 如何以一個總長最短的道路系統將三個村莊 A, B, C 連接起來。 即給定三點 A,

B, C, 如何找到一點 P 使其到 A, B, C 三點距離和最短。

這個問題的證明並不困難,這裡不寫出詳細的證明,然而最終的 P 為一個正三角形內的一

點並滿足 P 到這個正三角形三邊的垂足即是 A, B, C 三點, 證明的過程中用到了一個令我們

感興趣的定理 — 維維安尼定理。

維維安尼 (V. Viviani, 1622∼1703)是著名的物理學家伽利略 (G. Galilei, 1564∼1642)

的弟子。 他是義大利物理、 數學家, 這個定理即是他發現的。

定理1 (維維安尼定理): 正三角形內任一點到三邊的距離之和等於定值。

事實上, 這個定值是此正三角形的高。我們下面直接證明較一般的命題。

定理2: 如圖 1, 若 A1, A2, . . . , An 是一個等邊凸 n 邊形, 則其內部任一點 P 到各邊距離之

和等於定值。
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圖1

證明: 令此凸 n 邊形邊長為 a, 且 P 到各邊距離之和為 S, 並令 An+1 = A1, 則

S =
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a

即 S 等於定值, 故得證。

定義1: 如果一個凸多邊形內部任一點到各邊距離之和恆為定值, 則我們稱它為 「斯坦那」 多邊

形。

定理3: 如果 A1A2 . . . An 是一個斯坦那 n 邊形, 則分別在 AnA1 及 A3A2 上作 B1 及 B2

滿足 A1A2//B1B2, 則 B1B2A3 . . . An 也是一個斯坦那 n 邊形。

證明: 記任意點 P 到 A1A2 . . . An 各邊的距離和為 S(P )、 到 B1B2A3 . . . An 各邊的距離和

為 T (P )。 則易知 T (P )− S(P ) = A1A2 與 B1B2 的距離, 是定值。

又因為 A1A2 . . . An 是斯坦那多邊形, 所以 S(P ) 是定值, 所以 T (P ) 也是定值, 即

B1B2A3 . . . An 也是斯坦那多邊形, 得證。

定理 3 有個有趣的應用, 即所謂 「搬樓不搬心」。 比如, 一個光纖網路有一個核心, 以總長

最短的路徑連接了周圍 N 個樓。 當其中一個樓搬移時, 只要沿著原來光纖線段的方向移動, 則

不論搬遠或是搬近, 當核心留在原地時, 仍舊維持是一個最短的網路。
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評論1: 我們稱上述由 A1A2 . . . An 得到 B1B2A3 . . . An 的過程稱為一次 「操作」。 而若在某

次操作中此多邊形的邊與自己相交了 (如圖2), 定理3的證明仍然是正確的,所以在接下來的討

論中我們允許這種情況的出現。

圖2

而有了定理3以後, 我們做出以下猜測:

猜想1: 所有的斯坦那 n 邊形皆可以由等邊 n 邊形經由若干次操作得到。

為了證明這個猜想我們要先證明一些引理。

定義2: 如圖 3, 我們稱與多邊形 A1A2 . . . An 的邊 AiAi+1 垂直且朝向多邊形外部的單位向

量稱為 (⇀ri )。

圖3

引理1: 一個 n 邊形是斯坦那 n 邊形的充分必要條件是 ⇀r1 +
⇀r2 + · · ·+⇀rn = 0。

證明: 對於多邊形 A1A2 . . . An 內部任一點 X , X 到 AiAi+1 的距離是向量
−−⇀
XAi 與

⇀ri 的

內積, 即
−−⇀
XAi ·

⇀ri 。
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所以對其他任一點 Y , 會有
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又因為 X、Y 皆為任意點, 所以
∑

n

i=1
⇀ri = 0, 故得證。

引理3: 若多邊形 A1A2 . . . An 及 B1B2 . . . Bn 對 i = 1, 2, . . . , n 皆滿足 AiAi+1//BiBi+1,

且假設 A1A2 與 B1B2 重合且等長, 則 A1A2 . . . An 能經由若干次操作變成 B1B2 . . . Bn。

證明: 由評論 1, 我們可以依序進行操作使 AiAi+1 落在 BiBi+1 所在的直線上, 其中 i =

2, 3, . . . , n, 且 An+1 = A1、 Bn+1 = B1。 則最後由於 A1A2 . . . An 與 B1B2 . . . Bn 的相對

應邊都分別落在相同的直線上, 所以 A1A2 . . . An 與 B1B2 . . . Bn 全等, 故得證。

接下來我們便可以給出猜想 1 的證明。

定理4: 所有的斯坦那 n 邊形皆可以由等邊 n 邊形經由若干次操作得到。

證明: 由引理 1 我們知道若將 ⇀r1 , ⇀r2 , . . . ,⇀rn 依序首尾相連, 便能得到一個等邊 n 邊形。 而再

將這個多邊形旋轉90度便能得到一個與原本的多邊形的邊依序平行的多邊形。而由引理2我們

知道原本的斯坦那多邊形能經由若干次操作成為⇀r1 , ⇀r2 , . . . ,⇀rn 首尾相連並旋轉 90 度產生的

等邊 n 邊形, 故命題為真。

結語及未來研究

若允許任意線段的網路 (即不限定單心)、 n 個村莊版本的斯納那 (最短公路網) 的問題在

數學界已有明確的解答 (請見參考文獻1)。 而在應用上, 也可以用電腦計算出一個最短的公路

網。
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但若只允許一個中心 (即如何找到平面上一個點使其與一個點集中每個點連線長度之和最

短的問題), 我們尚無法直接找出 n 個村莊版本的斯納那 (單心 n 鎮最短公路網) 問題的解答,

困難在於給定 n 個點後我們並無法直接畫出一個可以幫助證明的斯坦那多邊形。 但我們證明出

了所有的斯坦那多邊形都能夠由等邊多邊形經由若干次操作後得到。 這仍然是一個相當有趣的

結論。

在未來研究的方面,我們可以定義 「退化情形」, 並能證出在非退化的情形 (在三鎮的時候,

退化情形是一個一角大於 120 度的三角形)N 鎮問題的解都必有一個對應的斯坦那多邊形。這

個證明不列在本文, 它牽扯到如何判別退化與否, 會是個有趣的研究問題。
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