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楊輝的六階幻方

聶春笑

一、 引言

楊輝, 字謙光, 南宋末年錢塘 (今浙江杭州) 人 (1127∼1279), 是古代中國傑出的數學家

與數學教育家, 著述頗多, 其中包括 《詳解九章算法》 12 卷 (1261)、 《日用算法》 2 卷 (1262)、

《乘除通變本末》 3 卷 (1274, 其中卷下署“錢塘楊輝、 史仲榮編集”)、 《田畝比類乘除捷法》 2

卷 (1275)、 《續古摘奇算法》 2 卷 (1275), 對後世影響很大, 其中后三種又合稱為 《楊輝算法》

[1]。 楊輝在“剁積術”與縱橫圖 (即幻方) 以及總結民間乘除捷算等都有重要貢獻, 也以楊輝三

角 (又稱為“賈憲三角”或“帕斯卡三角”)聞名於世。 在數學史中, 楊輝與秦九韶、 李冶以及朱世

傑並稱為中國古代數學宋元四大家。

在楊輝著作中, 《續古摘奇算法》 是數學史上第一本關於幻方 (magic square) 的系統著

作, 同時楊輝在書中也討論了幻圖 (magic figure), 關於幻圖的討論可見 [2]。 本文將討論的

是幻方, 在第一卷中楊輝給出了 3−10 階幻方, 其中3階幻方即為洛書, 其他分別稱為“花十

六圖”(4階)、 “五五圖”(5階)、 “六六圖”(6階)、 “衍數圖”(7階)、 “易數圖”(8階)、 “九九圖”(9

階)、 “百子圖” (10階), 楊輝在書中給出了一部分幻方的構造方法, 如其中的“花十六圖”, 然而

如“六六圖” 等則未給出構造方法, 本文將討論的即為“六六圖”。

所謂幻方, 是指一個數字矩陣, 通常矩陣元素就是一組連續正整數序列,比如用 1∼ n2 構

造一個 n 階幻方, 其中每行之和, 每列之和, 以及兩條對角線之和均等於一個常數,該常數稱為

幻和。 楊輝在書中給出了兩個 6 階幻方, 分別謂之為陽圖 (矩陣1) 與陰圖 (矩陣2)。 本文的目

的是研究其中的陽圖的構造方法, 在仔細研究其中的陽圖之後, 我們會發現其中蘊含的構造方

法與現代的康威給出的 LUX 方法類似 [3, 4] (也可見維基百科詞條:

https://en.wikipedia.org/wiki/Conway%27s_LUX_method_for_magic_squares)。

下文的安排如下, 首先解釋 LUX 法的構造過程, 然後再與楊輝的幻方對比,最後, 我們將

基於對比分析推廣出一個一般方法。通常在研究中把幻方劃分為三類, 奇數階 (2m+ 1)、 單偶

數階 (2(2m+ 1)) 以及雙偶數階 (4m), 其中 m 為正整數。 6 階幻方屬於單偶數階幻方, 而本
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文最終推出的方法可以適用於構造任意單偶數階幻方。
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二、 LUX 法構造過程

下面首先回顧 LUX 法的構造方法。 LUX 法是構造單偶數階幻方的方法, 因此此時幻方

的階數為 n = 2(2m+ 1)。

步驟一: 使用連續擺數法構造一個奇數階 (2m + 1) 階幻方, 關於連續擺數法, 具體構造方法

可見文獻 [2] 中的 2.2 節, 這裡不再詳述。 以構造 10 階幻方為例, 此時就是先構造

一個 5 階幻方, 如矩陣 3 所示;
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步驟二: 將 1∼ n2 這 n2 個數字劃分為四個一組, 共計 (2m+ 1)2 組, 這 (2m+ 1)2 組陣列

將填在步驟一中生成的幻方中, 不過需要先將每組數填充到 2 × 2 階的小矩陣中, 之

後這些矩陣再填入 (2m + 1) 階幻方中。 這裡為了方便描述, 將 LUX 法的插入順尋

直接用 2× 2 矩陣表示, 後面我們將看到使用這些 2× 2 小矩陣會更容易看到規律。

步驟三: 在 (2m+ 1) 阶幻方的不同位置插入的小矩陣的數位順序有所區別, 在最上的 m+ 1

行採用 L 形式插入(見矩陣 4a), 接下來的第 m + 2 行按照 U 形式插入 (見矩陣

4b), 餘下的 m − 1 行按照 X 形式插入 (見矩陣 4c)。 所謂採用 L 形式插入, 即按

照矩陣 4a 中的 1 → 2 → 3 → 4 順序插入, 形同 L, 其他情形類似。 之後再調整第

m+ 1 行中間的 2× 2 矩陣 (即矩陣 5 中的 49− 50− 51− 52), 將對應數組從 L

變為 U 形插入, 其下方的第 m+ 2 行中間的一組數字從 U 形變為 L 形 (即矩陣 5
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中的 73− 74− 75− 76)。
[
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4(a) 4(b) 4(c)

這樣, 我們就構造了一個 10 階幻方, 如矩陣 5 所示。
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三、 LUX 法與楊輝幻方的對比

下面首先把楊輝的幻方 (矩陣1) 分解, 將其分解為 9 個 2 × 2 矩陣的組合, 我們會發現

有三個特點。

之一, 每組是一個等差數列, 公差均為9, 如最左上角的 2 × 2 子矩陣的四個元素為 {4,
13, 22, 31}, 恰好是公差為 9 的等差數列; 之二是每組的最小數字提取出來, 依然組合成為一

個三階幻方, 見矩陣 6 所示, 這實際上也是連續擺數法生成的, 與 LUX 法類似; 之三, 由於是

6 階幻方, 2× 2 矩陣只有兩種形式, 分別見矩陣 7a 與 b。 在 《續古摘奇算法》 一書中, 楊輝的

10 階幻方並非使用類似方法, 我們無法從 《續古摘奇算法》 中的其他幻方直接推知更高階單偶

數階幻方如何構造, 因此需要補充與 LUX 法中矩陣 4c 對應的排序方式。 簡單對比, 我們可以

發現, 矩陣 4 的 a 與 b 對應到矩陣 7 的 a 與 b, 簡而言之, 矩陣 7a 是矩陣 4a 上下對稱翻折

得到, 而矩陣 7b 則為矩陣 4b 上下對稱翻折得到, 這樣, 我們自然可以推測對應矩陣 4c 應該

有矩陣 7c, 也為矩陣 4c 上下對稱翻轉得到, 從而矩阵 4 中的3個 2× 2 階矩陣都有了對應形

式。

經過上面的對比, 我們發現楊輝幻方與 LUX 法構造的幻方有很強的相似性, 這提示我們

楊輝幻方背後的構造方法可以一般化推廣, 並用來構造單偶數階幻方。 然而, 將楊輝幻方提示
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的方法推廣到一般情形時需要解決一個問題, 即公差選擇為多少, 在 6 階時選擇為 9, 一般的

2(2m+1) 階時呢? 簡單計算可知選擇為 (2m+1)2 (因為我們需要保證劃分之後的小數組可

以填充進一個 (2m+1) 階幻方中)。 下面我們就可以動手嘗試用楊輝幻方類似的方法構造更高

階的單偶數階幻方了。 基本步驟與 LUX 法一樣, 只是在填充 2 × 2 矩陣時對應的順序按照矩

陣 7, 並且每個小數組的公差選擇為 (2m+ 1)2。
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下面同樣以 10 階為例, 使用矩陣 3 為奇數階幻方, 用前面從楊輝幻方觀察出的方法構造。

首先, 將1∼100劃分為 25 組, 每組 4 個數字, 公差均選擇為 25 = (2× 2 + 1)2。 具體填入方

法是, 在最上面 m + 1 行填寫矩陣 7a 所示的順序, 接下的一行填寫矩陣 7b 所示的順序, 最

後一行填寫矩陣 7c 所示的順序, 再將第 3 行中間的 2 × 2 矩陣以及其下方的 2 × 2 矩陣做

調整, 分別調整為矩陣 7b 與 a 的排列順序, 最後得到矩陣 8, 經過驗證, 滿足幻方條件。 這樣,

我們就利用楊輝書中幻方啟發的方法構造了一個 10 階幻方。

此外, 對比會發現陰圖 (矩陣2) 實際上是陽圖做了一些調整而得到的,在 《幻方及其他 —

娛樂數學經典名題》 一書中, 作者也認為如此, 這裡不再詳細敘述。










































42 67 49 74 26 51 33 58 40 65

92 17 99 24 76 1 83 8 90 15

48 73 30 55 32 57 39 64 41 66

98 23 80 5 82 7 89 14 91 16

29 54 31 56 38 63 45 70 47 72

79 4 81 6 13 88 95 20 97 22

35 60 37 62 44 69 46 71 28 53

10 85 12 87 94 19 21 96 3 78

61 36 68 43 75 50 52 27 59 34

11 86 18 93 25 100 2 77 9 84











































(8)



86 數學傳播 40卷4期 民105年12月

四、 更一般的推廣

下面我們將總結 LUX 法以及楊輝幻方, 給出一個更一般的構造方法。 從兩個角度推廣,

第一點, 從楊輝幻方以及 LUX 法可知, 2× 2 矩陣填入的數組的公差可以為 1 (如 LUX 法),

也可以為 (2m+ 1)2 (楊輝幻方中的方法); 第二點, 可以從 2 × 2 矩陣的變換角度考慮, 我們

已知矩陣 4a, b, c 與矩陣 7a, b, c 一一對應, 且 LUX 法的陣列排序方式與楊輝方法的排序

方式差一個上下翻轉, 自然的, 還有一種翻轉是左右翻轉, 易知這樣對陣列進行變換之後, 若原

矩陣為幻方, 則變換後的矩陣也是幻方。 因此, 可以在矩陣 4 與矩陣7的基礎上再添加可以作為

基礎排序的矩陣 9 以及矩陣 10, 這裡為了方便只用 {1, 2, 3, 4} 作為示例, 而實際填入方法與

LUX 法類似。 易知, 這四組排序方式互相可以通過上下翻轉與左右翻轉變換得到。設上下翻轉

設為 T1, 左右翻轉設為 T2, 那麼這四組基礎排序可以相互轉換, 比如矩陣 9 可以由矩陣 4 做

T2 變換得到, 矩陣 10 可以由矩陣 7 做 T2 變換得到, 而矩陣 9 與矩陣 10 之間可以做 T1 變

換得到。 注意這裡不能採用旋轉變換, 比如將矩陣 4 旋轉 90 度, 此時生成的就不是幻方。

基於這四種不同排序的 2 × 2 矩陣, 接下來就可以陳述更一般的方法, 與 LUX 法類似,

三個步驟, 不同之處是其中的步驟二的數組的公差可以選擇為 (2m + 1)2, 以及步驟三的填入

順序可以是矩陣 4, 7, 9, 10 中的任意一種。
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9(a) 9(b) 9(c)

[
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10(a) 10(b) 10(c)

步驟一: 用連續擺數法構造一個階數為 (2m+1) 的奇數階幻方;

步驟二: 將 {1− n2} 劃分為 (2m+1)2 個小數組, 每個數組均有四個數字,為等差數列, 公差

為 1 或 (2m+ 1)2;

步驟三: 將這些數組分別填入前面的 (2m+1) 階幻方中, 可以選擇矩陣 4, 7, 9, 10 四種排序

方式中的一種。 最上面 m + 1 行按照矩陣 4, 7, 9, 10 的 a 排序, 接下的第 m + 2

行按照 b 排序, 剩下的 m − 1 行按照 c 排序。 再將第 m + 1 行中間的 2 × 2 矩陣

調整為按照 b 排序, 其下方的 2 × 2 矩陣按照 a 排序。 這樣即生成一個 2(2m + 1)

階幻方。
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以 10 階為例, 我們继续選擇矩陣 3 作為奇數階幻方, 選擇公差 d = 25, 選擇矩陣 9, 10

兩種排序就生成了兩個 10 階幻方, 分別如矩陣 11 與 12 所示。
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(11) (12)

對於 LUX 法的證明, 在 [3] 中提示了一種方法, 可以很容易的驗證形成的矩陣為幻方,對

於公差為 (2m+ 1)2 時的情形也是類似。 而證明了對應於矩陣 4, 7, 9, 10 四種排序中的任何

一種, 則其他情形可自動的得證, 因為左右翻轉與上下翻轉不改變行以及列之和, 因此只需要說

明對角線的變化即可, 而這一點很容易驗證。

在 《續古摘奇算法》 一書中還給出了一個 10 階幻方, 如矩陣 13 所示, 名曰“百子圖”, 然

而該幻方的對角線之和, 一為 540, 一為 470, 嚴格來說並非幻方。 數學史專家李儼對構造方法

提出了一種見解[5], 這裡不再詳述。 將 (13) 與 (8) (11) (12) 對比, 即可知 (13) 的構造方法

與本文推廣的方法截然不同, 因此, 其與楊輝書中的6階幻方的構造方法也不同, 比如 (13) 中

1−6 行對應的數組都是遞增或遞減的數字排序, 若將其劃分為 25 個 2 × 2 的小矩陣分析, 每

個 2× 2 子矩陣的數組也非等差數列。 因此, 楊輝書中的 6 階幻方與 10 階幻方並非同樣的構

造方法所得。
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5 16 25 36 45 56 65 76 85 96
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88 93 68 73 48 53 28 33 8 13
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91 90 71 70 51 50 31 30 11 10
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五、 結語

經過討論, 我們可以看到楊輝幻方與 LUX 法構造的幻方的相似處, 然而楊輝的 《續古摘

奇算法》 是 1275 年成書, LUX 法則是在 20 世紀得到, 中間有近 700 年的時間跨度, 這是

一件很有趣的事情。 我們這裡是用一種啟發式的方法對楊輝幻方進行分析, 不一定是古人最初

構造時的思考步驟, 然而, 從形式上來說二者有相通的地方。至於古人為何沒有在 《續古摘奇算

法》 中將 6 階幻方構造方法用於構造 10 階幻方則是另一個問題。 鑒於這種跨越古今中外的有

趣聯繫, 我想, 或許本文總結的構造單偶數階幻方的方法可以稱為“楊輝 — 康威方法” (Yang

Hui-Conway method)。
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勘誤: 第40卷第3期 (159號)

第 86 頁 第 4 行公式中 y0 後方的 「−」 應為 「+」 之誤。

第 86 頁 倒數第 4 行的式子 「A(x1 − x0)−B(y1 − y0) = 0」 應為

B(x1 − x0)− A(y1 − y0) = 0」 之誤。

第 89 頁 第 8 行中的 「By0
」 應為 「ByQ

」 之誤。

第 90 頁 第 6 行中的 「Ax0
」 應為 「AxQ

」 之誤。

第 93 頁 第 2 及 4 行式子中的 「
√
A2 + b2」 應為 「

√
A2 +B2」 之誤。


