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四面體的餘弦定理

朱漢民

1. 前言

本文提出三種不同形式的四面體的餘弦定理。

我們從介紹 Binet - Cauchy 恆等式開始, 來推導第一個形式的四面體的餘弦定理。 在高

中立體幾何的教學中, 一個基本能力是求正四面體的兩面角; 但如果想求出任意四面體的兩面

角, 中學的數學知識可能就不夠用了。 本文中第一個形式的四面體的餘弦定理讓我們能夠計算

已知所有稜長的四面體的每一個兩面角 (即使 6 條稜長均不相等)。

接下來, 我們利用一個向量外積的恆等式來推導第二個形式的四面體的餘弦定理。

最後, 結合第一段中介紹過的 Binet - Cauchy 恆等式, 以及第二個形式的四面體的餘弦

定理, 我們推導出了第三個形式的四面體的餘弦定理。 這個形式是最貼近立體的畢氏定理的一

般化結果; 此外, 它也提供我們一個計算立體坐標系中一個截面面積的簡便算法。

2. Binet - Cauchy 恆等式

定理一 : (Binet - Cauchy 恆等式)

對任意四個數列 : 〈ak〉、 〈bk〉、 〈ck〉、〈dk〉 而言, 必有
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∑
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證畢。 ���

當我們取 n = 3, 可得以下外積與內積關係的恆等式 :

定理二 : (三維的 Binet - Cauchy 恆等式)

假設 ~a、 ~b、 ~c、 ~d 為空間向量, 則

(~a×~b) · (~c× ~d) =

∣

∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

證明 : 設 ~a=(a1, a2, a3)、 ~b=(b1, b2, b3)、 ~c=(b1, b2, b3)、 ~d=(d1, d2, d3), 則由定理一可得

(~a · ~c)(~b · ~d)− (~a · ~d)(~b · ~c) = (~a×~b) · (~c× ~d)

證畢。 ���

根據三維的 Binet - Cauchy 恆等式, 我們討論第一種四面體的餘弦定理 :
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3. 四面體的餘弦定理 TYPE I

就像三角形的餘弦定理那樣, 我們希望只要給定一個四面體的所有稜長, 我們就可以求出

任兩面的兩面角! 如圖1, 四面體 O-ABC 中, 我們希望能直接以稜長 : OA = a、OB =

b、OC = c、 BC = d、 CA = e、 AB = f 來表示出 O-ABC 中兩個側面 △OBC 與

△OCA 的兩面角。

圖 1

令 △OBC 與 △OCA 的兩面角為 θ (四面體 O-ABC 內部那一個! 如圖 1 所示), 則

根據 「外積與兩面角的關係」, 並配合 「右手定則」, 我們有
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引入定理二, 我們得到
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其中, 將 OA = a、 OB = b、 OC = c、 BC = d、 CA = e、 AB = f 等符號代入, 我們得到
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(三角形的餘弦定理)
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√
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√
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(秦九韶公式), 其中 a△OCB、 a△OCA 分別表示 △OCB、 △OCA 的面積。

綜合得到 :
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繼續整理可得 :
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我們得到

定理三 : (給定稜長的四面體的兩面角計算公式)

如圖 1 所示, 令 OA = a、 OB = b、 OC = c、 BC = d、 CA = e、 AB = f , 且令

∠(OCB,OCA) 為 △OBC 與 △OCA 的兩面角 (四面體 O-ABC 內部那一個!), 則

cos∠(OCB,OCA) =
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以下我們給幾個例子 :

例 1 : 如果四面體 O-ABC 為正四面體, 即 a = b = c = d = e = f , 則

cos∠(OCB,OCA) =

∣

∣

∣

∣

∣

a2 + a2 − a2 a2 + a2 − a2

a2 + a2 − a2 2a2

∣

∣

∣

∣

∣

√

4a2a2 − (a2 + a2 − a2)2
√

4a2a2 − (a2 + a2 − a2)2

=

∣

∣

∣

∣

∣

a2 a2

a2 2a2

∣

∣

∣

∣

∣

√
3a4

√
3a4

=

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

1 2

∣

∣

∣

∣

∣

√
3
√
3

=
1

3

這是被大家所熟知的 : 正四面體的兩面角的餘弦值為
1

3
。
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例 2 : 設四面體 O-ABC 如圖 2 所示, 則
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圖 2

例 3 : 設四面體 O-ABC 如圖 3 所示, 則

cos∠(OCB,OCA) =
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∣
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√
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查表可知 : ∠(OCB,OCA) ≈ 28◦20′

圖 3

還有兩種四面體的餘弦定理, 依序介紹如下 :
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4. 四面體的餘弦定理 TYPE II

我們先提出一個外積的運算性質 :

任給空間中四個點 O、 A、 B、 C, 則我們有
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證明 : 僅需重複運用外積的基本性質 :
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證畢。 ���

圖 4

我們規定符號如下 (請參考圖 4 ):

令四面體 O-ABC 中, △OCA 與 △OAB、 △OBC 與 △OAB、 △OCA 與 △OBC

在四面體內部的兩面角分別為 α、 β、 γ; 而 a△OBC、 a△OCA、 a△OAB、 a△ABC 則分

別表示 △OBC、 △OCA、 △OAB、 △ABC 的面積。

(1) 式兩邊取平方得 :
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OB ×
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OC ) · (
−→
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= (a△OBC)2 + (a△OCA)2 + (a△OAB)2 + 2(a△OBC)(a△OCA) cos(π − γ)

+2(a△OCA)(a△OAB) cos(π − α) + 2(a△OAB)(a△OBC) cos(π − β)

(請注意右手定則!)

= (a△OBC)2 + (a△OCA)2 + (a△OAB)2 − 2(a△OCA)(a△OAB) cosα

−2(a△OAB)(a△OBC) cosβ − 2(a△OBC)(a△OCA) cosγ.

我們得到 :

定理四 : (四面體的餘弦定理 TYPE II)

令四面體 O-ABC 中 (請參考圖 4), △OCA與△OAB、△OAB 與△OBC、△OBC

與 △OCA 在內部的兩面角分別為 α、 β、 γ; 而 a△OBC、 a△OCA、 a△OAB、 a△ABC

分別表示 △OBC、 △OCA、 △OAB、 △ABC 的面積。 則

(a△ABC)2 = (a△OBC)2 + (a△OCA)2 + (a△OAB)2 − 2(a△OCA)(a△OAB) cosα

−2(a△OAB)(a△OBC) cosβ − 2(a△OBC)(a△OCA) cosγ.

最後, 我們利用三維的 Binet - Cauchy 恆等式, 以及四面體的餘弦定理 TYPE II 推出第三

種四面體的餘弦定理。

5. 四面體的餘弦定理 TYPE III

我們考慮
−→

OA 、
−→

OB 、
−→

OC 三個方向的單位向量
−→

OA′ 、
−→

OB′ 、
−→

OC ′ , 如下圖 5 :

圖 5
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令 ∠BOC = A, ∠COA = B, ∠AOB = C, 由三維的 Binet - Cauchy 恆等式以及內

積定義可知 :

(
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OB′ ×
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OC ′ ) =
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∣

∣

∣

∣

−→

OB′ ·
−→

OA′
−→

OC ′ ·
−→

OA′

−→

OB′ ·
−→

OC ′
−→

OC ′ ·
−→

OC ′

∣

∣

∣
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∣
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∣

∣

∣

∣

cos C cosB
cosA 1

∣

∣

∣

∣

∣

= cos C − cosA cosB

另一方面, 由內積定義, 外積的幾何意義與三角形面積公式可知 :

(
−→

OB′ ×
−→

OC ′ ) · (
−→

OA′ ×
−→

OC ′ ) = (2 · a△OB′C ′)(2 · a△OA′C ′) cos γ = sinA sinB cos γ

綜合可得, sinA sinB cos γ = cos C − cosA cosB, 同理, 我們總共有以下三個式子 :











sinA sinB cos γ = cos C − cosA cosB
sinB sin C cosα = cosA− cosB cos C
sin C sinA cos β = cosB − cos C cosA

最後, 我們將此三式代入四面體的餘弦定理 TYPE II, 且沿用符號 OA = a、 OB = b、

OC = c 得到 :

(a△ABC)2 = (a△OBC)2+(a△OCA)2+(a△OAB)2−2
(1

2
ac sinB

)(1

2
ab sin C

)

cosα

−2
(1

2
ab sin C

)(1

2
bc sinA

)

cos β − 2
(1

2
bc sinA

)(1

2
ac sinB

)

cos γ

= (a△OBC)2 + (a△OCA)2 + (a△OAB)2 − 1

2
abc[a(sinB sin C cosα)

+b(sin C sinA cosβ) + c(sinA sinB cos γ)]

= (a△OBC)2 + (a△OCA)2 + (a△OAB)2 − 1

2
abc[a(cosA− cosB cos C)

+b(cosB − cos C cosA) + c(cos C − cosA cosB)]

我們將之命名為

定理五 : (四面體的餘弦定理 TYPE III)

四面體 O-ABC 中, 如圖 6, 若 OA = a、 OB = b、 OC = c、 ∠BOC = A、 ∠COA =

B、 ∠AOB = C, 則

(a△ABC)2 = (a△OBC)2 + (a△OCA)2 + (a△OAB)2 − 1

2
abc[a(cosA− cosB cos C)

+b(cosB − cos C cosA) + c(cos C − cosA cosB)]
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圖 6

特別地, 當 A = B = C = 90◦ 時, 我們得到 :

定理六 : (四面體的畢氏定理)

四面體 O-ABC 中, 如圖 7, 若 ∠BOC = ∠COA = ∠AOB = 90◦, 則

(a△ABC)2 = (a△OBC)2 + (a△OCA)2 + (a△OAB)2

圖 7

以下我們給一個有趣的例子 : 此題是 82 年大學聯考自然組某一道題組的最後一個小題。該題

組中設計了兩個小題在這個面積問題之前做準備; 可以想見此道問題如果以一般的手法計算相

當複雜。 但是, 根據我們所提出的四面體的畢氏定理, 計算上輕鬆非常多!

例 4 : 設平面 x+ y +
√
2z = 1 與 x 軸、 y 軸、 z 軸分別交於 A、B、C 三點, 試求 △ABC

的面積。

解 : 容易計算 : A(1, 0, 0)、 B(0, 1, 0)、 C(0, 0,

√
2

2
), 從而, a△OBC =

√
2

4
、 a△OCA =



四面體的餘弦定理 71

√
2

4
、 a△OAB =

1

2
, 代入四面體的畢氏定理得到 :

(a△ABC)2 =
(

√
2

4

)2

+
(

√
2

4

)2

+
(1

2

)2

= 1/2,

故得 △ABC 的面積 =

√
2

2
。
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