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海倫三角形中元素組成等差數列的探究

郝保國

海倫三角形的研究是近年初等數學研究的熱點之一,而且取得了很好的成績。 《數學傳播》36

卷3期的文章 《三邊成等差數列的 Heron 三角形》, 對我啟發很大。 在海倫三角形中除了三邊

可能成等差數列外, 那麼, 三邊與內切圓半徑、 周長、 高、 面積等這些三角形的其它元素能組成

等差數列嗎?

為了便於探究,設 △ABC 為本原海倫三角形,三邊長 a, b, c 成等差數列, 且 a > b > c,

面積為 S, 周長為 l, 內切圓半徑為 r, b 邊上的高為 h。 先證明如下引理:

引理: 在三邊成等差數列的本原海倫三角形中, 內切圓半徑 r 與 b 邊上的高 h 均為正整數。

證明: 由文 [1]知道,本原海倫三角形三邊長為兩奇一偶,故設 a = 2n+k, b = 2n, c = 2n−k

(0 < k < n, n, k 為正整數, 且 k 為奇數), 則半周長 p = 3n。 由海倫公式, 有

S =
√

3n(n− k)n(n + k) = n
√

3(n2 − k2)

因為 S 為正整數, 所以 n
√

3(n2 − k2) 為正整數, 可設 n2 − k2 = 3m2, m 為正整數。

由 S = rp ⇒ r =

√

3(n2 − k2)

3
=

√
3× 3m2

3
= m, 故 r 為正整數。

b 邊上的高 h =
2S

b
=

2n
√

3(n2 − k2)

2n
=

√

3(n2 − k2) = 3m, 故 h 為正整數。

探究1: a, b, c 與 S 能組成等差數列嗎?

因 S = 1

2
r(a+ b+ c) > ra ≥ a, 可能組成的等差數列應是 c, b, a, S。

S − a = k ⇒ n
√

3(n2 − k2) = 2n+ 2k

⇒ 3n2(n− k)(n+ k) = 4(n+ k)2

⇒ 3n2(n− k) = 4(n+ k) ⇒ 3n3 − 4n = (3n2 + 4)k (1)

⇒ 3n2 + 4 | 3n3 − 4n
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因為 3n3 − 4n = n(3n2 + 4)− 8n, 所以, 3n2 + 4 | 8n, 當 n ≥ 3 時, 3n2 + 4 > 8n。

只有 n = 2 時, 16 | 16。 再由 (1) 解得 k = 1, 此時, 三角形三邊為3, 4, 5 , 面積 S = 6。

於是得到

定理一: 存在唯一一組海倫數 (a, b, c) = (5, 4, 3), 使本原海倫三角形面積與三邊成等差數列。

探究2: a, b, c 與 r 能組成等差數列嗎?

不難得到 r < c。 可能組成的等差數列應是 r, c, b, a, 則

c− r = k ⇒ 2n− 2k =

√

3(n2 − k2)

3
⇒ 36(n− k)2 = 3(n2 − k2) ⇒ 12(n− k) = n + k

⇒ n =
13

11
k, 令 k = 11q, q ∈ N+ ⇒ n = 13q.

⇒ r = 4q, c = 15q, b = 26q, a = 37q, q ∈ N+,於是得到

定理二: 存在無數多組海倫數 (a, b, c) = (37q, 26q, 15q) (q ∈ N+), 使本原海倫三角形三邊

與內切圓半徑成等差數列。

探究3: r, c, a 能組成等差數列嗎?

若 r, c, a 可組成等差數列, 則 c− r = 2k, 又 c = 2n− k, 有

2n− 3k =

√

3(n2 − k2)

3
⇒ 3(2n− 3k)2 = n2 − k2 ⇒ 11n2 = 2(18nk − 14k2)

⇒ 2 | 11n2, 因為 (2, 11) = 1, 所以, 2 | n2 ⇒ 2 | n。 設 n = 2e, e 為正整數, 則有

11× 4e2 = 36× 2ek − 28k2 ⇒ 11e2 − 18ek + 7k2 = 0

(11e− 7k)(e− k) = 0 ⇒ k = e 或者 k =
11

7
e。

若 k = e, 則 n = 2e = 2k, 此時 a = 5k, c = 3k, r = k ⇒ b = 4k。

若 k =
11

7
e, 令 e = 7u, u 為正整數, 則

k = 11u, n = 14u, ⇒ a = 39u, c = 17u, r = 5u。

顯然, a− c 6= c− r, 此時, r, c, a 不能組成等差數列。 綜上可得

定理三: 存在無數多組海倫數 (a, b, c) = (5k, 4k, 3k) 使得 r, c, a 可成等差數列。

探究4: c, a, S 能組成等差數列嗎?
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若 c, a, S 能組成等差數列, 則 2a = c + S。

⇒ 2(2n+ k) = (2n− k) + n
√

3(n2 − k2) ⇒ 2n + 3k = n
√

3(n2 − k2) (2)

由 (2) 知
√

3(n2 − k2)為正整數, 依然令 n2−k2 = 3m2, m 為正整數⇒ (n−k)(n+k) =

3m×m 。

令
n− k

m
=

3m

n + k
=

g

f
, 其中 g, f 均為正整數, 且 (g, f) = 1

⇒











n− k =
mg

f

n + k =
3mf

g

⇒















n =
m

2

( g

f
+

3f

g

)

k =
m

2

(3f

g
− g

f

)

代入 (2) 中有,

2m(3f 2 + g2)

2fg
+

3m(3f 2 − g2)

2fg
=

m(3f 2 + g2)

2fg

√

3
[m2(3f 2 + g2)2

4f 2g2
− m2(3f 2 − g2)2

4f 2g2

]

化簡上式得,

15f 2 − g2 = 9mf 2 + 3mg2 ⇒ 3(5− 3m)f 2 = (1 + 3m)g2 (3)

所以, 3 | (1 + 3m)g2, 因 (3, 1 + 3m) = 1, 故 3 | g2, 又 3 為素數, 則知 3 | g。 令 g = 3g1,

代入 (3) 有 (5 − 3m)f 2 = 3(1 + 3m)g21, 則知 3 | (5− 3m)f 2, 因 (3, 5− 3m) = 1, 所以

3 | f 2, 又 3 為素數, 故知 3 | f , 至此得到 3 是 f 與 g 的公因數, 這與 (f, g) = 1 矛盾。 所

以, c, a, S不能組成等差數列。

探究5: h, S, l 能組成等差數列嗎?

若 h, S, l 能組成等差數列, 則 2S= l + h, 由前文知 l=6n, h=
√

3(n2 − k2)。 於是有

2n
√

3(n2 − k2) = 6n+
√

3(n2 − k2)

⇒ 6n = (2n− 1)
√

3(n2 − k2)

⇒ 12n2 = (2n− 1)2(n2 − k2) = (2n− 1)2n2 − (2n− 1)2k2 (4)

由 (4) 知, n2 | (2n− 1)2n2 − (2n− 1)2k2, 又 n2 | (2n− 1)2n2, 所以, n2 | (2n− 1)2k2。

因為 (n, 2n− 1) = 1, 故 (n2, (2n− 1)2) = 1, 得 n2 | k2, 所以 n | k, 這與前文 0 < k < n

矛盾。 故 h, S, l 不能組成等差數列。 仿此可證, h, l, S 也不能組成等差數列。

探究6: h, b, S 能組成等差數列嗎?



海倫三角形中元素組成等差數列的探究 95

如果 h, b, S 能組成等差數列, 則 2b = h+ S, 則有

√

3(n2 − k2) + n
√

3(n2 − k2) = 4n

3(n+ 1)2(n2 − k2) = 16n2

設 (n0, k0) 是這個不定方程的一組正整數解, 則有

3(n0 + 1)2(n2

0 − k2

0) = 16n2

0 (5)

由 (5) 式知, 3 | 16n2
0, 而 (3, 16) = 1, 故 3 | n2

0, 又 3 是素數, 所以, 3 | n0。 令 n0 = 3n1,

由 (5) 有

3(3n1 + 1)2(9n2

1 − k2

0) = 16× 9n2

1

⇒ (3n1 + 1)2(9n2

1 − k2

0) = 16× 3n2

1 (6)

⇒ 3 | (3n1 + 1)2(9n2

1 − k2

0) ⇒ 3 | (3n1 + 1)2k2

0

而 (3, 3n1 + 1) = 1, 故 3 | k2
0, 又 3 是素數, 所以, 3 | k0。 令 k0 = 3k1, (6) 式可化為

(3n1 + 1)2(9n2

1 − 9k2

1) = 16× 3n2

1

⇒ 3(3n1 + 1)2(n2

1 − k2

1) = 16n2

1 (7)

⇒ 3 | 16n2

1,

因 (3, 16) = 1, 故 3 | n2
1, 又因 3 是素數, 所以 3 | n1, 令 n1 = 3n2, (7) 式化為

3(9n2 + 1)2(9n2

2 − k2

1) = 16× 9n2

2

⇒ (9n2 + 1)2(9n2

2 − k2

1) = 16× 3n2

2 (8)

⇒ 3 | (9n2 + 1)2(9n2

2 − k2

1) ⇒ 3 | (9n2 + 1)2k2

1

而 (3, 9n2 + 1) = 1, 故 3 | k2
1, 又 3 是素數, 所以, 3 | k1。 令 k1 = 3k2, (8) 式可化為

(9n2 + 1)2(9n2

2 − 9k2

2) = 16× 3n2

2

3(9n2 + 1)2(n2

2 − k2

2) = 16n2

2

如此繼續下去, 3 | n0, 3 | k0 ⇒ 32 | n0, 3
2 | k0 ⇒ · · · ⇒ 3d | n0, 3

d | k0 ⇒ · · · , 其中 d 為

正整數。

由無窮遞降法可知, n0 = 0, k0 = 0, 這與 n0, k0 是正整數矛盾, 故不定方程

3(n+ 1)2(n2 − k2) = 16n2
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無解。 所以, h, b, S 不能組成等差數列。

致謝: 感謝編審對此文提出的寶貴意見和付出的辛勤勞動!
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