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非歐幾何講稿

張海潮

前言

2014年春季, 洪萬生教授推薦我到李國鼎基金會為高中生講授 「非歐幾何」。 為了讓高中

生理解數學史上這一頁輝煌的成就, 我盡量以簡馭繁, 寫就這一個講稿。 講授過程中, 我的學生

周哲偉自願擔任助教, 並協助打字及校對, 出了許多力氣, 在此致謝。

本課程共分五節。 第一節回顧歐氏幾何的公設, 特別是平行公設; 第二節暫不考慮平行公

設來指出非歐幾何的必要性;第三節討論對圓的鏡射, 作為非歐運動的基石; 第四節定出在非歐

運動之下的不變距離; 第五節是一個簡要的結論。

希望這份講稿能夠幫助願意在高中或大學開非歐幾何選修課的老師。

第一節 : 回顧

眾所周知, 歐幾里得 《幾何原本》 是以五條公設 (postulate) 作為演繹後續幾何命題的基

礎。 這五條公設分別是 :

(一) 兩點決定 (唯一的) 一條直線。1

(二) 線段可以延長。

(三) 以任意點為圓心, 任意長為半徑, 可以作一圓。

(四) 凡直角皆相等。2

(五) 平行公設 : 過線外一點, 恰有唯一的一條平行線。3

歷史上對這五條公設的檢討大致有兩個面向 : 第一是以為第五公設可以從前面四個公設

1《原本》 中並沒有明言唯一性, 但是在證明第一章命題 4 的 S.A.S 全等形判定時, 歐幾里得使用了唯一性。 這表示歐幾里得的原意是

指兩點只能決定唯一的一條直線。

2 《原本》 對於直角的定義是 : 兩直線相交時, 如果交出的角都相等, 則每一個角都稱為直角。

3 《原本》 原來對此一公設的敘述比較複雜, 現在一般教科書多半採用本文的敘述方式。
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推論而出, 但是這個希望被 19 世紀的數學家 Bolyai 和 Lobachevsky 粉碎, 他們發現了一種

新的幾何, 滿足公設 (一) 到 (四), 但是過線外一點, 可以有多於一條的平行線。4

Bolyai 和 Lobachevsky 所發現的 「新」 幾何正是所謂的非歐幾何。

第二是認為這些公設不夠基本,需要進一步把許多概念講清楚。 例如在第一章命題 4 證明

S.A.S 全等判定時, 已知三角形 ABC 和三角形 DEF 之間有 AB = DE、 ∠A = ∠D、

AC = DF , 如圖一 :

圖 1:

歐幾里得的證法是先平移三角形ABC 使 A 和 D 重合, 之後再利用對 A 點的旋轉,轉動 AB

與 DE 重合。 A 與 D、 B 與 E 以及 AB 與 DE 重合之後, 如圖一的情形, 利用 ∠A = ∠D

證明 AC 與 DF 重合。5

既然 A 與 D、 B 與 E、 C 與 F 均已重合, 即可由公設一的唯一性證明兩三角形已完全

重合, 是為全等。

不過, 歐幾里得忽略了另外一種可能的配置, 如圖二 : 在此圖的情形, 當 AB 與 DE 重

圖 2:

合之後, DF 和 AC 分據 AB(DE) 之兩側, 因此下一步必須將圖形對 AB 鏡射, 才能將 AC

重合到 DF 。6

在上面這段證明中, 用到的基本概念包括點、 線、 線段、 三角形、 角度、 線段之等長, 角與

角之相等、 平移、 旋轉、 鏡射, 乃至兩點決定唯一的直線或線段, 似乎過於依賴幾何直覺, 因而

引起 「公設派」 的質疑。

4在這個幾何模型中, 還可以從存在兩條平行線出發, 證明過線外一點, 會有無窮多條平行線 (例如, 過同一點而介於已經存在的二條平行

線之間的所有直線)。

5或謂可將圖形對 AD 的中垂線鏡射, 而將 ABC 鏡射到使 A、D 重合。 如此可避免用平行公設來平移。 但是中垂線的存在, 需仰賴
S.S.S 判定, S.S.S 判定又需 S.A.S 判定才能證明。

6《原本》 第一章命題 4 只有圖一, 歐幾里得一開始就假設 A、B、C 的旋轉方向和 D、 E、 F 的旋轉方向相同。
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誠然, 一個完整的公設系統應該從無定義名詞出發, 以公設的方式來逐步建立它們之間的

關係。 Hilbert 於是在 1899 年提出 13 條公設來重新鋪陳暫時去掉第五公設的平面幾何。他首

先假設有兩個集合, 一個是點集, 一個是由點集的某些子集所構成的線集。

然後用三條從屬 (Incidence) 公設來說明點集與線集之間的關係。7

(從屬1) : 對點集之任二元素 A、B 恆有唯一的線集之元素 l 包含 A、B。

(從屬2) : 線集之任一 l, 至少包含點集之二元素。

(從屬3) : 存在三個點集之元素 A、B、C, 任一 l 均不能同時包含 A、 B 和 C。

明眼人當然立刻看出上面三條公設其實是照顧下面三個直觀的現象 :

(1) 平面上至少有三個不共線的點 (否則何必談平面呢?)。 ..... (從屬3)

(2) 任一直線均由點構成, 並且至少含有兩個不同的點 (否則直線也不成其為直線了)。 ..... (從

屬2)

(3) 兩點決定唯一的直線 (這本是歐幾里得的公設之一)。 ..... (從屬1)

簡言之, Hilbert 的 《幾何學之基礎》 成功地 「再造」 歐氏幾何和非歐幾何的基礎, 但是, 如果

要通過 Hilbert 來了解歐氏幾何或非歐幾何,可想而知一定是流於瑣碎,並且疏離幾何直觀,工

本未免太大。

這裡應該先提一件事情,亦即在笛卡兒提出坐標幾何之後,我們在高 (國) 中所學的平面坐

標幾何正是歐氏幾何的一個模型, 當然滿足 Hilbert 13 條公設。

例如在坐標平面中點集指的是所有的實數對 {(x, y) | x、y 均為實數}, 而線集就是一組特

別的子集, 由下列 (1)、 (2) 兩類組成。

(1) y = mx+ b (指滿足 y = mx+ b 的所有實數對, 其中 m、b 是給定實數)

(2) x = c (指滿足 x 坐標為 c 的所有實數對, 其中 c 是給定實數)

不難驗證這樣的點集和線集滿足 Hilbert 三條從屬公設 (以及後續另十條)

至於非歐幾何, 也有類似具體的模型可以理解為什麼平行公設與前四個公設之間其實是獨

立的關係。 這個模型是由數學和物理學家 H. Poincare 所提出, 稱為 Poincare Upper Half-

Plane (上半平面)8 我們將在下一章仔細討論這個非歐模型。

7David Hilbert(1862∼1943) 在 1899 年發表 Foundations of Geometry (幾何學之基礎), 以十三條公設, 重新鋪陳暫時去

掉第五公設的平面幾何。 本文列出的三條從屬公設, 正是十三條的前三條。 請見 Robin Hartshorne, Geometry : Euclid and

Beyond。

8所謂上半平面, 是指坐標平面上, 位於 x 軸上方的點集。 在這個模型中, 所謂的點集即 {(x, y) | y > 0、 x 任意實數}, 所謂的直線由
下列兩類曲線組成

(1) y 軸以及與 y 軸平行, 但是切掉 y 坐標 ≤ 0 的部份。

(2) 圓心在 x 軸上的半圓, 落在上半平面的部分。

詳本文第二節。
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第二節 : 暫不考慮平行公設

本節要說明在忘掉第五公設 (平行公設) 之下, 但保留 S.A.S 判定可以得到三角形三內角

和 ≤ 180◦。

定理1 : 三角形外角大於內對角。

證明 :

取 AC 中點 M , 連 BM 延長到 N , 使 BM = MN ; 連 NC (注意
←→
NC 非

←→
BC , 因為如

果是的話, B 和 C 就會決定兩條直線)

因此 ∠ACN < ∠ACX , 根據 S.A.S ∠ACN = ∠A, 因此 ∠ACX > ∠A。

同理 ∠BCY (= ∠ACX) > ∠B, 因此, ∠A,∠B 均小於 ∠ACX。

定理2 : 三角形任二角之和均小於 180◦。

證明 : 上圖, ∠A+ ∠C < ∠ACX + ∠C = 180◦。

定理3 : 三角形三內角和 ≤ 180◦。

證明 : 如圖,

設 ∠B 為最小角, 仿定理 1 得 α + β + γ = ∠A+ ∠B + ∠C, α+ β = ∠B,

取 α, β 中較小者 (≤ 1

2
∠B) 再重覆作一次, 得 α′ + β ′ + γ′ 不變, 但最小者 ≤ 1

2
α,

1

2
β,

如此繼續, 如果 ∠A+∠B +∠C > 180◦, 設為 ∠A+∠B +∠C = 180◦ + δ 則當取到三角

α′′, β ′′, γ′′ 中有一小於 δ 時, 其餘兩角之和便會大於 180◦, 違背定理2。 推廣 : 任意 n 凸多邊

形內角和 ≤ (n− 2)× 180◦。
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定理4 : 如果有一個三角形三內角和 = 180◦, 則所有三角形三內角和均 = 180◦。

(一) 如果有一個三角形三內角和 = 180◦, 則必存在一直角 △, 三內角和 = 180◦。

因為取 ∠C, ∠B 均小於 90◦ (因為至多只有一個角 ≥ 90◦) 則從 A 向 BC 作高, 垂

足必在 BC 之間。 已知 : (1 + 2 + 3) + (4 + 5 + 6) = 360◦, 但 1 + 2 + 3 ≤ 180◦,

4 + 5 + 6 ≤ 180◦, 所以 1 + 2 + 3 = 180◦, 4 + 5 + 6 = 180◦, 即得二直角 △, 三內角

和 = 180◦。

(二) 設有一個直角三角形三內角和 = 180◦, 則可組裝一個任意大的長方形 (此長方形的四個

角均為直角並且對邊相等)。

(三) 任予一直角三角形 123, 將之置於大長方形之一隅,

則 1 + 2 + 3 + 4 + 8 + 5 + 6 + 7

= 4× 90◦ + 180◦ × 2 = 720◦

但 4 + 8 + 5 + 6 + 7 ≤ 540◦,

1 + 2 + 3 ≤ 180◦ ⇒ 1 + 2 + 3 = 180◦

(四) 已證任一直角三角形三內角和 = 180◦, 當可證得任一三角形三內角和亦為 180◦。

結論 :
在不假設平行公設之下, 三角形三內角和 ≤ 180◦。 若是其中有一個三角形內角和等於

180◦, 則所有三角形的內角和均等於 180◦, 此即歐氏幾何的情形。

至於是否有一個系統,其所有三角形之內角和均小於 180◦? 答案是肯定的,這就是我們在

下文要介紹的 Poincare upper half plane (上半平面), 亦即非歐幾何的模型。
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在進入上半平面的討論之前, 我們略回顧歐氏幾何中基本的要素。 第一, 兩點之間有距離

的概念, 此即兩點所決定線段的長度。 第二, 有三種基本的保距或保長的運動 : (1) (對直線的)

鏡射; (2) 繞一點的轉動; (3) (沿某一方向的) 平移。 我們提醒讀者, 在這三種運動中, 以鏡射

最為基本。 因為若是對兩相交直線 L 和 M 連續作鏡射, 便會得到對 L ∩M 的旋轉, 而若對

J,K 兩平行線連續作鏡射便會得到平移。

上述這三種 (保距的)運動以及它們之間的接力運動構成一個群,9 稱為歐幾里得運動 (Eu-

clidean motions)。 正是因為有這些 (保距的) 運動, 我們才能定義圖形的全等。 同理, 在上半

平面的模型裏, 也要有足夠多 (保距的) 運動。 而這些運動中最基本的就是對鉛垂線和對圓心在

X 軸上的圓的鏡射。 我們將在下一節中討論對圓鏡射的定義和基本性質, 然後再在上半平面定

一個在鏡射之下是保距的距離概念。

第三節 : 有關圓鏡射(Inversion) 的基本定理

設平面上有一半徑為 r、 圓心在 C 的圓, 對圓 C 的鏡射 IC,r 或 IC 定義為 :

IC(P ) = Q ⇔ C、 P 、 Q 三點共線, P 、Q 在 C 之同側, 並且 CP · CQ = r2。10

注意 IC(C) 無定義, 但也可以想成是 IC(C) =無窮遠點, 或 IC(無窮遠點)= C。

C、P 、Q 三點的關係如圖 :

←→
QX 、

←→
QY 為切線, X、Y 為切點

△CPX ∼ △CXQ ⇒ CP

CX
=

CX

CQ

∴ CP · CQ = CX
2
= r2

定理 1 : IC(P ) = Q ⇔ IC(Q) = P 且圓 C 上的任一點 X 均有 IC(X) = X 亦即

IC,r ◦ IC,r =Identity, 且若 IC(Y ) = Y ⇔ Y ∈ 圓 C。

9在坐標平面上可以用坐標來表示三種歐氏運動, 例如 :
(1) 繞原點旋轉 θ 角是 : (x, y) → (cos θx+ sin θy,− sin θx+ cos θy)
(2) 對直線 y = tan θ 的鏡射是 : (x, y) → (cos 2θx+ sin 2θy, sin 2θx− cos 2θy)
(3) 沿向量 (a, b) 的平移是 : (x, y) → (x+ a, y + b)
一般情形 (旋轉中心不在原點或鏡射的直線不過原點) 的坐標表示留作習題。

所謂群是指一個集合 G 和 G 中元素之間的運算滿足下列三個條件 :
(1) 運算具結合律, 亦即 g, h, k ∈ G 則 (gh)k = g(hk)。
(2) 運算具單位元素, 亦即有一特定元素 e, eg = ge = g 對所有 g ∈ G 均成立。

(3) 運算具反元素, 亦即對 g ∈ G 恆有一 h, 記為 g−1, 滿足 gh = hg = e。

歐氏運動的全體構成一個群。 如果 g、h 是兩個歐氏運動, gh 指的是先進行運動 h, 再進行運動 g。 單位元素即 (x, y) → (x, y) 代

表不運動。 由於任一個歐氏運動都可以表成連續的鏡射, 從這個角度出發, 很容易看出它的全體構成一個群。

10IC(P ) = Q = (q, 0), CP = a− p、 CQ = a+ q

(a − p)(a + q) = a2 ⇒ (a− p)q = a2 − a(a − p) = ap

解得 q = ap

a−p
= p

1−
p

a

, 當 a → ∞, q → p

亦即當半徑 → ∞ 時, 圓鏡射相當於對直線的鏡射。

!"
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X

C

U

P

Y

V

D

Q

定理 2 : 如果 IC(P ) = Q (P 6= Q), 且圓 D 過

P 、Q 兩點, 則圓 C 和圓 D 正交 (從兩圓交點作任一

圓之切線, 必過另一圓之圓心), 並且從 C 發出的直線

與圓 D 相交的兩點 U、V 互為鏡射。

證明 : 根據圓冪定理 ∵ CP · CQ = CX
2
, ∴
←→
CX

是圓 D 的切線, 因此
←→
CX 和

←→
DX 垂直。 至於 U、V

互為鏡射, 亦由圓冪定理。

定理 3 : 若圓 C 與圓 D 正交, 則 IC (圓 D)=圓 D (圓冪定理), 反之, 若 IC (圓 D)=圓 D,

則圓 D 不過 C, ∵ IC(C) =無窮遠點11, 如圖

連
←→
CD 交圓 D 於 P 、Q, 顯然 IC(P ) = Q, 再由定理2, 圓 D 含 PQ 為一弦 (直徑), 所以

圓 D 與圓 C 正交。

在以下的討論中, 我們把直線想成有無窮遠點 ∞, IC(∞) = C。 事實上對直線上的點 P

而言, lim
P→∞

IC(P ) 一定是 C (留做習題)。

定理 4 :

(一) 若直線 l 過 C, 則 IC(l) = l (簡單)。

(二) 若直線 l 不過 C, 則 IC(l) 是一個過 C 的圓 D, 且圓心 D 與 C 的連線垂直 l 12。

證明 : 證明 (二)

(i) 若 l 在圓外

過 C 作 l 的垂線, 垂足為 P , IC(P ) = Q,

則 IC(l) =以 CQ 為直徑的圓。

(留作習題, 利用相似直角三角形)
C

Q
P

11實際上, 若圓 D 過 C, 則 IC (圓 D) =一條直線, 詳後。

12由於 l 走向無窮, 所以 IC(l) 會過 C (以 C 為極限點), 即 IC (無窮遠點)= C。
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(ii) 若 l 交圓 C 於 P 、 Q 兩點

由於 IC(P ) = P 、 IC(Q) = Q,

則 IC(l) = 過 C、 P 、 Q 三點的圓。

(留作習題, 利用 ĈP = ĈQ, △CPU ∼ △CV P )
C

Q

P

U

V

(iii) 若 l 切圓 C, 證明與 l 在圓 C 之外類似。

注意到 (1) 若 l 在圓 C 外, 則 IC(l) 在圓 C 的內部, 與圓 C 分離。

(2) 若 l 切圓 C, 則 IC(l) 內切於圓 C。

(3) 若 l 交圓 C 於兩點, 則 IC(l) 與圓 C 交同樣的兩點, 並且以 C 為極限點。

由此可得逆定理。

定理 5 : 若圓 D 過 C, 則 IC(圓 D) = 一條直線。

證明 : 分別討論圓 D 在圓 C 內部且分離, 圓 D 在圓 C 內部但內切, 圓 D 與圓 C 交於兩

點。 (留作習題, 利用 IC,r ◦ IC,r =Identity)

定理 6 : 若圓 D 不過 C, 則 IC(圓D) = 一不過 C 之圓。

證明 : 不妨設 C 為原點, 半徑為 1, D 為一向量, X = (x, y) 圓 D 方程式為 (X − D) ·
(X−D) = r2, 其中 r 為圓 D 之半徑, 圓 D 不過 C, r2 6= |D|2 而有

X ·X− 2D ·X = r2 − |D|2 (1)

如圖

X Y
C

若 IC(X) = Y, 則 Y =
X

|X|2 (∵ Y 與 X 同方向,
∣∣∣ X

|X|2
∣∣∣ · |X| = 12 = 1)

注意到 Y ·Y =
X

|X|2 ·
X

|X|2 =
1

|X|2

(2) 式除以 |X|2 得 1− 2D · X

|X|2 =
1

|X|2 (r
2 − |D|2)
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再除以 r2 − |D|2, 得 1

r2 − |D|2 − 2
D

r2 − |D|2 ·Y = Y ·Y (注意 r2 − |D|2 6= 0)

配方之後, 得一圓。

定理 7 : 保角性質 (保持直線與直線, 直線與圓, 圓與圓的夾角)13

證明 : 由於兩曲線之夾角即在交點之兩切線之夾角, 因此只需考慮過一點 P 之兩直線相交之

角, 不妨設 P 在圓內, P 6= C, 或 P 在圓上。 如圖在圓 C 內有一點 P , P 6= C。

(一) 過 P 有二直線方向 k、 l, k、 l 均不過 C, 則 IC 保持 k、 l 之夾角

作二圓, 均與圓 C 正交, 分別切 k、 l 於 P , 對此二圓作 IC (參考 (附錄) 作圖題 6)。

(二) 若 k 過 C

作圓 D 切 l 於 P 並與圓 C 正交, 對圓 D 及 k 作 IC , k 不變, 圓 D 亦不變, IC(P ) = P ,

仍然保角。

(三) 若 P 在圓 C 上, 如圖

C
P

k

l

13過 P 點, 兩曲線之夾角為在 P 點之切線之夾角, 例如直線與圓之夾角即通常所謂之弦切角。
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則可考慮 Q 在 C、 P 之間

k′//k, l′//l, 則由 (一), IC 對 Q、 k′、 l′　保角。

因此, 令 Q 趨近於 P , k′ → k、 l′ → l, IC 仍然對 P 、 k、 l 保角。

定理 8 : (縮放) 對同心圓連續鏡射 = 縮放。

證明 :

Y =
X

|X|2 , Z =
r2 ·Y
|Y|2 ∴ Z =

r2 · X

|X|2
1

|X|2
= r2 ·X.

我們暫時思考一個問題 : 在這些鏡射運動, 以及它們的接力運動之下, 對 y 軸有什麼影

響? 例如, 在限制 y 軸運動到 y 軸的前提下, y 軸上的坐標會有什麼變化?

由定理 8 (縮放定理), 如果涉及的兩個圓是圓心都在原點的圓, 則縮放將在 y 軸的 y 坐

標上造成 y → py(p > 0) 的運動。 而另一方面, 若只是對半徑為 1 的單位圓 (圓心在原點) 進

行鏡射, 顯然, y 軸上 y 坐標的變化是 y → 1

y
。

綜合這兩個影響, 一個在 y 軸上合理的不變距離 (Invariant metric), 即在運動下保持不

變的距離至少應該是 | log a− log b|, 式中 a、 b 是 y 軸上的坐標。

我們暫時以 | log a− log b| 來規範 y 軸上的距離, 將來我們會給一個詳細的證明,證明此

一距離的概念可以推廣到上半平面上的任意兩點, 並且在所有的 「非歐」 運動下是保持不變的。

在規範了 y 軸上的距離後, 我們再來介紹單位圓上 (圓心在原點) 兩點的 「非歐距離」。

aq

利用圓心在 (0, 1), 半徑為 2 的圓, 對它作鏡射,

就會把單位圓 (圓心在 (0, 0), 半徑 1) 對到過 (0,−1)
的鉛垂線, 從 (0, 1) 連 X 延長交 l 於 Y , 則

YZ

2
= tanα, 2α + θ = 180◦

α=
180◦ − θ

2
= 90◦ − θ

2

YZ= 2 tan(90◦ − θ

2
) = 2 cot

θ

2
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cot
θ

2
=

cos θ
2

sin θ
2

=
2 cos2 θ

2

2 sin θ
2
cos θ

2

=
cos θ + 1

sin θ
=

sin θ

1− cos θ
=

y

1− x

logYZ= log 2 + log(cot
θ

2
)

YY
′的非歐距離= log

cot θ
2

cot θ′

2

= log
(y(1− x′)

y′(1− x)

)

進一步, 若圓半徑為 r, 則距離只與 θ 有關 (?)

X= (r cos θ, r sin θ) = (u, v)

X
′ = (r cos θ′, r sin θ′) = (u′, v′)

則令,
u

r
= x、

v

r
= y

XX
′距離公式 = log

( v
r
(1− u′

r
)

v′

r
(1− u

r
)

)
=

∣∣∣ log
[v(r − u′)

v′(r − u)

]∣∣∣。

假定我們已將上半平面的鉛垂線和圓心在 x 軸的半圓看成是系統中的 「直線」 或 「測地

線」14 , 則歐幾里得原本中第一、 二個公設當然滿足 (注意到越靠近 x 軸, 距離是以 log 的速度

增加到 ∞)。 至於角度, 非歐的角度和歐的角度是定成一致的, 所以定理7的保角性質保證了歐

氏所謂的 「凡直角皆相等」, 亦即在運動過程中, 角度不變。 至於第三個公設 : 以任意點為圓心,

以任意長為半徑可作一圓, 請見下面定理9。 注意在非歐上半平面中的圓就是歐氏中的圓, 但是

圓心的位置不同, 半徑也不同。

定理 9 : 如圖, 歐氏圓 X , 與 y 軸交於 B、 C兩點, B 點坐標為 (0, a)、 C 點坐標為 (0, 1
a
)、

X 坐標為 (0,
a+ 1

a

2
)。 A 點坐標為 (0, 1), 則歐氏圓 X 是一個以 A 為圓心的非歐圓, 其非歐半

徑為 log a。

B

O G

E C

A

X

證明 : X 是 B、 C 的歐氏中點, OA = 1、 OC = 1
a
、

OB = a, OX = (a+ 1
a
)/2

圓 X 以 X 為歐氏圓心, CB 為直徑

對圓 O, IO,1(C) = B

(∵ OB · OC = 12 = 1)

∵ 圓 X 含 CB 為弦 (直徑)

14測地線即連結兩點距離最短的曲線, 在非歐上半面中, 測地線就是鉛垂線或圓心在 x 軸上的半圓, 證明見第五節 (八)。
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∴ 圓 X 與圓 O 正交, 因此 IX(圓O) =圓O, 可得 IX(A) = A′ ⇒ 凡含 AA′ 為弦之歐氏

圓, 其歐氏圓心均在 x 軸上並與圓 X 正交。 考慮任一含 AA′ 為弦, 與 x 軸交於 G, 並與圓

X 交於 E 的圓。 另外再作圓 G( 以 G 為圓心) 過 AA′, 則 IG(
←→
AA′) = 過 G、 A、 A′ 之

圓; IG(圓X) =圓X , 所以 AA′∩ 圓 X = C, 被 IG 對到過 GAA′ 之圓 ∩ 圓 X = E ∴

AC
IG−→ÂE, 因此圓 X 同時也是一個非歐圓。 非歐圓心在 A, 半徑為 log a。

定理 10 : 三角形三內角和小於 180◦。15

如圖, 只看直角三角形 BCD

圓 A ∩ Y 軸 = B、 圓 A 半徑 R

圓 O ∩ Y 軸 = D、 圓 O 半徑 1, ∠D = 90◦ (圓 O 與 Y 軸垂直)

要證 ∠C + ∠B < 90◦ 或 ∠C < ∠γ (AB 與圓 A 垂直, ∠B + ∠γ = 90◦)

sin γ =
a

R
, cos2 γ = 1− a2

R2
=

R2 − a2

R2
, 又 ∠C = ∠ACO

根據餘弦定理 : a2 = R2 + 12 − 2R cosC 或 cosC =
R2 − a2 + 1

2R
, 想證

cosC > cos γ 或
R2 − a2 + 1

2R
>

√
R2 − a2

R
或

R2 − a2 + 1

2
>
√
R2 − a2

此為最基本的算幾不等式, 注意 R2 − a2(= OB
2
) > 1, 因此“>” 成立。

因為此一定理, 推論三角形面積 = π − (A+B + C)。

(附錄) 作圖題

1. 作圖 : 以圓 C 外一點 P 為圓心, 作圓 P 與圓 C 正交。

2. 作圖 : 過圓 C 外一點 P , 作圓與圓 C 正交。

3. 作圖 : 過圓 C 內一點 P ′, 作圓與圓 C 正交。

15在上半平面所見兩曲線之夾角與通常所見之角相同, 並見定理 7。
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4. 作圖 : C、P 、Q 三點不共線, 作圓過 P 、Q 並與圓 C 正交。

5. 作圖 : 要求圓心在直線 l 上, 作一圓過 P 、 Q 兩點 (PQ 與 l 不垂直)。

6. 作圖 : P 不在圓 C 上, P 6= C, 直線 l 過 P , 但不過 C, 求作一圓切 l 於 P , 並與圓 C

正交。

1. 解 : 過 P 作圓 C 之兩切線段, 以 P 為圓心, 以此切線段為半徑作圓。

2. 解 : 令 P ′ = IC(P ), 凡以 PP ′ 為弦之圓皆與圓 C 正交 (定理2)。

3. 解 : 令 P = IC(P
′), 凡以 PP ′ 為弦之圓皆與圓 C 正交。

4. 解 : 令 P ′ = IC(P ), 作圓過 P 、 Q、 P ′　三點。

5. 解 : 作 PQ 之中垂線交 l 於 C, 作圓 C, 半徑取 CP = CQ。

6. 解 : 令 IC(P ) = P ′, 過 P 作 l 之垂線與 PP ′ 之中垂線交於一點 D, 以 D 為圓心,

DP = DP ′ 為半徑作圓即為所求 (定理2)。

第四節 : 所有的非歐運動及運動下之保距

在以上半平面為具體模型的非歐幾何中, 我們先行規定其中的 「直線」 是鉛垂線以及圓心

在 x 軸上的上半圓。 此處所謂的直線乃是連接兩點之間最短距離的路徑。 至於距離的概念, 請

參考第三節, 在 y 軸上定義的距離 | log a− log b|。 我們在本節要解釋這樣的距離概念,在所有

的非歐運動之下是不變的。至於什麼是非歐運動呢? 那就是以對鉛垂線或是對圓心在 x 軸上的

圓的鏡射, 以及這些鏡射之間所有的接力運動。 (見第二節及註 16)

首先, 我們想要說明, 上半平面所有的非歐運動分屬甲、 乙兩類,

(甲) z → az+b
cz+d

, 式中 z 為複數, z = x+ iy, a、 b、 c、 d 為實數, ad− bc = 1

(乙) z → pz+q

rz+s
, p、 q、 r、 s 為實數, ps− qr = −1, z = x− iy 17

我們先證明

16我們的策略是先行描述這些非歐運動, 然後證明在 y 軸上定義的測距是非歐不變的。 因此很容易看出鉛垂線和圓心在 x 軸上的上半圓

都是在此測距下的 「測地線」 或 「直線」。

17(1) 利用矩陣我們很容易證明甲類和甲類、 乙類和乙類接力一次可得到甲類, 而甲、 乙兩類接力一次會得到乙類。

矩陣描述的方式如下 :

z → az+b
cz+d

可以看成 z =
(

z

1

)

→
(

a b

c d

)(

z

1

)

=
(

az + b

cz + d

)

=
az + b

cz + d

亦即將 z (等同) 看成
(

z

1

)

, 而將
(

az + b

cz + d

)

(等同) 看成
az + b

cz + d
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定理 1 : 甲或乙類均將上半平面對應到上半平面。

證明 : 設 F (z) =
az + b

cz + d
, z = x+ iy, a、 b、 c、 d 為實數, ad− bc = 1

(1) F (x軸) = x軸, ∵ x 軸即 y = 0, 而
a(x+ iy) + b

c(x+ iy) + d
=

ax+ b

cx+ d
全為實數 (x軸)。

(2) F (x+ iy) =
ax+ b+ iay

cx+ d+ icy
=

(ax+ b+ iay)(cx+ d− icy)

(cx+ d)2 + c2y2

因為 ay(cx+ d)− cy(ax+ b) = (ad− bc)y = y

所以 F (z) 的虛部 =
y

(cx+ d)2 + c2y2

上半平面即 y > 0, 而 F (z) 的虛部也 > 0, 故 F 將上半平面對應到上半平面。

(3) 乙類實際上相當於 −F (z), 亦即 F (z) 的共軛加負號

F (z) 在上半平面, 代表 −F (z) 也在上半平面。

我們再來觀察幾個現象

乙1 : 圓心在原點、 半徑為 R 的圓之鏡射, z → R2z

|z|2 =
R2

z
=

pz + q

rz + s
p = 0、 q = R、 r = 1/R、 s = 0, ps− qr = −1, 屬於乙類。

乙2 : 對 y 軸的鏡射, z → −z =
−z + 0

0z + 1
p = −1、 q = 0、 r = 0、 s = 1, ps− qr = −1, 屬於乙類。

乙3 : 對任意鉛垂線 x = b 的鏡射, x→ 2b− x 或 x+ iy → (2b− x) + iy = −x+ iy + 2b

可表成 z → −z + 2b =
pz + q

rz + s
p = −1、 q = 2b、 r = 0、 s = 1, ps− qr = −1, 屬於乙類。

乙4 : 對圓心在 x 軸上, 半徑為 R 的任意圓的鏡射, 均屬於乙類

假定圓心在 c, 則先用乙3將 z 對 x = c/2 鏡射到 ω = −z + c,

然後對圓心在原點的對應圓鏡射, ω → R2ω

|ω|2 = u, 再將 u 對 x = c/2 鏡射回來 :

u→ −u + c, 即得乙4, 如圖

如此一來, 甲類連續作用 z → az + b

cz + d
= ω → αω + β

γω + δ

就可以看成是

(

z

1

)

→
(

α β

γ δ

)(

a b

c d

)(

z

1

)

, 乙類連續作用要加上取共軛複數的步驟, 方法是類似的。

(2) 由於
az + b

cz + d
是相除的形式, 所以不一定要要求 ad− bc = 1, 只要 ad− bc > 0 即可。 因此與矩陣的乘法關聯起來。 又因為矩

陣相乘時, 行列式也相乘, 因此易證甲與甲、 乙與乙接力一次均得到甲, 而甲、 乙接力一次會得到乙。
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接下來, 是對甲類的理解

甲1 : 如果用乙3兩次, 即對兩條鉛垂線接力鏡射便會得到平移

z → z + b =
az + b

cz + d
, a = d = 1, c = 0, ad− bc = 1。

甲2 : 如果用乙1兩次, 就會得到以原點 (0, 0) 為中心的正向縮放 (見第三節定理8)

z → pz =

√
pz + 0

1√
p

, a =
√
p, b = c = 0, d =

1√
p
, 其中 p > 0, ad− bc = 1。

甲3 : 如果將對圓心在原點的單位圓鏡射 (乙1) 接力對 y 軸的鏡射 (乙2), 就會得到

z → z

|z|2 → −
(

z
|z|2

)
= −1

z
=

0z − 1

z + 0
, a = 0、 b = −1、 c = 1、 d = 0, ad− bc = 1。

我們證明下面這個重要的定理

定理 2 : 甲 1、 2、 3 連續接力, 可以得出所有的甲類
αz + β

γz + δ
, γ 6= 0, αδ − βγ = 1。

證明 :

z −→
甲1、2

pz + b−→
甲3
− 1

pz + b
−→
甲1
− 1

pz + b
+ c =

cpz + cb− 1

pz + b
=

c
√
pz + cb−1√

p√
pz + b√

p

則行列式值 = 1, 不妨設 γ > 0

令
√
p = γ,

b√
p
= δ, c

√
p = α, 則因行列式值=1, β 自然等於

cb− 1√
p

。

定理 3 : 承定理2, 如果 γ = 0, 甲類 :
αz + β

δ
, αδ = 1 可由甲 1、 2 接力而得。

證明 : 不妨設 α > 0, 則甲1、 2 連續接力得

z → pz + b =

√
pz + b√

p

1√
p

令
√
p = α,

b√
p
= β, δ 自然等於

1√
p
。

一旦有了所有的甲類, 只要再與乙類的 z → −z (對 y 軸的鏡射) 接力, 便得到

z → az + b

cz + d
→ −az − b

cz + d
, p = −a、 q = −b、 r = c、 s = d, ps− qr = −ad+ bc = −1 即



28 數學傳播 39卷3期 民104年9月

所有的乙類 (見本節定理1(3))。

我們總結如下 :

(一) 對圓心在 x 軸上的圓的鏡射屬於乙類 (乙4)。

(二) 對鉛垂線的鏡射屬於乙類 (乙3), 包含 z → −z。
(三) 上述 (一)、 (二) 之連續接力可得平移 (甲1)、 縮放 (甲2) 及 z → −1

z
(甲3)。

(四) 甲1、2、3的連續接力可得甲類全體。

(五) 甲類與 z → −z (乙3) 之接力可得乙類全體。

(六) 甲、 乙類混和接力均屬甲、 乙類。

(七) 甲、 乙類即所有的非歐運動, 由乙3、 乙4連續接力完成。

(八) 甲類將順向 A、 B、 C 對到順向 A′、 B′、 C ′; 乙類將順向 A、 B、 C 對到逆向 D、 E、 F ,

如圖 (留作習題)。

A

BC BC

D

FE

現在回頭來討論一個關鍵性的問題, 即為什麼

| log a− log b| 是合理的距離? (見第三節)

必須要先行理解在所有非歐運動之下, 若是將 y 軸 (x = 0) → y 軸 (x = 0), 則在 y軸上, y

坐標的變化為何?

現在,

z → az + b

cz + d
x = 0→ aiy + b

ciy + d
=

(b+ aiy)(d− ciy)

(d+ ciy)(d− ciy)

右邊實部 = 0 = bd + acy2 ⇒ bd = 0 = ac

因為 a、b 不能同時 = 0, 且 c、d 不能同時 = 0, 所以 :

a = 0 = d ⇒ z→ b

cz
, (0, y)→ b

c(iy)
=

αi

y
= (0,

α

y
), α = −b

c
> 0 (2)

或 c = 0 = b ⇒ z→ az

d
, (0, y)→ (0, αy), α =

a

d
> 0 (3)

同理, 對 z → az+b

cz+d
, ad−bc=−1 以同樣的方法討論 x=0→ x=0 的情形有類似的結果。
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所以如果 (1) y → α

y
, α > 0, log y → logα− log y

(2) y → αy, α > 0, log y → logα+ log y

由此看出所謂的非歐距離 | log a− log b| 確實是在非歐運動之下保距的。18

第五節 : 非歐幾何落實

(一) 我們利用上半平面, 先預設了 「直線」 是鉛垂線和圓心在 x 軸的上半圓。

(二) 我們從對鉛垂線的鏡射和圓心在 x 軸的圓的鏡射, 利用連續接力, 而定出所有的 「非歐」

運動, 他們分屬甲、 乙兩類。

甲 : z → az + b

cz + d
, ad− bc = 1, z = x+ iy, y > 0

乙 : z → pz + q

rz + s
, ps− qr = −1, z = x− iy, y > 0

而對 「直線」 的鏡射屬於乙類。

(三) 甲類保持定向, 乙類翻轉定向。

(四) 在 y 軸上定義測距 | log a − log b|, 若要了解其他 「直線」 上的測距, 只要將該直線以非

歐運動對到 y 軸, 以 y 軸上的測距為測距。

若是以不同的運動對到 y 軸, 相對應的測距是一樣的。(因為保距)

(五) 因為有充分的非歐運動, 因此 「直線段」 和角度均可以透過運動比較。 因此而有 S.A.S 全

等判定。

(六) 由 S.A.S 而有等腰三角形兩底角相等, 以及三角形大角對大邊, 大邊對大角 (見第二節)。

(七) 因此而有三角形兩邊之和大於第三邊。

(八) 由此重新驗證我們的 「直線」 均為測地線, 因為折線的長 > 直線的長。

(「直線」 就是連結兩點之間的最短路徑) AB 短於折線長。

最後, 在上一節, 我們看到 「過直線外一點, 有無窮多條平行線」。 並由第二節定理 10, 我

們看到三角形三內角和小於 180◦。

—本文作者為台大數學系退休教授—

18從我們已經證明的鏡射性質知道, 可以將一半圓鏡射為一直線。 因此, 如
圖, 若 P 不在圓 X 上, 則可利用圓心在 Y 的圓將圓 X 鏡射到一條

鉛垂線 l, 而 IY (P ) 不在 l 上, 則過 IY (P ) 的鉛垂線和 l 平行, 並且

過 IY (P ) 與 V 點的弓形測地線 (圓心是 (V IY (P )) 的中垂線與 x

軸的交點) 都與 l 平行。 這就說明了此一類型不滿足第五 (平行) 公設。

所謂弓形測地線即圓心在 X 軸的上半圓。

P

X Y

I

ZVU
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