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一題兩觀之一

一個益智問題

蔡聰明

[問題1]: 假設一瓶飲料2元, 2個瓶蓋可換1新瓶, 4個無蓋空瓶也可換1新瓶,請問20元最多可

以喝到多少瓶的飲料?

1. 首先考慮 「連續」 的情況

假設 1 個瓶蓋可換 1/2 瓶飲料, 1個空瓶可換 1/4 瓶飲料, 所以每喝 1 瓶飲料就可換回

1/2 + 1/4 = 3/4 瓶飲料, 永不止息喝下去。 因此, 總共可喝

10 + 10×
3

4
+ 10×

(3

4

)2

++10×
(3

4

)3

+ · · · = 40 瓶。

這 40 是個理論值。 若不諳無窮級數, 為了避開它, 我們也可這樣論述:

我們觀察買 1 瓶飲料的效應, 除了得到 1 瓶之外, 還可換得 3/4 瓶: 1個瓶蓋的 1/2 瓶

加上 1 個空瓶的 1/4 瓶。 因此, 實際上我們只付了 1− 3/4 = 1/4 瓶的價錢。 從而, 2 元買 1

瓶就可以達到 1 ÷ 1/4 = 4 倍的效果。 今 20 元可買 10 瓶, 故總共可達到 10 × 4 = 40 瓶,

有 4 倍乘數效果。

2. 離散的情況

假設在換瓶的過程中, 若湊不成 2 個瓶蓋又湊不成 4 個空瓶時, 換新瓶遊戲就要停止。 例

如, 剩下 1 個瓶蓋不能換 1/2 瓶, 剩下 1 個空瓶不能換 1/4 瓶。

我們採用一種換瓶的策略, 列表法以避免混淆與計算錯誤。

(i) 採取每次全數喝光的策略

未喝瓶數: 10 7 5 4 3 2 1 2 1

喝的瓶數: 10 + 7 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 + 2 + 1 = 35

瓶蓋數: 10 7 6 4 3 3 2 2 1

空瓶數: 10 9 6 6 5 3 4 2 3

答案: 理論值為 40 瓶, 而實際上總共可喝 35 瓶, 剩下 1 個瓶蓋與 3 個空瓶。
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(ii) 採取盡可能換光瓶蓋與空瓶的策略

未喝瓶數: 10 8 6 5 4 3 1 2 1

喝的瓶數: 8 + 8 + 4 + 4 + 4 + 3 + 1 + 2 + 1 = 35

瓶蓋數: 8 8 4 4 4 3 2 2 1

空瓶數: 8 8 4 4 4 3 4 2 3

答案仍然是: 總共可喝 35 瓶, 剩下 1 個瓶蓋與 3 個空瓶。

當然還有其它的換瓶策略,讀者務必要採取一種不同的策略做一遍,做了之後才會有感覺。

然而要把所有的策略都試過, 並不可行, 更不合數學之道。

問: 採取任何換瓶的策略, 答案是否都相同? (答案是肯定的。)

3. 一般理論的考量

我們用數學的語言, 考慮一般的情形。

[問題2]: 根據原題的換新瓶規則, 問 2n 元購入 n 瓶飲料, 最多總共可喝幾瓶?

考慮離散情況, 假設初始未喝的瓶數為 n, 相應的理論值為 4n, 喝的總瓶數為 d
n
, 最後剩

餘的瓶蓋數為 c
n
, 剩餘空瓶數為 b

n
, 消失的瓶數為 m

n
。 我們要來探求 d

n
與 d

n−1、 dn−2、. . .

之間的遞迴關係式。

因為至少要喝掉 2 瓶才能啟動換瓶的機制, 我們不妨由喝 2 瓶開始:

未喝瓶數: n n− 2 n− 1 n− 3 n− 1

喝的瓶數: 0 + 2 + 2 總共 = 4瓶

瓶蓋數: 0 2 0 2 0

空瓶數: 0 2 2 4 0

交換瓶數: 1 2

所以得到遞迴的一階差分方程與初期條件:
{

d
n
= d

n−1 + 4, n ≥ 3

d2 = 3
(1)

同理, 由喝 3 瓶開始亦得相同的 (1) 式。 若由喝 4 瓶開始, 就得到:
{

d
n
= d

n−1 + 4, n ≥ 4

d3 = 7
(2)
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若由喝 5 瓶開始, 就得到:

{

d
n
= d

n−2 + 8, n ≥ 5

d3 = 7

這被含納在 (2) 式之中。

解 (1) 式或 (2) 式都得到相同的結果。 理論上可喝 4n 瓶, 實際上喝到的瓶數 d
n
稍微少

一點, 其一般公式如下:

當 n = 1 時, d1 = 1, 剩下 (c1, b1) = (1, 1) (少喝 m1 = 3 瓶)。

當 n ≥ 2 時, d
n
= 4n− 5, 剩下 (c

n
, b

n
) = (1, 3) (少喝 m

n
= 5 瓶)。

4. 消失的五瓶在何處?

剩下1個瓶蓋與3個空瓶, 若可無止境繼續交換下去, 就得到:

5

4
+

5

4

(3

4

)1

+
5

4

(3

4
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+
5

4

(3

4

)3

+ · · · = 5瓶。

因此, 40 瓶是最大的極限, 可以看作理論值, 實際上的離散操作是達不到的, 因為總是會有剩

下無法交換的蓋子 1 個與空瓶 3 個, 這在 「連續」 操作之下又會產生 5 瓶, 這就是那消失的 5

瓶。

[習題] (銀行創造貨幣)

假設銀行的存款準備率為 20%, 亦即每接受 100 元的存款, 只要保留 20 元作為準備金,

其餘 80 元又放貸出去。 今某甲存入 B1 銀行 100 萬元, 則 B1 銀行的存款增加 100 萬元。 B1

銀行保留 20 萬元作為準備金, 其餘的 80 萬元貸款給某乙, 而乙向丙支付貨款 80 萬元。 丙將

80 萬元全部存入 B2 銀行, 於是 B2 銀行的存款增加 80 萬元。 B2 銀行保留 80× 20% = 16

萬元作為準備金, 其餘的 64 萬元全部貸款給某丁。讓這個過程不止息地進行下去。試求銀行存

款、 貸款與準備金的總金額? (答 : 500、 400、 100 萬元。 由此看出, 由初始的 100 萬元就創

造出 500 + 400 = 900 萬元這麼多的貨幣! 乘數是 9 倍。 通常中央銀行就透過升降銀行的存

款準備率, 來控制通貨量, 提升存款準備率就是緊縮通貨, 降低存款準備率就是寬鬆通貨。)

5. 最後剩餘的模式

我們詳細列出原問題答案的狀況 : 假設初始未喝的瓶數為 n, 則相應的理論值為 4n, 喝

的總瓶數為 d
n
, 最後剩餘的瓶蓋數為 c

n
, 剩餘空瓶數為 b

n
, 消失的瓶數為 m

n
。 經過簡單計算,

把結果列成下表:
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n 4n d
n

(c
n
, b

n
) m

n

1 4 1 (1, 1) 3

2 8 3 (1, 3) 5

3 12 7 (1, 3) 5

4 16 11 (1, 3) 5

5 20 15 (1, 3) 5

6 24 19 以 下 全 同

事實上, 最後剩餘的所有可能模式為

{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3)}

我們可以驗證 : 當 n = 1 時, 必然是 (1,1); 當 n ≥ 2 時, 配合上一節的解差分方程可知, 只

有 (1,3) 是唯一的可能, 其餘皆不可能。

因此, 原題最多可喝 d10 = 35 瓶, 而最後的剩餘 (c10, b10) = (1, 3), 這導致消失了

m10 = 5 瓶。

6. 問題的各種主題變奏

我們還可再做各種 「主題變奏」, 例如改變換新瓶的規則:

[問題3]: 用 2n 元買進 n 瓶飲料, 換新瓶的規則各如下:

(i) 4 個瓶蓋或 5 個無蓋空瓶都可換 1 新瓶。

(ii) 2 個瓶蓋或 2 個無蓋空瓶都可換 1 新瓶。

(iii) 3 個瓶蓋或 6 個無蓋空瓶或 9 個商標都可換 1 新瓶。

(iv) 2 個瓶蓋或 3 個無蓋空瓶或 6 個商標都可換 1 新瓶。

(v) 2 個瓶蓋或 4 個無蓋空瓶都可換 1 新瓶, 而瓶蓋上又附有中獎的約定, 例如 : 中 5 瓶、

10 瓶的機率分別為 0.01 與 0.0001。

求最多可以喝到多少瓶的飲料? 最後剩餘的模式是甚麼? 對於第 (v) 小題, 會牽涉到機率與期

望值的演算, 問題稍深刻, 但有趣。

生產公司為了促銷商品,訂下一些獎勵規則,要如何訂? 在成本、 利潤與極值的考量下,每

瓶的售價要訂為多少, 等等。 這是商業上一個很切實際的數學應用問題, 從小學生、 國中生、 高

中生到社會人士都可以做, 讓頭腦做思考的體操, 堪稱老少咸宜。
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