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Eulerian 數的應用

賴惠伶

1. 前言

Eulerian 數早由 Euler [3] 於 1755 年提出。

本文目的是由 Eulerian 數定義出發去討論 Eulerian 數的性質及組合應用。

我們以 D 代表 d
dx
, 將幾何級數

∑

∞

k=0 x
k = 1

1−x
(|x| < 1) 連續做 xD 的運算得

(xD)0(
1

1− x
) =

∞
∑

k=0

kxk =
1

1− x
,

(xD)1(
1

1− x
) =

∞
∑

k=0

k2xk =
x

(1− x)2

(xD)2(
1

1− x
) =

∞
∑

k=0

k3xk =
x2 + x

(1− x)3

(xD)3(
1

1− x
) =

∞
∑

k=0

k4xk =
x3 + 4x2 + x

(1− x)4

...

於是 Euler 定義 (xD)k( 1
1−x

) 中分子部分 xk 的係數為 Eulerian 數
〈

n

k

〉

。

(xD)0(
1

1− x
)的分子為1 = 1 =

〈

0

0

〉

(xD)1(
1

1− x
)的分子為x = 0 + 1x =

〈

1

0

〉

+

〈

1

1

〉

x

(xD)2(
1

1− x
)的分子為x2 + x = 0 + 1x+ 1x2 =

〈

2

0

〉

+

〈

2

1

〉

x+

〈

2

2

〉

x2

(xD)3(
1

1− x
)的分子為x3 + 4x2 + x = 0 + 1x+ 4x2 + x3

=

〈

3

0

〉

+

〈

3

1

〉

x+

〈

3

2

〉

x2 +

〈

3

3

〉

x3

...
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(xD)n(
1

1− x
)的分子為

〈

n

0

〉

+

〈

n

1

〉

x+

〈

n

2

〉

x2 + · · ·+

〈

n

k

〉

xk + · · ·+

〈

n

n

〉

xn.

從而可得到以下
〈

n

k

〉

的表

❍
❍
❍
❍
❍
❍
❍❍

n

k
k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 . . . k = n

n = 0 1 0 0 0 0 . . . 0

n = 1 0 1 0 0 0 . . . 0

n = 2 0 1 1 0 0 . . . 0

n = 3 0 1 4 1 0 . . . 0

n = 4 0 1 11 11 1 . . . 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...

n = n
〈

n

0

〉 〈

n

1

〉 〈

n

2

〉 〈

n

3

〉 〈

n

4

〉

. . .
〈

n

n

〉

由定義我們可以整理出一般式

(xD)n(
1

1− x
) =

∞
∑

k=0

knxk =

∑n

k=0

〈

n

k

〉

xk

(1− x)n+1
。 (1)

另外, 也可以用其組合意義來定義 Eulerian 數,
〈

n

k

〉

的組合意義為對稱群 Sn 中恰有 k− 1 個

下降 (descent) 的 n-置換 (permutation) 的個數, 本文不從組合意義下去探討, 想了解請參

閱 Bóna [1]。

在第二節中,我們討論Eulerian數與
∑n

k=0 k
m的關聯, 在第三節中我們找出 Eulerian 數

與 n 維三角數還有差分之間的關係, 而最後一節我們則討論與 Stirling 數的關聯性。

2. Eulerian 數與
n
∑

k=0

km 的關聯

Eulerian 數具有以下兩個性質, 其證明請參閱 Comtet [2]:

•
〈

n

k+1

〉

=
〈

n

n−k

〉

,

•
〈

n

k

〉

= k
〈

n−1
k

〉

+ (n− k + 1)
〈

n−1
k−1

〉

。

其封閉表達式為

〈

n

k

〉

=
k

∑

j=0

(−1)j
(

n + 1

j

)

(k − j)n =
k

∑

l=0

(

n+ 1

k − l

)

(−1)k−lln。

Eulerian 數與連續整數冪次和
∑n

k=0 k
m 有關, 其結果如下定理。
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定理 1. 對任意正整數 n 及 m

n
∑

k=0

km =
m
∑

i=1

〈

m

i

〉(

n +m+ 1− i

n− i

)

。

證明: 由(1) 式知

(
1

1− x
)

∞
∑

k=0

kmxk =

∑m

k=0

〈

m

k

〉

xk

(1− x)n+1
,

兩邊同乘 1
1−x

可得

(
1

1− x
)

∞
∑

k=0

kmxk =
1

1− x

∑m

k=0

〈

m

k

〉

xk

(1− x)m+1

= (
m
∑

k=0

〈

m

k

〉

xk)(1− x)−(m+2)

= (

m
∑

k=0

〈

m

k

〉

xk)(

∞
∑

j=0

(

j +m+ 1

m+ 1

)

xj)

= (

〈

m

1

〉

x+

〈

m

2

〉

x2 + · · ·+

〈

m

m

〉

xm)(
∞
∑

j=0

(

j +m+ 1

m+ 1

)

xj)。

接著我們取兩邊xn的係數

n
∑

k=0

km =

〈

m

1

〉(

n− 1 +m+ 1

m+ 1

)

+

〈

m

2

〉(

n− 2 +m+ 1

m+ 1

)

+

〈

m

3

〉(

n− 3 +m+ 1

m+ 1

)

+ · · ·+

〈

m

m

〉(

n−m+m+ 1

m+ 1

)

=

〈

m

1

〉(

n+m

m+ 1

)

+

〈

m

2

〉(

n +m− 1

m+ 1

)

+ · · ·+

〈

m

m

〉(

n + 1

m+ 1

)

=

〈

m

1

〉(

n+m

n− 1

)

+

〈

m

2

〉(

n +m− 1

n− 2

)

+ · · ·+

〈

m

m

〉(

n+ 1

n−m

)

=

m
∑

i=0

〈

m

i

〉(

n+m+ 1− i

n− i

)

。 ���

例 1.

n
∑

k=0

k3 =

〈

3

1

〉(

n+ 3

4

)

+

〈

3

2

〉(

n + 2

4

)

+

〈

3

3

〉(

n+ 1

4

)

= 1
(n+3)(n+2)(n+1)n

4!
+4

(n+2)(n+1)n(n−1)

4!
+1

(n+1)n(n−1)(n−2)

4!
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=
n2(n+ 1)2

4!
。

德國數學家 Worpitzky [7] 於 1883 年定義 Eulerian 數為

xn =
n

∑

k=0

〈

n

k

〉(

n + x− k

n

)

=
n

∑

k=0

〈

n

k

〉(

x+ k − 1

n

)

。

例 2.

32 =

〈

2

0

〉(

6

2

)

+

〈

2

1

〉(

5

2

)

+

〈

2

2

〉(

4

2

)

= 1× 6 + 1× 3,

33 =

〈

3

0

〉(

3 + 3− 0

3

)

+

〈

3

1

〉(

3 + 3− 1

3

)

+

〈

3

2

〉(

3 + 3− 2

3

)

+

〈

3

3

〉(

3 + 3− 3

3

)

= 0 + 1× 10 + 4× 4 + 1× 1 = 27。

由此公式也可以得出

n
∑

k=0

km =

n
∑

k=0

m
∑

i=0

〈

m

i

〉(

m+ k − i

m

)

=
m
∑

i=0

〈

m

i

〉 n
∑

k=0

(

m+ k − i

m

)

=
m
∑

i=0

〈

m

i

〉(

m+ k − i+ 1

m+ 1

)

=

m
∑

i=0

〈

m

i

〉(

m+ k − i+ 1

k − i

)

。

與定理 1 相同。

定理 1 是有關
∑n

k=0 k
m 與 Eulerian 數的關聯, 自然地我們猜測是否交錯和 Eulerian

數也有類似的關係, 為了達到此目的我們先證明以下引理。

引理 1. 對任意正整數 m
∞
∑

k=0

km(−x)k = ((−x)D)m(
1

1 + x
) =

∑m

k=0

〈

m

k

〉

(−1)kxk

(1 + x)m+1
。

證明: 將 x 以 −x 代入(1) 即可得

((−x)D)m(
1

1 + x
) =

∞
∑

k=0

km(−x)k =

∑m

k=0

〈

m

k

〉

(−1)kxk

(1 + x)m+1

接著由引理1來求
∑n

k=0(−1)kkm。
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定理 2.
n

∑

k=0

(−1)kkm =
m
∑

a=0

n−a
∑

j=0

(−1)n−j

〈

m

a

〉(

n− a− j +m

m

)

。

證明: 由引理1知

∞
∑

k=0

km(−x)k = ((−x)D)m(
1

1 + x
) =

∑m

k=0

〈

m

k

〉

(−1)kxk

(1 + x)m+1
。

等號兩邊同除 1
1−x

(
1

1− x
)

m
∑

k=0

km(−x)k =
1

1− x

∑m

k=0

〈

m

k

〉

(−1)k(x)k

(1 + x)m+1

= (

〈

m

1

〉

(−1)1x+

〈

m

2

〉

(−1)2x2 + · · ·+

〈

m

m

〉

(−1)mxm)(1− x)−1(1 + x)−(m+1)

= (

〈

m

1

〉

(−)1x+

〈

m

2

〉

(−1)2x2 + · · ·+

〈

m

m

〉

(−1)mxm)(

∞
∑

i=0

xi)(

∞
∑

j=0

(

j +m

m

)

(−x)j)。

我們取等號兩邊xn的係數

n
∑

k=0

(−1)kkm =

m
∑

a=0

〈

m

a

〉

(−1)a(

n−a
∑

j=0

(

n− a− j +m

m

)

(−1)n−a−j)

=

m
∑

a=0

n−a
∑

j=0

(−1)n−j

〈

m

a

〉(

n− a− j +m

m

)

。 ���

例 3.
n

∑

k=0

(−1)kk3 =
3

∑

a=0

n−a
∑

j=0

(−1)n−j

〈

3

a

〉(

n− a− j + 3

3

)

。

令g = n− a− j, 因此 g 的範圍是從 0 到 n− a,

n
∑

k=0

(−1)kk3 =

3
∑

a=0

〈

3

a

〉 n−a
∑

g=0

(−1)a+g

(

g + 3

3

)

=

3
∑

a=0

〈

3

a

〉

(−1)a
n−a
∑

g=0

(−1)g
(

g + 3

3

)

。

所以當n = 3時,

左式 =

3
∑

k=0

(−1)kk3 = −1 + 8− 27 = −20
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右式 =

〈

3

1

〉

(−1)1((−1)0
(

3

3

)

+ (−1)1
(

4

3

)

+ (−1)2
(

5

3

)

)

+

〈

3

2

〉

(−1)2((−1)0
(

3

3

)

+ (−1)1
(

4

3

)

) +

〈

3

3

〉

(−1)3((−1)0
(

3

3

)

)

= −1× (1− 4 + 10) + 4× (1− 4) + (−1)× 1 = −7− 12− 1 = −20。

接著我們已經知道

1

1− x
=

∞
∑

k=0

xk。

因此我們想探討如果只加到有限項
∑n

k=0 x
k, 則對其做 (xD)k 會變成怎樣的形式。

定理 3. 令 n 為正整數, 則

(xD)k(
1− xn+1

1− x
) =

n
∑

r=0

rkxr

=−xn+1
k

∑

r=0

(

k

r

)

(n+ 1)k−r

r
∑

m=0

〈

r

m

〉

xm

(1− x)m+1
+

k
∑

r=0

〈

k

r

〉

xr

(1− x)k+1
。

證明:

n
∑

r=0

rkxr = (xD)k
(

1− xn+1

1− x

)

= (xD)k(
−xn+1

1− x
) + (xD)k(

1

1− x
)

= (xD)k(
−xn+1

1− x
) +

k
∑

r=0

〈

k

r

〉

xr

(1− x)k+1

= −(xD)k−1(

(

1

0

)

(n+ 1)xn+1(
1

1− x
) +

(

1

1

)

xn+1(xD)(
1

1− x
)) +

k
∑

r=0

〈

k

r

〉

xr

(1− x)k+1

= −(xD)k−2(

(

1

0

)

(n+ 1)2xn+1(
1

1− x
) +

(

1

1

)

(n + 1)xn+1(xD)(
1

1− x
)

+

(

1

0

)

(n+ 1)xn+1(xD)(
1

1− x
) +

(

1

1

)

xn+1(xD)2(
1

1− x
)) +

k
∑

r=0

〈

k

r

〉

xr

(1− x)k+1

= −(xD)k−2(

(

2

0

)

(n+ 1)2xn+1(
1

1− x
) +

(

2

1

)

(n + 1)xn+1(xD)(
1

1− x
)

+

(

2

2

)

xn+1(xD)2(
1

1− x
)) +

k
∑

r=0

〈

k

r

〉

xr

(1− x)k+1
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= · · ·

= −

k
∑

r=0

(

k

r

)

(n+ 1)k−r(xD)r(
1

1− x
) +

k
∑

r=0

(

k

r

)

xr

(1− x)k+1

= −xn+1
k

∑

r=0

(

k

r

)

(n + 1)k−r

r
∑

m=0

(

k

m

)

xm

(1− x)m+1
+

k
∑

r=0

(

k

r

)

xr

(1− x)k+1
。 ���

註: 在 Hsu 與 Shiue [5] 中有給出類似的證明。

3.
〈

n
k

〉

與 n 維三角數的關聯

本節之目的是說明 Eulerian 數與 n 維三角數 [6] 的關聯。 首先, 我們先介紹何謂 n 維

三角數。像商家平常賣水果一般會先將水果排成一排,形成一條線的樣子,這樣就是一維的三角

數。 之後排不夠我們會排第二、 三排等, 形成平面的樣子, 這就是二維的三角數, 然而水果還是

很多我們就會將它疊到原本第一及第二排的上面依序排下去, 形成立體的樣子, 這就是三維的

三角數, 依此類推可以推到 n 維的三角數。 以數學式子來表示則推出以下定理。

定義 1. 令 tkn 代表每邊為 n 的 k 維三角數,

tkn = tk−1
n + tk−1

n−1 + · · ·+ tk−1
2 + tk−1

1 ,

其中t1n = n, 其堆疊的方式如下圖。

圖 1: n = 5 的一維三角數 t1n 圖 2: n = 3 的二維三角數 t2n

圖 3: n = 3 的三維三角數 t3n 圖 4: n = 3 的四維三角數 t4n
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觀察 tkn (k = 1, 2, . . .) 的值:

t1n = n =

(

n

1

)

t2n = 1 + 2 + · · ·+ n =

n
∑

k=0

(

k

1

)

=
n(n+ 1)

2!
=

(

n + 1

2

)

t3n = (1 + 2 + · · ·+ n) + (1 + 2 + · · ·+ n− 1) + · · ·+ (1 + 2) + (1)

= t2n + t2n−1 + · · ·+ t22 + t21

=

n
∑

k=0

(

k + 1

2

)

=
n(n+ 1)(n+ 2)

3!
=

(

n+ 2

3

)

t4n = t3n + t3n−1 + · · ·+ t32 + t31

=
n

∑

k=0

(

k + 2

3

)

=
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4!
=

(

n+ 3

4

)

...

tkn = tk−1
n + tk−1

n−1 + · · ·+ tk−1
2 + tk−1

1

=
n

∑

r=0

(

n + k

k − 1

)

=
n(n + 1)(n+ 2) · · · (n+ k − 1)

k!
=

(

n + k − 1

k

)

。

由上面式子我們可以得到以下定理。

定理 4.

tkn =

(

n+ k − 1

k

)

。

由定理4我們發現三角數有以下性質。

性質 1.

tkn = tkn−1 + tk−1
n 。

證明:

tkn =

(

n + k − 1

k

)

=

(

n+ k − 2

k

)

+

(

n+ k − 2

k − 1

)

= tkn−1 + tk−1
n 。 ���

性質 2.

xn =

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tnx+1−i。

證明:

xn =

n
∑

i=0

〈

n

i

〉(

n+ x− i

n

)
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又

tnx+1−i =

(

x+ 1− i+ n− 1

n

)

=

(

n + x− i

n

)

所以可推得

xn =
n

∑

i=0

〈

n

i

〉

tnx+1−i。 ���

接著我們藉由觀察以下的圖來找出規律。

圖 5: 32 的圖我們可以將其拆成 t23 + t22 圖 6: 23 的圖我們可以將其拆成t32 + 4t31

圖 7: 33 的圖我們可以將其拆成 t33 + 4t32 + t31

圖 6 和圖 7 為立體圖, 我們將前面的圖疊加在後面的圖後就可以發現我們所說的三角數,

我們會發現當我們從 kn 到 (k + 1)n 時就相當於在往下多一層而上面不變, 而從圖 5 到圖 6

我們會發現其三角數的維度會增加 1, 且其係數恰為 Eulerian 數, 確實與性質 2 相同。

註: 另外圖7為何是這樣分割, 請查閱[6]。

另外我們也發現三角數與差分 △h 也有關係, 差分 △h 如下定義:
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定義 2.

△f(x) = f(x)− f(x− 1)

△k+1f(x) = △kf(x)−△kf(x− 1)

令 hk = kn, 則

△hk = kn − (k − 1)n

△2hk =△(△hk) = △hk −△hk−1 = (kn − (k − 1)n)− ((k − 1)n − (k − 2)n)

= kn + (k − 2)n

...

△lhk =△l−1hk −△l−1hk−1

因此由性質1及性質2我們可以得到其差分表。

kn △h △2h △3h △4h . . .

1n =
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn2−i
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−1
3−i

2n =
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn3−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−2
4−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−1
4−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−3
5−i

3n =
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn4−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−2
5−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−4
6−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−1
5−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−3
6−i

4n =
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn5−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−2
6−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−4
7−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−1
6−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−3
7−i

5n =
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn6−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−2
7−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−4
8−i

...
...

...
...

...
...

(k−1)n =
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tnk−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−2
k+1−i

∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn−1
k+1−i

kn =
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tnk+1−i

從而發現以下定理。

定理 5. 若hk = kn

△lhk =
n

∑

i=0

〈

n

i

〉

tn−l
k−i+1 =

n
∑

i=0

〈

n

i

〉(

n− l + k − i

k − i+ 1

)

證明: 我們將利用數學歸納法來證明。
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當l = 1時,

△1hx = xn − (x− 1)n =

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tnx+1−i −

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tnx−i =

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tn−1
x+1−i 成立。

假設l = a時,

△ahk =
n

∑

i=0

〈

n

i

〉

tn−a
k−i+1 成立。

則當l = a + 1時,

△a+1hk = △(△ahk)

=

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tn−a
k−i+1 −

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tn−a
k−i

=
n

∑

i=0

〈

n

i

〉

(tn−a
k−i+1 − tn−a

k−i )

=

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

t
n−(a+1)
k−i+1 成立。

由數學歸納法原理可知

△lhk =

n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tn−l
k−i+1 。 ���

4.
〈

n

k

〉

與 Stirling 數的關聯

Stirling 數 [2] 有分為第一類 s(n, k) 跟第二類 S(n, k) , 分別由下式定義

第一類: [x]n =

n
∑

k=0

s(n, k)xk, (2)

第二類: xn =
n

∑

k=0

S(n, k)[x]k, (3)

其中[x]k = x(x− 1)(x− 2) · · · (x− k + 1), [x]0 = 1。

第二類Stirling 數具有以下性質

∞
∑

k=0

knxk =

n
∑

k=0

k!S(n, k)
xk

(1− x)k+1
, (4)

S(p, k) = kS(p− 1, k) + S(p− 1, k − 1)。 (5)
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其證明可分別參閱 Gould[4] 和 Comtet[2]。

此節我們想要尋找 Stirlng 數與 Eulerian 數的關係。

定理 6. 對任意正整數n有

n
∑

k=0

2n−k

〈

n

k

〉

=
n

∑

k=0

S(n, k)k!。

證明: 由(1) 與 (4) 得

n
∑

k=0

〈

n

k

〉

xk

(1− x)n+1
=

∞
∑

k=0

knxk =
n

∑

k=0

k!S(n, k)
xk

(1− x)k+1
,

可推得
n

∑

k=0

〈

n

k

〉

xk =
n

∑

k=0

k!S(n, k)xk(1− x)n−k。

當 x = 1
2
時

n
∑

k=0

〈

n

k

〉

(
1

2
)k =

n
∑

k=0

k!S(n, k)(
1

2
)k(

1

2
)n−k =

n
∑

k=0

k!S(n, k)(
1

2
)n,

等式兩邊同乘 2n
n

∑

k=0

〈

n

k

〉

2n−k =
n

∑

k=0

k!S(n, k)。 ���

例 4. 當 n = 3 時,

3
∑

k=0

〈

3

k

〉

23−k =

〈

3

0

〉

23 +

〈

3

1

〉

22 +

〈

3

2

〉

21 +

〈

3

3

〉

20 = 1× 4 + 4× 2 + 1× 1 = 13

=

3
∑

k=0

k!S(3, k) = 0!S(3, 0) + 1!S(3, 1) + 2!S(3, 2) + 3!S(3, 3)

= 1 + 2× 3 + 6 = 13。

由上面定理 6 可反推得以下定理。

定理 7.

n! =

n
∑

j=0

j
∑

k=0

(−1)n+j2j−k

〈

j

k

〉

s(n, j),

其中s(n, j)為 Stirling 數第一型。
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證明: 由定理6可得知,
n

∑

k=0

k!S(n, k) =
n

∑

k=0

〈

n

k

〉

2n−k。

其矩陣式為


















1 0 0 . . . 0

0 S(1, 1) 0 . . . 0

0 S(2, 1) S(2, 2) . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 S(n, 1) S(n, 2) . . . S(n, n)





































0!

1!

2!
...

n!



















=



















1
∑1

k=0

〈

1
k

〉

21−k

∑2
k=0

〈

2
k

〉

22−k

...
∑n

k=0

〈

n

k

〉

2n−k



















由[2]可知上式中的第二類Stirling 矩陣之反矩陣為



















1 0 0 . . . 0

0 s(1, 1) 0 . . . 0

0 s(2, 1) s(2, 2) . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 s(n, 1) s(n, 2) . . . s(n, n)



















故兩邊同乘上反矩陣後可得


















0!

1!

2!
...

n!



















=



















1 0 0 . . . 0

0 s(1, 1) 0 . . . 0

0 s(2, 1) s(2, 2) . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 s(n, 1) s(n, 2) . . . s(n, n)





































1
∑1

k=0

〈

1
k

〉

21−k

∑2
k=0

〈

2
k

〉

22−k

...
∑n

k=0

〈

n

k

〉

2n−k



















,

比較矩陣內的元素可得

n! =

n
∑

j=1

s(n, j)

j
∑

k=0

〈

j

k

〉

2j−k =

n
∑

j=1

j
∑

k=0

2j−k

〈

j

k

〉

s(n, j) 。

又我們已知

n! =
n

∑

k=0

〈

n

k

〉

,

因此可得

n! =

n
∑

k=0

〈

n

k

〉

=

n
∑

j=1

j
∑

k=0

2j−k

〈

j

k

〉

s(n, j)。 ���
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例 5. 當 n = 3 時,

3! =

3
∑

k=0

〈

3

k

〉

=

〈

3

0

〉

+

〈

3

1

〉

+

〈

3

2

〉

+

〈

3

3

〉

= 6

=

3
∑

j=1

j
∑

k=0

2j−k

〈

j

k

〉

s(3, j) =
∑

k = 0121−k

〈

1

k

〉

s(3, 1)

+
2

∑

k=0

22−k

〈

2

k

〉

s(3, 2) +
∑

k = 0223−k

〈

3

k

〉

s(3, 3)

= 21−0

〈

1

0

〉

s(3, 1) + 21−1

〈

1

1

〉

s(3, 1) + 22−0

〈

2

0

〉

s(3, 2) + 22−1

〈

2

1

〉

s(3, 2)

+22−2

〈

2

2

〉

s(3, 2) + 23−0

〈

3

0

〉

s(3, 3) + 23−1

〈

3

1

〉

s(3, 3) + 23−2

〈

3

2

〉

s(3, 3)

+23−3

〈

3

3

〉

s(3, 3)

= 0 + 1× 2 + 0 + 2× (−3) + 1× (−3) + 0 + 4× 1 + 2× 4 + 1 = 6。

引理 2.
n

∑

k=0

km =

n
∑

r=0

r!S(m, r)

(

n+ 1

r + 1

)

。

證明: 由 (4) 可知
∞
∑

r=0

rmxr =
n

∑

r=0

r!S(m, r)
xr

(1− x)r+1
,

2邊同乘 1
1−x

1

1− x

∞
∑

r=0

rmxr =

n
∑

r=0

r!S(m, r)
xr

(1− x)r+2

=
n

∑

r=0

r!S(m, r)xr

∞
∑

t=0

(

t+ r + 1

t

)

xt。

我們取兩邊 xn 的係數

n
∑

k=0

km =
n

∑

r=0

r!S(m, r)

(

n− r + r + 1

n− r

)

=

n
∑

r=0

r!S(m, r)

(

n + 1

n− r

)

=

n
∑

r=0

r!S(m, r)

(

n + 1

r + 1

)

。 ���



✐

✐

“C38N47U” — 2014/11/24 — 22:16 — page 90 — #15
✐

✐

✐

✐

✐

✐

90 數學傳播 38卷4期 民103年12月

註: 在[2]中也證明了引理2, 但其方法與本文不同。

我們導出兩個第二類 Stirling 數與 Eulerian 數的關係式。 定理八將 Stirling 數用 Eu-

lerian 數表示, 而定理九將 Eulerian 數用 Stirling 數表示。

定理 8.

S(m,n) =
1

n!

n
∑

j=1

j
∑

r=0

(−1)n+j

(

n

j

)〈

m

r

〉(

n +m+ 1− r

n− r

)

。

證明: 由引理2和定理1可推得

n
∑

r=0

r!S(m, r)

(

n+ 1

r + 1

)

=
n

∑

r=0

〈

m

r

〉(

n+m+ 1− r

n− r

)

。

將其以矩陣形式表示如下



















(

0
0

)

0 0 . . . 0
(

1
0

) (

1
1

)

0 . . . 0
(

2
0

) (

2
1

) (

2
2

)

. . . 0
...

...
...

. . .
...

(

n+1
0

) (

n+1
1

) (

n+1
2

)

. . .
(

n+1
n+1

)





































0

0!S(m, 0)

1!S(m, 1)
...

n!S(m,n)



















=



















0

0
∑1

r=0

〈

m

r

〉(

1+m+1−r

1−r

)

...
∑n

r=0

〈

m

r

〉(

n+m+1−r

n−r

)



















由二項式定理可知上式中的
(

n

k

)

矩陣之反矩陣 [2] 為



















(

0
0

)

0 . . . 0

−
(

1
0

) (

1
1

)

. . . 0
(

2
0

)

−
(

2
1

)

. . . 0
...

...
. . .

...

(−1)n+0
(

n+1
0

)

(−1)n+1
(

n+1
1

)

. . . (−1)2n+1
(

n+1
n+1

)



















。

因此



















0

0!S(m, 0)

1!S(m, 1)
...

n!S(m,n)



















=



















(

0
0

)

0 0 . . . 0

−
(

1
0

) (

1
1

)

0 . . . 0
(

2
0

)

−
(

2
1

) (

2
2

)

. . . 0
...

...
...

. . .
...

(−1)n+0
(

n+1
0

)

(−1)n+1
(

n+1
1

)

(−1)n+1
(

n+1
2

)

. . . (−1)2n+1
(

n+1
n+1

)





















✐

✐

“C38N47U” — 2014/11/24 — 22:16 — page 91 — #16
✐

✐

✐

✐

✐

✐

Eulerian 數的應用 91

×



















0

0
∑1

r=0

〈

m

r

〉(

1+m+1−r

1−r

)

...
∑n

r=0

〈

m

r

〉(

n+m+1−r

n−r

)



















。

可推得

n!S(m,n) =
n

∑

j=1

(−1)n+j

(

n

j

) j
∑

r=0

〈

m

r

〉(

n +m+ 1− r

n− r

)

S(m,n) =
1

n!

n
∑

j=1

(−1)n+j

(

n

j

) j
∑

r=0

〈

m

r

〉(

n +m+ 1− r

n− r

)

=
1

n!

n
∑

j=1

j
∑

r=0

(−1)n+j

(

n

j

)(

n+m+ 1− r

n− r

)〈

m

r

〉

。 ���

引理 3. 令 xD = x( d
dx
) 可推得

(xD)m =
m
∑

k=0

S(m, k)xkDk

證明: 我們利用數學歸納法來證明。

當 m = 1 時,

xD =
1

∑

k=0

S(1, k)xD = S(1, 0)xD + S(1, 1)xD = xD成立。

設 m = n 時,

(xD)n =
n

∑

k=0

S(n, k)xkDk成立。

則 m = n+ 1 時,

(xD)n+1 = (xD)(xD)n = xD

n
∑

k=0

S(n, k)xkDk

=
n

∑

k=0

S(n, k)kxkDk +
n

∑

k=0

S(n, k)xk+1Dk+1

=
n+1
∑

k=0

S(n, k)kxkDk +
n+1
∑

k=1

S(n, k − 1)xkDk =
n+1
∑

k=0

S(n+ 1, k)xkDk。 ���



✐

✐

“C38N47U” — 2014/11/24 — 22:16 — page 92 — #17
✐

✐

✐

✐

✐

✐

92 數學傳播 38卷4期 民103年12月

引理 4.
n

∑

k=0

(

s+ k

k

)(

n− k

m

)

=

(

s+ n+ 1

n−m

)

證明: 當 n = 1 時,

討論

(

s

0

)(

1

m

)

+

(

s+ 1

1

)(

0

m

)

是否等於

(

s+ 2

1−m

)

• 當 m = 0 時,
(

s

0

)(

1

0

)

+

(

s+ 1

1

)(

0

0

)

= s + 2 =

(

s+ 2

1

)

• 當 m = 1 時,
(

s

0

)(

1

1

)

+

(

s+ 1

1

)(

0

1

)

= 1 =

(

s+ 2

1− 1

)

• 當 m > 2 時,
(

s

0

)(

1

m

)

+

(

s+ 1

1

)(

0

m

)

= 0 =

(

s+ 2

1−m

)

因此可知 n = 1 是對的。

設 n = h 時,
h

∑

k=0

(

s+ k

k

)(

h− k

m

)

=

(

s+ h+ 1

h−m

)

成立。

則 n = h + 1時,

h+1
∑

k=0

(

s+ k

k

)(

h + 1− k

m

)

=
h

∑

k=0

(

s+ k

k

)

(

(

h− k

m

)

+

(

h− k

m− 1

)

)

+

(

s+ h+ 1

h+ 1

)(

h+ 1− h− 1

m

)

=

(

s+ h + 1

h−m

)

+

(

s + h+ 1

h−m− 1

)

=

(

s+ h+ 2

h−m

)

成立。

由數學歸納法原理得知

n
∑

k=0

(

s+ k

k

)(

n− k

m

)

=

(

s+ n+ 1

n−m

)

���

定理 9.

〈

n

i

〉

=
n

∑

k=0

(−1)i−k

(

n− k

i− k

)

k!S(n, k)。
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證明: 由上面引理3可得

(xD)n(
1

1− x
) =

n
∑

k=0

S(n, k)xk

∞
∑

n=0

(h+ k)!

h!
xh

∑

∞

r=0

〈

n

r

〉

xr

(1− x)n+1
=

n
∑

k=0

S(n, k)xk

∞
∑

n=0

(h+ k)!

h!
xk。

兩邊同乘 (1− x)n+1,
∞
∑

r=0

〈

n

r

〉

xr =
n

∑

k=0

S(n, k)xk

∞
∑

h=0

(h+ k)!

h!
xh(1− x)n+1

=
n

∑

k=0

S(n, k)xk

∞
∑

h=0

(h+ k)!

h!
xh

n+1
∑

i=0

(

n+ 1

i

)

(−1)ixi

=
n

∑

k=0

∞
∑

h=0

n+1
∑

i=0

S(n, k)
(h+ k)!

h!

(

n+ 1

i

)

(−1)ixk+h+i。

取兩邊 xi 項可得,
〈

n

i

〉

xi =

n
∑

k=0

S(n, k)xk

∞
∑

h=0

(h+ k)!

h!
xh

(

n+ 1

i− k − h

)

(−1)i−k−hxi−k−h

=

n
∑

k=0

∞
∑

h=0

S(n, k)k!

(

h+ k

h

)(

n+ 1

i− k − h

)

(−1)i−k−hxi

=
n

∑

k=0

S(n, k)k!
∞
∑

h=0

(

h+ k

h

)(

i− h− k − n− 2

−n− 2

)

xi

=

n
∑

k=0

S(n, k)k!

i−k−n−2
∑

h=0

(

h+ k

h

)(

i− h− k − n− 2

−n− 2

)

xi

由引理 4 可知

=

n
∑

k=0

S(n, k)k!

(

i− n− 1

i− k

)

xi

=

n
∑

k=0

S(n, k)k!(−1)i−k

(

n− k

i− k

)

xi

因此可得出
〈

n

i

〉

=
n

∑

k=0

(−1)i−k

(

n− k

i− k

)

k!S(n, k)。

例 6. 當n = 3且i = 2時,
〈

3

2

〉

=

3
∑

k=0

(−1)2−k

(

3− k

2− k

)

k!S(3, k)
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= (−1)2
(

3

2

)

0!S(3, 0) + (−1)1
(

2

1

)

1!S(3, 1) + (−1)0
(

1

0

)

2!S(3, 2)

= 0 + (−2) + 6 = 4

當n = 4且i = 2時,

〈

4

2

〉

=

4
∑

k=0

(−1)2−k

(

4− k

2− k

)

k!S(4, k)

= (−1)2
(

4

2

)

0!S(4, 0) + (−1)1
(

3

1

)

1!S(4, 1) + (−1)0
(

2

0

)

2!S(4, 2)

= 0 + (−3) + 14 = 11

最後, 在前面的第三節裡我們提到三角數與Eulerian 的關係, 我們將用性質2與 Stirling

數的定義來推得 Stirling 數與三角數的關係

定理 10.

S(n, k) =
x

∑

j=0

n
∑

i=0

(−1)x+j

(

x

j

)〈

n

i

〉

tnj+1−i

證明: 由性質2與 Stirling 數的定義可推得

xn =
n

∑

i=0

〈

n

i

〉

tnx+1−i =
n

∑

k=0

S(n, k)k!

(

x

k

)

。

將其以矩陣形式表示如下





























(

0
0

)

0 0 . . . 0 . . . 0
(

1
0

) (

1
1

)

0 . . . 0 . . . 0
(

2
0

) (

2
1

) (

2
2

)

. . . 0 . . . 0
...

...
...

. . .
... . . .

...
(

x

0

) (

x

1

) (

x

2

)

. . .
(

x

x

)

. . . 0
...

...
...

. . .
... . . .

...
(

n

0

) (

n

1

) (

n

2

)

. . .
(

n

x

)

. . .
(

n

n

)

























































0

0!S(m, 0)

1!S(m, 1)
...

x!S(m, x)
...

n!S(m,n)





























=





























∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn1−i
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn2−i
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn3−i

...
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tnx+1−i

...
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tnn+1−i
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由二項式定理可知上式中的
(

n

k

)

矩陣之反矩陣[2]為





























(

0
0

)

0 . . . 0

−
(

1
0

) (

1
1

)

. . . 0
(

2
0

)

−
(

2
1

)

. . . 0
...

...
. . .

...

(−1)x+0
(

x

0

)

(−1)x+1
(

x

1

)

. . . 0
...

...
. . .

...

(−1)n+0
(

n

0

)

(−1)n
(

n

1

)

. . . (−1)2n
(

n

n

)





























。

因此




























0

0!S(m, 0)

1!S(m, 1)
...

x!S(m, x)
...

n!S(m,n)





























=





























(

0
0

)

0 0 . . . 0

−
(

1
0

) (

1
1

)

0 . . . 0
(

2
0

)

−
(

2
1

) (

2
2

)

. . . 0
...

...
...

. . .
...

(−1)x
(

x

0

)

(−1)x+1
(

x

1

)

(−1)x+2
(

x

2

)

. . . 0
...

...
...

. . .
...

(−1)n
(

n

0

)

(−1)n+1
(

n

1

)

(−1)n+2
(

n

2

)

. . . (−1)2n
(

n

n

)





























×





























∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn1−i
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn2−i
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tn3−i

...
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tnx+1−i

...
∑n

i=0

〈

n

i

〉

tnn+1−i





























。

可推得

x!S(m, x) =

x
∑

j=0

(−1)x+j

(

x

j

) n
∑

i=0

〈

n

i

〉

tij+1−i

S(m, x) =
1

x!

x
∑

j=0

(−1)x+j

(

x

j

) n
∑

r=0

〈

n

i

〉

tij+1−i

=
1

x!

x
∑

j=0

n
∑

r=0

(−1)x+j

(

x

j

)〈

n

i

〉

tij+1−i。 ���
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例 7. 當n = 4且x = 2時,

S(4, 2) = 7

=
1

2!

2
∑

j=0

(−1)2+j

(

2

j

) 4
∑

i=0

t4j+1−i

=
1

2
((−1)2

(

2

0

) 4
∑

i=0

t41−i + (−1)3
(

2

1

) 4
∑

i=0

t42−i + (−1)4
(

2

2

) 4
∑

i=0

t43−i)

=
1

2
((−2)(

〈

4

1

〉

t41) + (

〈

4

1

〉

t42 +

〈

4

2

〉

t41))

=
1

2
(−2 + 5 + 11) = 7
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