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「賭徒輸光問題」 中的決策優化

鄧小東

摘要: 「賭徒輸光問題」 是隨機漫步 (Random Walk) 理論中一個典型問題, 主要探

討在由兩名博弈者參與、 單回合勝率及雙方賭本給定的情況下, 博弈者各自的首先輸

光賭本的概率。 本文對該問題相應的決策進行研究, 建立了通過增加賭本降低輸光概

率的量化優化方法, 並證明在特定情況下, 博弈中單回合勝率處於劣勢的一方將無法

通過增加賭本持續降低自己輸光的概率, 得出了放棄繼續增加賭本或放棄參與博弈

的條件。

關鍵詞: 賭徒輸光問題、 隨機漫步、 停止規則。

1. 引言

「賭徒輸光問題」 是隨機過程 (具體為 Markov Process) 中的一個經典問題, 常見的對

「賭徒輸光問題」 的描述如下: 兩賭徒甲、 乙進行多回合賭博。 賭徒甲有 a 元, 賭徒乙有 b 元,

每賭一局輸者給贏者 1 元, 沒有和局, 直到兩人中有一個輸光為止。 設在每一局中, 甲贏的概率

為 p, 輸的概率為 q = 1− p (即單回合勝率已給定), 求甲輸光的概率 (由對稱性可知, 使用完

全相同的方法也可求得乙輸光的概率) 。

可見, 「賭徒輸光問題」 的實質是帶有兩個吸收壁的隨機漫步問題。 將該問題抽象化, 可表

述如下: 如圖1, 在 x 軸上有一個質點, 受到一個外力的隨機作用, 以概率 p 向右或以概率 1−p

向左移動一個單位。 設吸收壁在 x = 0 和 x = c (c = a+ b), t = 0 時質點位於 a, 求質點在

x = 0 處 (或 x = c) 被吸收的概率。

圖 1:

「賭徒輸光問題」 有著一定的現實背景。 本文著力於研究該問題中的決策優化。
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2. 該問題的相關公式

設賭本為 x 的博弈者先輸光的概率為 ux, 其它假設、 條件及符號均同引言中的第一種表

述, 由參考文獻 [1] 中相關推導可給出如下結果:

(1) 當甲乙雙方單回合勝率相等, 即 p = q, 甲輸光的概率為

ua = 1− a

a+ b
=

b

a+ b
(2.1)

即在 p = q 的情況下, 甲輸光的概率與對手的賭本 b 成正比, 直觀的描述即賭本小者輸光

的概率更大。

甲、 乙在這種情況下的地位對稱, 所以乙輸光的概率為

ub =
a

a+ b
(2.2)

(2) 當甲、 乙雙方單回合勝率不等, 即 p ̸= q, 令 c = a+ b, r =
q

p
, 則甲輸光的概率為

ua =

(
q
p

)a

−
(

q
p

)c

1−
(

q
p

)c =
ra − rc

1− rc
(2.3)

由對稱性可得乙輸光的概率類似。

在上述兩種情況中, 均有 ua + ub = 1, 即在兩種情況下都總會有一人輸光。

3. 該問題中的決策優化

3.1. 通過增加賭本降低自己首先輸光的概率

一般情況下, 博弈雙方的單回合勝率不一, 兩者相同的理想情況極少出現。 而且, 在單回合

勝率相同 (即 p = q) 的情況下, 根據前一節分析, 雙方輸光的概率僅取決於其賭本的多少, 賭

本多者占據絕對優勢。 對應圖1, 博弈雙方勝率相同的情況相當於質點左右移動的概率相等, 可

以直觀看出, 若 p = q, 則質點到達某一個吸收壁的概率大小只與它的初始位置有關。 為規避輸

光的結果, 博弈者只需盡量多地籌集賭本, 而沒有其它對決策做出優化的餘地。

如果博弈參與者對自己的單回合勝率 p 有較悲觀的估計, 即 p < q, 則因 ux 不僅與單回

合勝率相關, 同時也受賭本量的影響, 博弈者可通過盡量增加自己的賭本彌補單回合勝率上的

劣勢。

前文通過引用給出了雙方勝率不相等 (p ̸= q) 情況下的相關公式, 即 (2.3) 式, 其中 p、 q

分別為甲、 乙的勝率 (q = 1− p), r =
q

p
, a、 b 為甲、 乙各自的賭本, c = a+ b。
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對 (2.3) 式進一步化簡, 得

ua =
ra − rc

1− rc
= 1− 1− ra

1− rc
(3.1)

這裏考慮乙的勝率大於甲的勝率 (p < q) 的情況。 取定一定的數值進行模擬, 取 r =
q

p
= 1.01,

b = 50, 可得如圖 2 的結果

圖 2:

由圖2可看出, 隨著甲方的賭本 a 持續增加, 其輸光的概率 ua 隨之降低。 可見在一般情

況下, 增加自己的賭本可以彌補單回合勝率上的劣勢。

令 ua = ub = 0.5, 即甲、 乙雙方輸光的概率相等, 則由 (3.1) 式可得

1

2
= 1− 1− ra

1− ra+b
(3.2)

1− 2ra =−ra+b

(3.2) 式是關於 a 的隱函數, 在勝率比 r =
q

p
、 乙方賭本 b 已知的情況下, 則可解得 a, 即求得

甲方需要准備多少賭本才能使雙方在博弈中的地位平等。 而在這一基礎上, 甲方繼續增加賭本

有可能使得自己輸光的概率小於乙方, 獲得博弈中的優勢地位。

這也就建立起了該類博弈的量化評估及優化方法。

3.2. 增加賭本失去意義的情況

直覺判斷一般會認為持續增加賭本可幫助將自己輸光的概率持續降低, 但通過更大範圍的

數值模擬可發現該概率隨賭本的單調變化呈收斂的狀態。 即在某些情況下持續增加自己的賭本

對降低自己輸光的概率將會失去效用。
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為得到這一現象的原因, 進一步分析 (3.1) 式。 考慮乙方勝率大於甲方的情況, 即 q > p,

則 r > 1, 可得

lim
a→+∞

ua = lim
a→+∞

(
1− 1− ra

1− ra+b

)
= 1− 1

rb
(3.3)

(3.3) 式說明了 ua 的極限是一個以 r (r =
q

p
)、 b 為自變量的函數, 與 a 無關。 這也就從分析

的角度證明了在甲方賭本 a 增大到一定量之後, 甲方輸光的概率 ua 將穩定在某一確定值 (即

ua 的極限), 且該值只與 r、 b 有關。

結合 (2.3) 式, 可得

1− 1

rb
=

ra − ra+b

1− ra+b
(3.4)

在相關條件已知的情況下, (3.4) 式可認為是關於 a 的隱函數, 對其求解, 則可得出甲方應該出

的最高的賭本 a∗ (a∗ ̸= 0)。 當 a = a∗, 甲方已將自己輸光的概率降低到了能夠達到的最小程

度, 繼續增加賭本也已無意義。

而由 (3.3) 式也可驗證, 在某些情況下, 甲方無論如何增加自己的賭本, 都不可能使自己

在與乙方的博弈中處於平等的地位, 即 ua 粧大於0.5。 這時甲方也應重新衡量自己是否與乙方

進行博弈。

3.3. 對最優停止規則的分析

「賭徒輸光問題」 一般說明在賭本小於對方的情況下, 即使勝率比為1 (p = q), 仍應放棄

參與該博弈。 但如果在參與博弈之前制定如下停止規則:“甲方贏得乙方 d 元後, 可選擇停止博

弈, 其中 d < a” (其它假設、 條件及符號均同引言中對 「賭徒輸光問題」 的第一種描述) , 則

此時即使甲方賭本 a < b, 但因 d < a (即相當於通過停止規則將乙方資本由 b 降為了 d,

d < a < b) , 甲方仍可在該博弈中占據優勢。

這說明了在類似 「賭徒輸光問題」 這樣的博弈過程中, 擁有“中止博弈”這一權力所能帶來

的巨大效益。 在對應的現實問題中, 例如商業合同的制訂中, 應盡力爭取以及謹慎賦予對方“中

止某項協議”的權力。
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