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Chebyshev 多項式與

線性二階遞迴序列之行列式表示法

翁翠微 · 顏綺美 · 陳政宏

1. 引言

Chebyshev 多項式由 Chebyshev 於 1854 年提出, 它在數值分析上有重要的地位 [11],

本文的目的是介紹 Chebyshev 多項式及線性二階遞迴序列之行列式。 在第二節中, 我們先介

紹 Chebyshev 多項式(一、 二型), 然後討論它與其他二階遞迴序列的關係 (見第三節), 在第四

節則求 Chebyshev 多項式之行列式表示式, 並應用於其他二階遞迴序列及特定行列式之值。

2. Chebyshev 多項式

Chebyshev[11] 於1854年考慮多項式序列 {Tn(x)}n≥0 = {cos(n cos−1 x)}n≥0。

令 θ = cos−1 x, 即 x = cos θ, 則 Tn(x) = cos(nθ) ⇔ Tn(cos θ) = cos(nθ).

因為 cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos θ cos(nθ), 我們可以得到

Tn+1(x) + Tn−1(x) = cos((n+ 1)θ) + cos((n− 1)θ)

= 2 cos(θ) cos(nθ)

= 2x cos(nθ)

= 2xTn(x),

即有下列遞迴關係

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), (n ≥ 1).

因此我們有下列之定義。

定義 2.1 (第一型 Chebyshev 多項式[11]). 第一型 Chebyshev 多項式序列 {Tn(x)}n≥0 定

義為

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ≥ 1.
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例 2.1. 利用定義 2.1, 我們有

n Tn(x)

0 1

1 x

2 2x2 − 1

3 4x3 − 3x

4 8x4 − 8x2 + 1

5 16x5 − 20x3 + 5x

6 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1

7 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x

同樣地, Chebyshev[11] 也考慮多項式序列 {Sn(x)}n≥0 = {sin(n cos−1 x)}n≥0。

令 Un(x) =
Sn+1(x)√
1− x2

, 則 Un(x) =
sin((n+ 1) cos−1 x)√

1− x2
。

令 θ = cos−1 x, 即 x = cos θ, 則
√
1− x2 = sin θ。

因此 Un(x) =
sin((n+ 1)θ)

sin θ
。

因為 sin(n+ 1)θ + sin(n− 1)θ = 2 cos θ sin(nθ), 我們可以得到

sin(n+ 1)θ = 2 cos θ sin(nθ)− sin(n− 1)θ,

同除以 sin θ 得到

sin(n+ 1)θ

sin θ
= 2 cos θ

sin(nθ)

sin θ
− sin(n− 1)θ

sin θ
,

所以,

Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x), n ≥ 2.

因此我們也有下列之定義。

定義 2.2 (第二型 Chebyshev 多項式 [11]). 第二型 Chebyshev 多項式序列 {Un(x)}n≥0

定義為

U0(x) = 1, U1(x) = 2x, Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x), n ≥ 1.
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例 2.2. 由定義 2.2, 可得

n Un(x)

0 1

1 2x

2 4x2 − 1

3 8x3 − 4x

4 16x4 − 12x2 + 1

5 32x5 − 32x3 + 6x

6 64x6 − 80x4 + 24x2 − 1

7 128x7 − 192x5 + 80x3 − 8x

為了找出 {Tn(x)}n≥0 及 {Un(x)}n≥0之一般式, 我們先定義生成函數。

定義 2.3 ([3]). 數列 {an}n≥0 的生成函數定義為
∑

n≥0 anx
n。 同理, 函數序列 {an(x)}n≥0

的生成函數定義為
∑

n≥0 an(x)z
n。

首先, 我們找出 {Tn(x)}n≥0 及 {Un(x)}n≥0 的生成函數。

定理 2.1 ([6]).

(a) {Tn(x)}n≥0 的生成函數 g(x, z) 為 g(x, z) =
1− xz

1− 2xz + z2
。

(b) {Un(x)}n≥0 的生成函數 h(x, z) 為 h(x, z) =
1

1− 2xz + z2
。

證明. (a) 令 g(x, z) 為 {Tn(x)}n≥0 的生成函數, 即 g(x, z) =
∑

n≥0 Tn(x)z
n。

g(x, z) = T0(x) + T1(x)z + T2(x)z
2 + · · ·

−2xzg(x, z) = −2xT0(x)z − 2xT1(x)z
2 − 2xT2(x)z

3 − · · ·

+ z2g(x, z) = T0(x)z
2 + T1(x)z

3 + T2(x)z
4 + · · ·

(1− 2xz + z2)g(x, z) = 1− xz

因此

g(x, z) =
1− xz

1− 2xz + z2
.

(b) 同理{Un(x)}n≥0 的生成函數證法相似。
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引理 2.1.

(a) Tn(x) =

(
x+

√
x2 − 1

)n
+
(
x−

√
x2 − 1

)n
2

。

(b) Un(x) =
(x+

√
x2 − 1)n+1 − (x−

√
x2 − 1)n+1

2
√
x2 − 1

。

證明. (a) 由定理 2.1 得知,∑
n≥0

Tn(x)z
n =

1− xz

1− 2xz + z2

=
1

2

[
1

1−
(
x+

√
x2 − 1

)
z
+

1

1−
(
x−

√
x2 − 1

)
z

]

=
1

2

{∑
n≥0

[(
x+

√
x2 − 1

)
z
]n

+
∑
n≥0

[(
x−

√
x2 − 1

)
z
]n}

=
∑
n≥0

1

2

[(
x+

√
x2 − 1

)n
+
(
x−

√
x2 − 1

)n]
zn

所以,

Tn(x) =

(
x+

√
x2 − 1

)n
+
(
x−

√
x2 − 1

)n
2

.

(b) 同理{Un(x)}n≥0 的證法相似。

註 2.1. 引理 2.1(a) 有更簡潔的證法, 因為 θ = cos−1 x, 故有 x = cos θ。

又 w = x+
√
x2 − 1 = cos θ +

√
cos2 θ − 1 = cos θ + i sin θ = eiθ

Tn(x) = cos(nθ)

=
1

2
(einθ + e−inθ)

=
1

2
(wn + w−n)

=

(
x+

√
x2 − 1

)n
+
(
x−

√
x2 − 1

)n
2

引理 2.2 (Girard-Wairing 公式 [7]).

an + bn =
∑

0≤k≤n
2

(−1)k
n

n− k

(
n− k

k

)
(a+ b)n−2k(ab)k (2.1)

an+1 − bn+1

a− b
=
∑

0≤k≤n
2

(−1)k
(
n− k

k

)
(a+ b)n−2k(ab)k (2.2)
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利用引理 2.1 及 2.2, 我們可得序列 {Tn(x)}n≥0 及 {Un(x)}n≥0 的一般式。

定理 2.2.

(a) Tn(x) =
1

2

⌊n
2
⌋∑

k=0

(−1)k
n

n− k

(
n− k

k

)
(2x)n−2k。

(b) Un(x) =

⌊n
2
⌋∑

k=0

(−1)k
(
n− k

k

)
(2x)n−2k。

證明. (a) 由引理 2.1 得知,

Tn(x) =

(
x+

√
x2 − 1

)n
+
(
x−

√
x2 − 1

)n
2

。

在引理 2.2 (2.1) 中, 我們令 a = x +
√
x2 − 1, b = x −

√
x2 − 1, 即 a + b = 2x,

ab = 1, 可得

Tn(x) =
1

2

⌊n
2
⌋∑

k=0

(−1)k
n

n− k

(
n− k

k

)
(2x)n−2k.

(b) 同理{Un(x)}n≥0 的證法相似, 在引理 2.2 (2.2) 中, 我們令 a = x +
√
x2 − 1, b =

x−
√
x2 − 1, 即 a+ b = 2x, ab = 1。

註 2.2 ([11]). 第三型 Chebyshev 多項式序列 {Vn(x)}n≥0 定義為

V0(x) = 1, V1(x) = 2x− 1, Vn+1(x) = 2xVn(x)− Vn−1(x) n ≥ 1;

第四型 Chebyshev 多項式序列 {Wn(x)}n≥0 定義為

W0(x) = 1, W1(x) = 2x+ 1, Wn+1(x) = 2xWn(x)−Wn−1(x) n ≥ 1.

其與第二型 Chebyshev 多項式的關係如下 :

Vn(x) = Un(x)− Un−1(x)

Wn(x) = Un(x) + Un−1(x)

因本文著重於第一型和第二型 Chebyshev 多項式, 故不詳加論述, 如讀者有興趣, 請見 [4] 和

[11]。

3. Chebyshev 多項式與其他序列之關係

在本節中, 我們想利用第一型及第二型 Chebyshev 多項式 {Tn(x)}n≥0、 {Un(x)}n≥0 表

出其他序列。
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3.1. 第一型 Chebyshev 多項式與其他序列之關係

定理 3.1. 線性遞迴序列 {bn(x)}n≥0 滿足遞迴關係式

bn(x) = A(x) · bn−1(x) +B · bn−2(x), b0 = 2, b1 = A(x).

其中 B ̸= 0, 則

bn(x) = 2

(
− 1

B

)−n
2

Tn

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)
. (3.1)

證明. 利用生成函數求得 bn(x) 的一般式為

2(αn+1 − βn+1)− A(x)(αn − βn)

α− β
=

αn(2α− A(x)) + βn(A(x)− 2β)

α− β
.

再利用 α + β = A(x), 得到 2α− A(x) = α− β, A(x)− 2β = α− β。 代回得

bn(x) = αn + βn (3.2)

其中 α =
A(x) +

√
A2(x) + 4B

2
, β =

A(x)−
√

A2(x) + 4B

2
。

已知第一型 Chebyshev 多項式 Tn(y) 滿足遞迴關係式 :

Tn(y) = 2yTn−1(y)− Tn−2(y), T0(y) = 1, T1(y) = y.

而 Tn(y) 的一般式為

Tn(y) =
rn + sn

2
, r(y) = y +

√
y2 − 1, s(y) = y −

√
y2 − 1.

若令 r(y) = kα, s(y) = kβ, 得到 :

y +
√

y2 − 1 = k · α (3.3)

y −
√

y2 − 1 = k · β (3.4)

將 (3.3)(3.4) 兩式相加得到

2y = k(α + β) = k · A(x) (3.5)

將 (3.3)(3.4) 兩式相減得到

2
√
y2 − 1 = k(α− β) = k ·

√
A2(x) + 4B (3.6)

再將 (3.5) 代入 (3.6), 並將等式左右兩邊平方得到

k2A2(x)− 4 = k2A2(x) + 4k2B
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→ −4 = 4k2B

→ k = ±
(
− 1

B

) 1
2

(3.7)

在這裡取 k =

(
− 1

B

) 1
2

。

將 α =
r

k
, β =

s

k
及 (3.7) 代回 (3.2) 中, 得到

bn(x) =
1

kn
(rn + sn)

=

(
− 1

B

)−n
2

2Tn

(
kA(x)

2

)
= 2

(
− 1

B

)−n
2

Tn

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)
註 3.1. 以上推導和[2]相似, 但將其結果推廣至多項式序列探討。

定義 3.1 (Lucas 多項式[8]). Lucas 多項式序列 {ℓn(x)}n≥0 的遞迴式定義為

ℓ0(x) = 2, ℓ1(x) = x, ℓn(x) = xℓn−1(x) + ℓn−2(x) (n ≥ 2).

推論 3.1. Lucas 多項式序列 {ℓn(x)}n≥0 和 Chebyshev 多項式之間的關係

ℓn(x) = 2inTn

(
−xi

2

)
.

證明. 在 (3.1) 中 (A(x), B) = (x, 1), 則

ℓn(x) = 2i−nTn

(
xi

2

)
= 2(−i)−nTn

(
−xi

2

)
(因為Tn(−x) = (−1)nTn(x))

= 2inTn

(
−xi

2

)
.

註 3.2. 在推論 3.1 中, 若 x = 1, 我們可以得到 Lucas 數列 {Ln}n≥0, 即

L0 = 2, L1 = 1, Ln = Ln−1 + Ln−2 (n ≥ 2),

因此,

Ln = 2inTn

(
− i

2

)
.
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定義 3.2 (第二型 Fermat 多項式[9]). 第二型 Fermat 多項式序列 {θn(x)}n≥0 的遞迴式定

義為

θ0(x) = 2, θ1(x) = x, θn(x) = xθn−1(x)− 2θn−2(x) (n ≥ 2).

推論 3.2. 第二型 Fermat 多項式序列 {θn(x)}n≥0 和 Chebyshev 多項式的關係

θn(x) = (
√
2)n+2Tn

(
x

2
√
2

)
.

證明. 在 (3.1) 中令 (A(x), B) = (x,−2), 則

θn(x) = 2

(
1

2

)−n
2

Tn

(
x

2

(
1

2

) 1
2

)

=
√
2
n+2

Tn

(
x

2
√
2

)
定義 3.3 (Pell-Lucas 多項式 [10]). Pell-Lucas 多項式序列 {Qn(x)}n≥0 的定義為

Q0(x) = 2, Q1(x) = 2x, Qn(x) = 2xQn−1(x) +Qn−2(x) (n ≥ 2).

推論 3.3 ([10]). Pell-Lucas 多項式序列 {Qn(x)}n≥0 和 Chebyshev 多項式的關係

Qn(x) = 2(−i)nTn(xi).

證明. 在 (3.1) 中令 (A(x), B) = (2x, 1), 則

Qn(x) = 2(−i)nTn(xi)

3.2. 第二型 Chebyshev 多項式與其他序列之關係

定理 3.2. 線性遞迴序列 {an(x)}n≥0 滿足遞迴關係式

an(x) = A(x)an−1(x) +Ban−2(x), a0(x) = 1, a1(x) = A(x).

其中 B ̸= 0。 則

an(x) =

(
− 1

B

)−n
2

Un

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)
. (3.8)

證明. 與定理 3.1 證明作法一樣, 令 r(y) = kα, s(y) = kβ 得到 (3.3)∼(3.7)。 而 an(x) 的

一般式 :

an(x) =
αn+1 − βn+1

α− β
(3.9)
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其中 α =
A(x) +

√
A2(x) + 4B

2
, β =

A(x)−
√

A2(x) + 4B

2
。

而 α =
r

k
, β =

s

k
及 (3.7) 代回 (3.9) 中, 得到

an(x) =

(
− 1

B

)−n
2

Un

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)
定義 3.4 (Fibonacci 多項式[5]). Fibonacci 多項式序列 {fn(x)}n≥0 的遞迴式定義為

f0(x) = 1, f1(x) = x, fn(x) = xfn−1(x) + fn−2(x) (n ≥ 2).

推論 3.4. Fibonacci 多項式序列 {fn(x)}n≥0 和 Chebyshev 多項式的關係

fn(x) = inUn

(
−xi

2

)
.

證明. 在 (3.8) 中令 (A(x), B) = (x, 1), 則

fn(x) = i−nUn

(
xi

2

)
= inUn

(
−xi

2

)
(因為Un(−x) = (−1)nUn(x))

註 3.3.

在推論 3.4 中, 若 x = 1, 我們可以得到 Fibonacci 數列 {Fn}n≥0 , 即

F0 = 1, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 (n ≥ 2),

因此

Fn = inUn

(
−i

2

)
.

定義 3.5 (Morgan-Voyce 多項式[12]). Morgan-Voyce 多項式序列 {Bn(x)}n≥0 的遞迴

式定義為

B0(x) = 1, B1(x) = x+ 2, Bn(x) = (x+ 2)Bn−1(x)−Bn−2(x) (n ≥ 2).

推論 3.5. Morgan-Voyce 多項式序列 {Bn(x)}n≥0 和 Chebyshev 多項式之間的關係

Bn(x) = Un

(
x+ 2

2

)
證明. 在 (3.8) 中令 (A(x), B) = (x+ 2,−1), 則

Bn(x) = Un

(
x+ 2

2

)
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定義 3.6 (第一型 Fermat 多項式[9]). 第一型 Fermat 多項式序列 {ϕn(x)}n≥0 的遞迴式

定義為

ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x, ϕn(x) = xϕn−1(x)− 2ϕn−2(x) (n ≥ 2).

推論 3.6. 第一型 Fermat 多項式序列 {ϕn(x)}n≥0 和 Chebyshev 多項式的關係

ϕn(x) = (
√
2)nUn

(
x

2
√
2

)
.

證明. 在 (3.8) 中令 (A(x), B) = (x,−2), 則

ϕn(x) =

(
1√
2

)−n

Un

(
x

2
√
2

)
=

√
2
n
Un

(
x

2
√
2

)
定義 3.7 (Pell 多項式 [10]). 已知 Pell 多項式序列 {Pn(x)}n≥0 的定義為

P0(x) = 1, P1(x) = 2x, Pn(x) = 2xPn−1(x) + Pn−2(x) (n ≥ 2).

推論 3.7. Pell 多項式序列 {Pn(x)}n≥0 和 Chebyshev 多項式的關係

Pn(x) = (−i)nUn(xi).

證明. 在 (3.8) 中令 (A(x), B) = (2x, 1), 則

Pn(x) = i−nUn(xi) = (−i)nUn(xi)

4. Chebyshev 多項式之行列式表示法

在本節, 我們找出第一型、 第二型 Chebyshev 多項式的行列式表示法, 並利用其得到其

他序列的行列式表示法。

4.1. 第一型 Chebyshev 多項式與其他序列之行列式表示法

定理 4.1 ([11]). 第一型Chebyshev 多項式序列 {Tn(x)}n≥0 的行列式表示法為

Tn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x −1 0 · · · 0 0 0

−1 2x − 1 · · · 0 0 0

0 −1 2x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 2x −1 0

0 0 0 · · · −1 2x − 1

0 0 0 · · · 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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證明. 令 Rn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x −1 0 · · · 0 0 0

−1 2x − 1 · · · 0 0 0

0 −1 2x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 2x −1 0

0 0 0 · · · −1 2x − 1

0 0 0 · · · 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

則

Rn(x) = 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x −1 · · · 0 0 0

−1 2x · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 2x −1 0

0 0 · · · −1 2x −1

0 0 · · · 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1−1 · · · 0 0 0

0 2x · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 2x −1 0

0 0 · · · −1 2x −1

0 0 · · · 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

= 2xRn−1(x)−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x · · · 0 0 0
...
. . .

...
...

...

0 · · · 2x −1 0

0 · · · −1 2x −1

0 · · · 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−2)×(n−2)

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 0 0
...
. . .

...
...

...

0 · · · 2x −1 0

0 · · · −1 2x −1

0 · · · 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

= 2xRn−1(x)−Rn−2(x)

且

R1(x) =
∣∣∣x∣∣∣ = x = T1(x), R2(x) =

∣∣∣∣∣2x −1

−1 x

∣∣∣∣∣ = 2x2 − 1

當 n = 2 時, R2(x) = 2xR1(x)−R0(x), 所以 R0(x) = 2x2 − (2x2 − 1) = 1 = T0(x)。 因

為 Rn(x) 的遞迴關係及起始條件皆與 Tn(x) 相同, 故

Tn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x −1 0 · · · 0 0 0

−1 2x −1 · · · 0 0 0

0 −1 2x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 2x −1 0

0 0 0 · · · −1 2x − 1

0 0 0 · · · 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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註 4.1. 這個定理出現於 [11] 的習題, 但並未證明。

定理 4.2. 定理 3.1 中 {bn(x)}n≥0 的行列式表示法為

bn(x) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x) −
√
Bi 0 · · · 0 0 0

−
√
Bi A(x) −

√
Bi · · · 0 0 0

0 −
√
Bi A(x) · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · A(x) −
√
Bi 0

0 0 0 · · · −
√
Bi A(x) −

√
Bi

0 0 0 · · · 0 −
√
Bi A(x)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

(4.1)

證明. 由定理 3.1 得知,

bn(x) = 2

(
− 1

B

)−n
2

Tn

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)
再根據定理 4.1, 我們有 Tn(x) 的行列式表示法, 可得到

bn(x) = 2

(
− 1

B

)−n
2

Tn

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)

= 2(
√
Bi)nTn

(
A(x)

2
√
Bi

)

= 2(
√
Bi)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x)√
Bi

−1 0 · · · 0 0 0

−1 A(x)√
Bi

−1 · · · 0 0 0

0 −1 A(x)√
Bi

· · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · A(x)√
Bi

−1 0

0 0 0 · · · −1 A(x)√
Bi

−1

0 0 0 · · · 0 −1 A(x)

2
√
Bi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x) −
√
Bi 0 · · · 0 0 0

−
√
Bi A(x) −

√
Bi · · · 0 0 0

0 −
√
Bi A(x) · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · A(x) −
√
Bi 0

0 0 0 · · · −
√
Bi A(x) −

√
Bi

0 0 0 · · · 0 −
√
Bi A(x)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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註 4.2. 由證明我們可得

bn(x) = 2

(
− 1

B

)−n
2

Tn

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)

= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x) −
√
Bi 0 · · · 0 0 0

−
√
Bi A(x) −

√
Bi · · · 0 0 0

0 −
√
Bi A(x) · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · A(x) −
√
Bi 0

0 0 0 · · · −
√
Bi A(x) −

√
Bi

0 0 0 · · · 0 −
√
Bi A(x)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

推論 4.1. Lucas 多項式序列 {ℓn(x)}n≥0 的行列式表示法為

ℓn(x) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x − i 0 · · · 0 0 0

− i x − i · · · 0 0 0

0 −i x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · x −i 0

0 0 0 · · · − i x −i

0 0 0 · · · 0 − i x
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 在 (4.1) 中令 (A(x), B) = (x, 1)。

註 4.3. 根據推論 4.1, 令 x = 1, 則 Lucas 數列 {Ln}n≥0 的行列式表示法為

Ln = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 − i 0 · · · 0 0 0

− i 1 − i · · · 0 0 0

0 −i 1 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 1 −i 0

0 0 0 · · · − i 1 −i

0 0 0 · · · 0 − i 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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推論 4.2. 第二型 Fermat 多項式序列 {θn(x)}n≥0 的行列式表示法為

θn(x) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
√
2 0 · · · 0 0 0√

2 x
√
2 · · · 0 0 0

0
√
2 x · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · x
√
2 0

0 0 0 · · ·
√
2 x

√
2

0 0 0 · · · 0
√
2 x

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 在 (4.1) 中令 (A(x), B) = (x,−2)。

推論 4.3. Pell-Lucas 多項式序列 {Qn(x)}n≥0 的行列式表示法為

Qn(x) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x − i 0 · · · 0 0 0

− i 2x − i · · · 0 0 0

0 −i 2x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 2x −i 0

0 0 0 · · · − i 2x − i

0 0 0 · · · 0 − i x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 在 (4.1) 中令 (A(x), B) = (2x, 1)。

4.2. 第二型 Chebyshev 多項式與其他序列之行列式表示法

定理 4.3. 第二型 Chebyshev 多項式序列 {Un(x)}n≥0 的行列式表示法為

Un(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x − 1 0 · · · 0 0 0

− 1 2x − 1 · · · 0 0 0

0 −1 2x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 2x −1 0

0 0 0 · · · − 1 2x −1

0 0 0 · · · 0 − 1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 與定理 4.1 證法類似。



52 數學傳播 38卷3期 民103年9月

定理 4.4. 定理 3.2 中 {an(x)}n≥0 的行列式表示法為

an(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x) −
√
Bi 0 · · · 0 0 0

−
√
Bi A(x) −

√
Bi · · · 0 0 0

0 −
√
Bi A(x) · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · A(x) −
√
Bi 0

0 0 0 · · · −
√
Bi A(x) −

√
Bi

0 0 0 · · · 0 −
√
Bi A(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

(4.2)

證明. 由定理 3.2 得知,

an(x) =

(
− 1

B

)−n
2

Un

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)
再根據定理 4.3, 我們有 Un(x) 的行列式表示法, 可得到

an(x) =

(
− 1

B

)−n
2

Un

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)

= (
√
Bi)nUn

(
A(x)

2
√
Bi

)

= (
√
Bi)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x)√
Bi

−1 0 · · · 0 0 0

−1 A(x)√
Bi

−1 · · · 0 0 0

0 −1 A(x)√
Bi

· · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · A(x)√
Bi

−1 0

0 0 0 · · · −1 A(x)√
Bi

−1

0 0 0 · · · 0 −1 A(x)√
Bi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x) −
√
Bi 0 · · · 0 0 0

−
√
Bi A(x) −

√
Bi · · · 0 0 0

0 −
√
Bi A(x) · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · A(x) −
√
Bi 0

0 0 0 · · · −
√
Bi A(x) −

√
Bi

0 0 0 · · · 0 −
√
Bi A(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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註 4.4. 由證明我們可得

an(x) =

(
− 1

B

)−n
2

Un

(
A(x)

2

(
− 1

B

) 1
2

)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x) −
√
Bi 0 · · · 0 0 0

−
√
Bi A(x) −

√
Bi · · · 0 0 0

0 −
√
Bi A(x) · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · A(x) −
√
Bi 0

0 0 0 · · · −
√
Bi A(x) −

√
Bi

0 0 0 · · · 0 −
√
Bi A(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

推論 4.4. Fibonacci 多項式序列 {fn(x)}n≥0 的行列式表示法為

fn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x − i 0 · · · 0 0 0

− i x − i · · · 0 0 0

0 −i x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · x −i 0

0 0 0 · · · − i x − i

0 0 0 · · · 0 − i x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 在 (4.2) 中令 (A(x), B) = (x, 1)。

註 4.5. 根據推論 4.4, 令 x = 1, 則 Fibonacci 數列 {Fn}n≥0 的行列式表示法為

Fn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 − i 0 · · · 0 0 0

− i 1 − i · · · 0 0 0

0 −i 1 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 1 −i 0

0 0 0 · · · − i 1 − i

0 0 0 · · · 0 − i 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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推論 4.5. [13] Morgan-Voyce 多項式序列 {Bn(x)}n≥0 的行列式表示法為

Bn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ 2 1 0 · · · 0 0 0

1 x+ 2 1 · · · 0 0 0

0 1 x+ 2 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · x+ 2 1 0

0 0 0 · · · 1 x+ 2 1

0 0 0 · · · 0 1 x+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 在 (4.2) 中令 (A(x), B) = (x+ 2,−1)。

推論 4.6. 第一型 Fermat 多項式序列 {ϕn(x)}n≥0 的行列式表示法為

ϕn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
√
2 0 · · · 0 0 0√

2 x
√
2 · · · 0 0 0

0
√
2 x · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · x
√
2 0

0 0 0 · · ·
√
2 x

√
2

0 0 0 · · · 0
√
2 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 在 (4.2) 中令 (A(x), B) = (x,−2)。

推論 4.7. Pell 多項式序列 {Pn(x)}n≥0 的行列式表示法為

Pn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x − i 0 · · · 0 0 0

−i 2x −i · · · 0 0 0

0 −i 2x · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 2x −i 0

0 0 0 · · · −i 2x −i

0 0 0 · · · 0 − i 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

證明. 在 (4.2) 中令 (A(x), B) = (2x, 1)。
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我們特別地提出行列式型如

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 · · · 0 0 0

b a b · · · 0 0 0

0 b a · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · a b 0

0 0 0 · · · b a b

0 0 0 · · · 0 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
之值可由定理 4.4 及其與 Un(x)

的關係式求得, 以下提供兩個例子。

例 4.3. 張福春和莊淨惠 [1] 考慮 n× n 行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b 0 · · · 0 0 0

b b b · · · 0 0 0

0 b b · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · b b 0

0 0 0 · · · b b b

0 0 0 · · · 0 b b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(其中

b > 0) 之值, 我們也可以利用 (4.2) 得到相同的結果。 比較 Dn 和 an(x), 令 A(x) = b,

−
√
Bi = b, 則 B = −b2, 由註 4.4, 我們可得

Dn =

(
1

b2

)−n
2

Un

(
b

2

(
1

b2

) 1
2

)

= bnUn

(
1

2

)
= bn

sin
(
(n+ 1) cos−1 1

2

)√
3
4

= bn
2√
3
sin
(
(n+ 1)

π

3

)
= bn

2√
3
sin
(π
3
+

nπ

3

)
= bn

2√
3

(
sin

π

3
cos

nπ

3
+ cos

π

3
sin

nπ

3

)
= bn

(
cos

nπ

3
+

1√
3
sin

nπ

3

)
例 4.4. 同樣地, [1] 中提出之習題4的第6題也可以用相同的方法得到答案。
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我們令

En =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6 3 0 · · · 0 0 0

3 6 3 · · · 0 0 0

0 3 6 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 6 3 0

0 0 0 · · · 3 6 3

0 0 0 · · · 0 3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

比較 En 和 an(x), 令 A(x) = 6, −
√
Bi = 3, 則 B = −9。 由註 4.4 我們可得

En =

(
1

9

)−n
2

Un

(
3

(
1

9

) 1
2

)
= 3nUn(1)

再由 [11] 得 Un(1) = n+ 1, 則 En = (n+ 1)3n。
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