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幾種常見的數學思維方法

周春荔

從思維的基本成分方面對數學思維進行分類, 有數學形象思維; 數學邏輯思維; 數學直覺

思維三大類。 在認識數學規律、 解決數學問題的過程中, 還常常使用由其自身特點所形成的一

些數學思維方式、 方法, 主要的有類化思維、 配對思維、 函數思維、 空間思維、 程序思維、 整體

思維、 極端思維和構造思維等。

1. 求同為依據的類化思維

在形式邏輯中, 分類是揭示概念外延的一種邏輯方法。 分類, 一要有分類標準, 二要既不遺

漏又不重複。 比如對全體正整數, 按能否被2整除為標準可以分為奇數與偶數兩大類; 按約數的

個數可以劃分為單位1 (1個正約數)、 質數 (2個正約數)、 合數 (正約數的個數 ≥ 3) 三類。 對

三角形的問題可以分為直角三角形、 銳角三角形和鈍角三角形三類進行討論; 對實數的問題有

時按正數、 負數與零三類進行研究; 有時按有理數與無理數兩大類數進行分析。 這些都是在中

學數學中常見的類化思維的例子。

分類方法在數學上的直接表現是集合的分劃。 研究複雜的數學物件, 往往把具有共同性質

的部分分為一類, 形成數學上很有特色的思維方法 —類化思維。

設物件為集合 M , M1,M2, . . . ,Mk 為其子部分。

若 M =
∪k

i=1Mi 且 Mi

∩
Mj = ∅, (i ̸= j, i, j = 1, 2, . . . , k) 則稱 M1,M2, . . . ,Mk

為 M 的一個分劃。 若對每個 Mi 都認識清楚了, 對 M 的規律一般說來也就容易概括。 俗語說

“物以類聚, 人以群分”, 就體現了類化思維的道理。

有人說, 不會正確分類就不可能學好數學, 這是非常有道理的。 分類思想在中小學數學中

非常有用。 主要體現在分類討論或分情況說理在求解數學問題中的應用。

例1. 商店的糖果有3千克及5千克兩種包裝, 貨源充足保證供應。 求證 : 凡購買8千克和8千克

以上的整數千克的糖果, 售貨員都不需要拆包就可支付。

分析: 這個問題轉化為純數學問題就是對自然數 N ≥ 8, 一定存在非負整數 m, n, 使得 N =

3m+ 5n 成立。
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證明: 對 N ≥ 8, 按被 3 除的餘數分類討論:

(1) 若 N = 3k(k ≥ 3), 這時給顧客 k 包 3千克的糖果即可。

(2) N = 3k + 1(k ≥ 3), 因為 3k + 1 = 3(k − 3) + 2× 5, 所以給顧客 k − 3 包 3 千克包

裝的糖果及 2 包 5 千克包裝的糖果即可。

(3) N = 3k − 1(k ≥ 3), 因為 3k − 1 = 3(k − 2) + 1× 5, 所以給顧客 k − 2 包 3 千克包

裝的糖果及一包 5 千克包裝的糖果即可。

綜上討論表明, 對任意購買不小於8千克的整數千克的糖果, 都可以用3千克及5千克的包裝不

用拆包即可完成支付。

例2. 證明: 平面上不過 △ABC 頂點的直線至多與 △ABC 的兩邊相交。

證明: 設 △ABC 所在平面為 α, l 是 α 上不過 A, B, C 的一條直線。 顯見, 直線 l 將平面分

為兩個半平面, l 下方的部分記為 (I), l 上方的部分記為 (II)。 (I)、 (II) 看作兩個抽屜, A, B,

C 三點看作 3 個蘋果, 由抽屜原則, (I)、(II) 中有一個含有 A, B, C 中至少兩個點。 為確定起

見, 不妨設 (I) 中至少含有 B、C 兩點, 顯然線段 BC 與 l 沒有公共點。 即 l 與 △ABC 的

BC 邊不相交。 因此可以斷言, l 至多與 △ABC 的 AB, AC 兩邊相交。

例3. 平面上五個點, 任三點不共線。 一定存在其中的四個點為一個凸四邊形的四個頂點。

分析: 平面上五個點, 任三點不共線。 但5個點在平面上的分佈有無窮多種情況, 如何入手呢?

不妨把點的分佈分成幾類,關鍵是確定好分類標準。 可以按包圍這5個點的 “最小的凸多邊形”的

情形分為3類: (1) 包圍這5個點的“最小的凸多邊形”是凸五邊形; (2) 包圍這5個點的“最小的

凸多邊形”是凸四邊形; (3) 包圍這5個點的“最小的凸多邊形”是三角形。

若五個點構成一個凸五邊形的五個頂點, 其中的任意四點就是一個凸四邊形的四個頂點

(圖1(a))。

若有四個點是某個凸四邊形的四個頂點, 另一點在這個凸四邊形內, (圖1(b)), 顯然。

(a) (b) (c)

圖 1
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若有三個點是個三角形的三個頂點, 另二點在這個三角形內, 比如, D,E 兩點在 △ABC

內 (圖1(c)), 連接 DE 與 AB, AC 相交, 不與邊 BC 相交, 則 B,C,D,E 就是一個凸四邊

形的四個頂點。

問題解決了, 人們將包圍一個平面點集的“最小的凸多邊形”叫做這個平面點集的“凸包”,

於是, 由平面點集的分類產生了平面點集的“凸包”的概念。 平面點集的”凸包”就成為了對平面

點集分類的一種思維方法。

2. 一一相對應的配對思維

原始人以狩獵、 採摘野果為生。 對獲得的果實, 需要一定的記數方法, 比如, 打來一個獵物

就存放一顆石子, 最後, 數一數堆放的石子的個數就可以知道獵物的總數. 由於石子堆放容易散

亂, 改成“結繩記數”就更為實用了。 在人類的記數過程中, 逐漸形成了“一一對應”的配對思維。

一一對應的概念在現代數學中扮演著重要的角色。

對有限集合 S 的元素個數, 我們記為 |S|。
設 A 與 B 是兩個有限集合, 如果 A 與 B 之間能建立一一對應 (即存在 A 到 B 的一

一映射), 則 |A| = |B| (兩個集合元素個數相等)。

例1. 如圖 (a) 是一個圍棋盤。 它由橫豎各19條線組成。 問圍棋盤上有多少個與圖 (b) 的小正

方形一樣的正方形?

解: 我們先在圖 2(b) 中小正方形找一個代表點 E (右下角)。 然後將小正方形按照題意放在圍

棋盤圖 2(a) 上, 仔細觀察。

(a) (b)

圖 2
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(1) 點 E 只能在棋盤右下角的正方形 ABCD (包括邊界) 的格子點上。

(2) 反過來, 右下角正方形 ABCD中的每一個格子點都可以作為小正方形的點 E。 也只能作

為一個小正方形的點 E。

這樣就將“小正方形”與正方形 ABCD 中的格子點一一配對。 很容易看出正方形 ABCD

中格子點共 10× 10 = 100 個。

所以圖 2(a) 中有 100 個與 (b) 一樣的正方形。

例2. 圓周上有 n(n ≥ 4)個點, 用直線段 (圓的弦) 將它們兩兩相連成弦, 問: 這些弦在圓內的

交點最多有多少個?

易知, 在“這些弦中任三條不共點”的條件下, 這些

弦在圓內的交點個數最多。 但交點個數如何計算呢? 我

們不妨分析一下, 一個交點是如何產生的? 哈! 圓上任

四個點連成的四邊形對角線有一個交點, 反之, 兩條弦

圓內的交點對應這兩條弦的四個端點 (圓上四邊形的四

個頂點), 建立了這個一一對應關係後立刻求得這些弦在

圓內的交點數最多為 C4
n 個。 圖 3

例3. 從 8 × 8 的棋盤上剪掉對角上的兩個方格。 問這個缺角棋盤能用 31 個 1 × 2 的矩形骨

牌覆蓋住嗎?

你動手試一試, 發現這個缺角棋盤不能用31張 1× 2 的矩形骨牌覆蓋。 因此猜想, 這個缺

角棋盤不能用31張 1× 2 的矩形骨牌覆蓋住! 於是試著分析其中的道理。

理由如下: 將這個缺角棋盤的方格黑白相間二染色, 可得 32 個黑格, 30 個白格 (如圖5). 而

1× 2 的矩形骨牌蓋住的小方格恰是 1 黑、 1 白。 如果這個缺角棋盤能用 1× 2 的矩形骨牌蓋

滿, 則黑色小方格與白色小方格的個數相等。 與32個黑格, 30個白格的事實矛盾!

圖 4 圖 5

所以, 這個缺角棋盤不能用31張 1× 2 的矩形骨牌覆蓋住!
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例4. 證明: 任何六個人的聚會, 其中總有三個人彼此相識或彼此不相識。

要證明這一結論, 我們可以把六個人用平面內的六個點 A、 B、 C、 D、 E、 F 表示, 設它

們無三點共線, 並約定每兩個相識者的點之間用實線連

結, 不相識者的點之間用虛線連結。 這樣原問題等價轉

化為“在15 條線段中總存在完全由實線段或完全由虛線

段組成的三角形 (簡稱為實三角形或虛三角形)”。 現在

不妨取 A 點來考察。 由 A 點同其餘五個點連線, 其中

至少有三條同虛、 實, 不妨設這三條為 AB、 AC、 AD

同為實線。 再考察 B、 C、 D 這三點之間的連線情況,

不難發現, 無論用實線段連或虛線段連, 都必然會出現

一個實三角形或虛三角形。

圖 6

本題思維的特點是六個人 {a, b, c, d, e, f} 與六個點 {A,B,C,D,E, F} 建立一一對應:

a ↔ A; b ↔ B; c ↔ C; d ↔ D; e ↔ E; f ↔ F 。

兩人相識 ↔ 對應的兩點連實線; 兩人不相識 ↔ 對應的兩點連虛線。

因此, 3個人兩兩相識 ↔ 對應三點為頂點的三角形為實線邊的三角形;

3個人兩兩不相識 ↔ 對應三點為頂點的三角形為虛線邊的三角形。

這樣就使 6 個人相識關係的問題等價轉化為平面 6 個點中的關係問題, 從而應用平面點

集的討論證明了這個初看起來很難處理的問題。

正如數學家指出的: 在兩個集合之間建立一一對應關係, 並進一步研究由這些關係所引出

的命題, 可能是現代數學的中心思想。1

3. 運動為特點的函數思維

數學所研究的往往是運動變化著的量及其相互之間的關係, 而這主要是利用函數 (或映射)

來實現的。 運用函數 (映射) 概念和性質來認識數學規律、 解決數學問題的數學思維就是函數思

維。 函數思維的特點在於對數學物件與其性質之間一般的和個別的相互關係的動態認識。 正如

數學教育家克萊因所說: “一般受教育者在數學課上應該學會的重要的事情是用變數與函數來

思考。” 可見函數思維在數學思維中的重要地位。

例1. 一個四面體中有五條棱長都是1。 求這樣的四面體體積的最大值。

分析: 設另一條棱的長為 x, 顯然四面體的體積只隨著棱長 x 的變化而變化, 因此體積值是 x

的函數 F (x), 其定義域為 (0,
√
3), 如圖7。 四面體的底面積 (△BCD 的面積) 為定值

√
3

4
,

1[美]莫里茲, 數學家言行錄, 南京, 江蘇教育出版社, 1990, 51。
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所以其體積由 A 點到底面 △BCD 的距離來決定, 將

面 ACD 以 CD 為軸旋轉, 在運動變化中對 A 點進

行考察。 其體積的最大值取決於 A 點到底面 △BCD

的最大距離, 即側面 ACD 與底面垂直時, A 點到底面

△BCD 的距離, 這個距離等於

√
3

2
, 所以四面體體積

的最大值為
1

3
·
√
3

4
·
√
3

2
=

1

8
。

圖 7

例2. 點 P 從 O 出發, 按逆時針方向沿周長為 l 的圖

形運動一周, O, P 兩點的距離 y 與點 P 走過的路程

x 的函數關係如圖8所示。

那麼點 P 所走過的圖形是 ( )。
圖 8

(A) (B) (C) (D)

思考: 由於在四個選擇項中選取, 不妨採用排除法: (A), (B) 的圖形的對應圖像在開始階段應

是直線 y = x 的一部分。 不會是曲線, 故 (A), (B) 應排除。 (D) 圖中 O 點不在長 (短) 軸的

端點時, 圖像不對稱, (D) 也應排除; 所以只能選 (C)。 事實上, 對於圓來講, O, P 兩點的距離

y 與點 P 所走的路程 x 之間函數關係的圖像恰如圖 8。 答: 選 (C)

例3. 試確定方程 3
√
x2 − 9 + 4

√
x2 − 16 + 5

√
x2 − 25 =

120

x
的解集。

思考分析:方程 3
√
x2 − 9+4

√
x2 − 16+5

√
x2 − 25 =

120

x
的定義域為 x ≥ 5。 在 [5,+∞)

上, 左邊 y1 = 3
√
x2 − 9+4

√
x2 − 16+5

√
x2 − 25 (嚴格單增), 右邊 y2 =

120

x
(嚴格單減),

所以 y1 與 y2 的圖形有且只有一個交點, 即方程 3
√
x2 − 9+4

√
x2 − 16+5

√
x2 − 25 =

120

x
有且只有一個解。

試算易知, x = 5 滿足方程 3
√
x2 − 9 + 4

√
x2 − 16 + 5

√
x2 − 25 =

120

x
, 因此方程

3
√
x2 − 9 + 4

√
x2 − 16 + 5

√
x2 − 25 =

120

x
的解集是 {5}。

例4. 設 a, b, c 兩兩不等, 證明:

bc

(a− b)(a− c)
+

ca

(b− c)(b− a)
+

ab

(c− a)(c− b)
= 1.
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將左邊通分化簡來論證, 方法繁瑣。 我們從變數 x 的函數觀點來考慮, 構造輔助方程:

(x− b)(x− c)

(a− b)(a− c)
+

(x− c)(x− a)

(b− c)(b− a)
+

(x− a)(x− b)

(c− a)(c− b)
= 1. (∗)

這是關於 x 的不超過二次的方程, 容易驗證, 它有三個不同的根 x = a, x = b, x = c。

故 (∗) 式是關於 x 的粧等式, 即對於任何 x 值, (∗) 式均成立。 特別地, 取 x = 0, 就得出了所

求證的粧等式。

一般地, 要解某一數學問題, 如根據所給條件能適當建立起函數關係, 把它化為一個已經

會解的問題; 或把它轉化為另一個數學問題, 當解出它以後, 把所得結果反回去 (利用反函數)

就得到原來問題的解。 如借助座標法把幾何問題轉化為 (利用映射) 代數問題, 然後運用代數方

法解決這個代數問題, 於是把所得結果反回去 (利用逆映射) 就得到幾何問題的解。 這些都是運

用函數思維的體現。

4. 形狀與方位的空間思維

在研究一些數學問題時, 常需要運用有關圖形的知識和豐富的空間想像來解決。 這種運用

圖形的知識和空間想像來認識數學規律, 解決數學問題的數學思維就是空間思維。 空間思維的

特點在於善於在頭腦中構成研究物件的空間形狀和簡略的結構, 並能將對實物所進行的一些操

作, 在頭腦中進行相應的思考。 空間思維不僅在學生學習幾何時常要用到它, 而且“還可以讓學

生借助于某種圖形, 來表達這樣或那樣的數學物件、 操作以及這些物件間的關係, 這種圖形具有

各式各樣的特點”。2

例1. 正方形的林場裡面有白楊樹和榆樹。 小明從樹林的西南角走入樹林東行, 見到一株白楊樹

就往北走, 見到一株榆樹就往東走, 最後, 小明走到了東北角上, 共走了2000米。 問: 正方形林

場的面積是多少平方米?

圖 9

解: 小明往正北走路程可能分許多段。 不管是多少段, 可

以想像得到, 各段距離的和正好是正方形南北方向的一

條邊長1000米; 同樣, 小明往正東走若干段距離的和也

正好是東西方向的一條邊長1000米。 如圖9所示。 所以,

正方形面積等於1000000(平方米)。

例2. 一條白色的正方形手帕, 它的邊長是18釐米, 手

帕上橫豎各有二紅條, 如圖10左圖陰影所示部分, 紅條

寬都是2釐米。 問: 這條手帕白色部分的面積是多少?

2[蘇]奧加涅相:《中小學數學教學法》 第132頁, 測繪出版社,1983年。
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容易看出, 手帕中白色部分的面積等於手帕總面積

(圖10) 減去四個紅條覆蓋的面積. 然而紅條的面積又

有重疊. 這樣直接計算較為複雜。 有沒有較簡單的辦法

呢? 我們設想, 豎的兩個紅條向左平移緊貼在一起, 並

與正方形左邊界重合, 橫的兩個紅條向下平移緊貼在一

起, 並與正方形下邊界重合, 如圖10右圖所示。 這樣平

移後白色部分的總面積不變, 等於邊長為14的正方形的

面積, 為196平方釐米。

圖 10

例3. 在美麗的平面珊瑚礁圖案中, 三角形都是直角三

角形, 四邊形都是正方形. 如果圖11中所有的正方形的

面積之和是980平方釐米。 問: 最大的正方形的邊長是

多少釐米?

初看圖形似乎找不到解題的線索。 但仔細觀察, 發

現每個直角三角形與相鄰的三個正方形恰構成畢氏定理

的圖形結構, 於是找到了思維的突破口。 根據畢氏定理

的圖形可知, 圖11中所有正方形的面積之和等於5倍的

最大的正方形的面積, 為980平方釐米。 所以最大的正

方形面積是 980÷ 5 = 196平方釐米。 因此最大的正方

形的邊長等於14釐米。

答: 最大的正方形的邊長等於14釐米。

圖 11

圖 12例4. 圖12中大正方形的邊長等於 10釐米, 小正方形的

邊長等於 3 釐米. 這個“回字形”既是一個多面體的俯

視圖, 也是這個多面體的正視圖。 問: 這種多面體的體

積最大是多少立方釐米?

圖 13

圖 14

解: 發揮空間想像力, 由於這個”回字形”既是一個多面

體的俯視圖, 也是這個多面體的正視圖, 想像出最大體

積時的這個多面體左視圖如圖13所示, 多面體如圖14

所示。 其體積為

1

2
× 103 +

1

2
× 33 = 500 + 13.5 = 513.5 (立方釐米)。

答: 這個多面體的最大體積是 513.5 立方釐米。

例5. 有人曾給受試者提出如下問題:“用六根火柴作出四個等邊三角形, 使三角形每邊由一根火
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柴構成。”

在解決這個問題時, 由於一般三角形是平面的, 材料也是在平面上出現的, 大多數受試者

都在平面上作種種嘗試 (這是過濾性的分析)。 在多次嘗試失敗以後, 有的受試者逐漸作出對條

件和要求之間聯繫的深入分析, 例如, 有的受試者說: “三角形有三條邊, 四個三角形要有12條

邊. 但火柴只有六根, 這就意味著每根火柴都要作為兩個三角形的公共邊。” 這樣一來, 綜合的

分析就出現了。 這個考慮方向促使受試者從立體方面去尋找解決的辦法。

圖 15

綜合的分析是思維活動的主要環節。 它使客體顯露

出新的方面, 客體參加到新的聯繫中, 新的性質就表現

出來.這時, 受試者通過綜合的分析得出了新的想法: “每

個邊都是公共邊”的實現, 只有在空間圖形之中, 把六根

火柴擺成一個正四面體 (圖15), 這就綜合實現了這個方

案。 這充分體現了綜合的創造性。

例6. 在 3 × 3 × 3 的正方體玻璃支架上有 27 個單

位立方體空格。 每個單位立方體空格中至多放有一個彩

球。 要使主視圖、 俯視圖、 左視圖都如右圖中所示。 問正

方體支架上至少需放多少個彩球? 請你放置出來。

答: 至少放9個彩球。

一種放法如下:

(x, y, z)

上層 (1,3,3) (2,1,3) (3,2,3)

中層 (1,1,2) (2,2,2) (3,3,2)

下層 (1,2,1) (2,3,1) (3,1,1)

圖 16

5. 排序為手段的程序思維

在日常生活中, 一班新同學按個子高矮排成一隊, 這實際是按身高排序。 等公共汽車, 人們

在站前排隊, 很有秩序, 這是按到車站的先後次序來排隊, 將無序的狀態整理為有序, 使我們能
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更好地處理問題。

在數學中, 任給兩個有理數, 我們可以比較它們的大小。 同樣, 任給兩個實數, 我們也可以

比較它們的大小。 這稱為實數的有序性。 因此, 給定 a1, a2, . . . , an 這 n 個實數, 我們一定可以

按量值由小到大排成一列, 只要給出 n 個實數, 它們在量值大小上的序也就確定了。 只是題目中

沒有明確指出。 這時, 我們可以 “不妨設這 n 個實數就是 a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ an”,

將次序關係揭示出來, 會對解題造成很多便利條件, 會使分類討論變得簡潔, 條理清晰。 例如,

三條線段 a, b, c 能夠構成三角形三邊的充分必要條件是:
a < b+ c

b < c+ a

c < a+ b

如果我們將線段 a, b, c 按長度大小排序為 c ≤ b ≤ a, 則線段 a, b, c 構成一個三角形三

邊的充分必要條件就可簡化為 a < b+ c。

下面舉例示範排序思想在解題中的應用。

例1. 平面上給定7個不同的點。 試證: 一定可以畫一個圓, 使圓內恰有4個點, 圓外有3個點。

其實, 我們只要能確定所畫的圓的圓心與半徑就可以了。 設 7 個點為 P1, P2, P3, P4, P5,

P6, P7, 將它們兩兩連接共計 21 條線段: P1P2, P1P3, . . ., P1P7, P2P3, . . ., P6P7, 分別作

這 21 條線段的垂直平分線 lij (i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, i ̸= j)。 在平面上取不在這21條直線

lij 上的一點 O, 則由線段垂直平分線的性質可知, O 到 P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7 的距離兩

兩不等。 不失一般性, 我們設

OP1 < OP2 < OP3 < OP4 < OP5 < OP6 < OP7 (排序! )。

取 r = 1
2
(OP4 + OP5), 則 OP4 < r < OP5。 以 O 為圓心, r 為半徑畫 ⊙ (O, r), 則 P1,

P2, P3, P4 這 4 個點在該圓內部, P5, P6, P7 這 3 個點在該圓的外部。

例2. 七個採蘑菇的兒童共採了 100 個蘑菇。 其中任兩個兒童採的蘑菇個數都不相等。 求證: 一

定有三個兒童採的蘑菇個數之和不少於50個。

設想, 七個兒童採的蘑菇個數, 由多到少依次設為 a1 > a2 > a3 > a4 > a5 > a6 > a7

(排序! )。 則 a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7 = 100。 我們只須證明 a1+a2+a3 ≥ 50 即可。

如果 a3 ≥ 16, 則 a2 ≥ 17, a1 ≥ 18。 此時 a1 + a2 + a3 ≥ 18 + 17 + 16 = 51 > 50。 如果

a3 < 16, 則有 a3 ≤ 15。 此時 a4 ≤ 14, a5 ≤ 13, a6 ≤ 12, a7 ≤ 11。 於是 a4+a5+a6+a7 ≤
14+13+12+11 = 50。 所以 a1+a2+ a3 = 100− (a4+ a5+ a6+a7) ≥ 100− 50 = 50。

綜上所述, 一定有三個兒童採的蘑菇的個數不少於 50 個。
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例3. 如果正整數 x1, x2, x3, x4, x5 滿足 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = x1x2x3x4x5。 問 x5 的最

大值是多少?

由於 xi 的地位輪換對稱, 地位平等, 易知 x5 的最大值也就是 x1, x2, x3, x4 的最大值。

為確定起見, 不妨設 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4 ≤ x5 (排序! ) 則

1 =
1

x2x3x4x5

+
1

x1x3x4x5

+
1

x1x2x4x5

+
1

x1x2x3x5

+
1

x1x2x3x4

≤ 1

x4x5

+
1

x4x5

+
1

x4x5

+
1

x5

+
1

x4

=
3 + x4 + x5

x4x5

於是得 x4x5 − x4 − x5 ≤ 3, 即 (x4 − 1)(x5 − 1) ≤ 4。

若 x4 = 1, 則 x1 = x2 = x3 = x4 = 1。 題設等式為 4 + x5 = x5 矛盾!

若 x4 > 1, 則 x5 − 1 ≤ 4, 即 x5 ≤ 5。

當 x5 = 5 時容易找到滿足條件的陣列 (1, 1, 1, 2, 5), 所以 x5 的最大值是 5。

例4. 給出 5 條線段, 它們中任三條都能構成三角形。 則由這5條線段構成的三角形中至少有一

個是銳角三角形。

要直接找到哪三條線段構成銳角三角形是極為困難的! 我們正難則反, 不妨從反面入手分

析。 我們只要說明: 如果任三條都不能構成銳角三角形, 必會產生矛盾就可以了!

不妨設這五條線段 a1, a2, a3, a4, a5 滿足 a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤ a5 (排序! )。

假設這五條線段中任三條組成的三角形都不是銳角三角形, 根據餘弦定理, 我們有:a23 ≥
a21 + a22, a

2
4 ≥ a22 + a23, a

2
5 ≥ a23 + a24,

相加得 a25 ≥ a21 + 2a22 + a23 ≥ 2(a21 + a22) ≥ (a1 + a2)
2。

所以 a5 ≥ a1 + a2. 這與 a1, a2, a5 三條線段構成三角形的條件 a5 < a1 + a2 矛盾! 所

以, 由所給的這 5 條線段構成的三角形中至少有一個是銳角三角形。

以上諸例, 不論是證明題還是計算題、 智巧題, 均由於對實數排序而為解題創設了有利的

條件。 有人說, 數學的發展, 其研究的物件已經是模式和秩序。 因此, 排序的思想應從中、 小學

階段逐步進行滲透。

6. 把握不變性的整體思維

整體與局部是對立統一的。 一般情況下, 為了弄清整體, 常把整體分為有限個部分, 如果對

每個部分都弄清楚了, 就便於綜合概括得出整體的性質, 使問題得以解決。 然而, 有些問題, 有

些時候, 局部情況相當複雜, 如果盲目進入局部探索, 往往會陷入五里霧中。 此時, 如果能從整

體上把握方向, 常會找到問題的簡明解法。 所謂整體思維就是從問題的整體性質出發, 發現問題

及整體的結構特性, 從而導出局部結構和元素的特性。 就好像進入林海中需要望北斗、 看年輪

(或帶上指南針) 掌握方向一樣, 整體思維是幫我們解題的重要思維方式之一。
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例1. 對 32541 這個五位數, 能否改變各個數字的位置, 變成一個質數?

許多學生的做法是先排除個位數是 2, 4, 5 的情況, 再注意考察剩下的 48種情形用篩選法

解決。 但直覺思維能力較強的學生, 會從整體上把五個數字考察一番, 由 3+2+5+4+1 = 15,

而 15 被 3 整除, 所以 3、 2、 5、 4、 1 這五個數位組成的五位數必能被 3 整除, 不能是質數。 於

是, 便一眼看出了答案。 無論如何改變 32541 的數字排列, 都不能使之變為質數。

例2. 1024名乒乓球選手用淘汰制爭奪單打冠軍。 問: 應進行多少場比賽? 為什麼?

解法1: 因每兩人比賽一場, 第一輪要比賽 1024
2

場, 第二輪要比賽 1024
22

場, 第 3、4、5、6、7、8、9

輪分別要比賽 1024
23

, 1024
24

, 1024
25

, 1024
26

, 1024
27

, 1024
28

, 1024
29

場, 第 10 輪比賽 1024
210

場, 最終決出冠

軍. 可見, 共應比賽

1024

2
+

1024

22
+

1024

23
+

1024

24
+

1024

25
+

1024

26
+

1024

27
+

1024

28
+

1024

29
+

1024

210

= 512 + 256 + 128 + 64 + 32 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 1023(場).

解法2: 從整體思想考慮, 即從淘汰制看, 每場比賽總要淘汰一名選手, 現在1024名選手中要決

出冠軍, 需淘汰1023名選手, 因此需要進行1023場比賽。

上面兩種解法比較, 顯然, 解法2簡潔明快, 美不勝收。 從中可以品位到應用整體思維解題

的特點。

例3. 甲、 乙二人從相距20千米的兩地同時出發相向而行。 甲的速度為6千米/時, 乙的速度為

4千米 / 時。 一隻小狗與甲同時出發向乙奔去, 遇到乙後立即調頭向甲跑去, 遇到甲後又立即調

過頭來向乙跑去, . . ., 直到甲、 乙二人相遇為止. 若小狗的速度是13千米 / 時, 在這一奔跑過

程中, 小狗的總行程是多少千米?

分析: 如果從小狗各段跑的時間和距離去計算, 每個部分都很複雜, 最後還要求一個無窮遞縮等

比數列的和。 這對中小學生是難於處理的。 究其原因, 就在於一開始我們的思路就被小狗牽著鼻

子走, 盲目地闖入了“小狗的總行程等於各部分行程的和”的思路中。 如果我們跳出來站在旁觀

者的位置縱覽全局, 就會看到, 小狗與甲、 乙同時起步, 往返於二人之間, 直到二人相遇為止。 這

時小狗跑的總時間就是甲、 乙二人從出發到相遇所用的時間 20
6+4

= 2 (小時), 從而可迅速得到

小狗奔跑的總路程為 13× 2 = 26 (千米)。 用整體思維幫我們解題, 真是妙趣橫生!

例4. 已知一個 4× 4 的數表 
−1 2 −3 −4

5 6 −7 −8

9 − 10 − 11 12

13 −14 15 − 16
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如果把它的任一行 (橫行) 或一列 (豎行) 中的所有數同時變號, 稱作一次變換。 試問能否

經過有限次變換, 使表中的數全變為正數?

分析: 如果你想按行、 列去實驗, 看能否碰到表中的數全變為正數的情況, 這種實驗的次數不可

窮盡, 因此實際行不通。 這時你若站在局外縱覽, 就會發現每一次變換只改變表中一行 (或列)

中4個數的符號, 但並不改變這4個數的乘積的符號。 由此入手, 就從整體上找到了思維的突破

口。 因為每行、 每列都是4個數。 當每一次變換, 只改變表中一行 (或一列) 中4個數的符號, 並

不改變這一行 (列) 中4個數乘積的符號, 從而也不會改變表中16個數乘積的符號. 但表中共有

9個負數, 所以表中16個數乘積的符號為負, 於是無論作多少次操作變換, 表中16個數的乘積

總是負的。 不會變為表中各數都為正數, 從而使乘積為正的狀態。

例5. 證明, 不存在具有奇數個面, 每個面都有奇數條邊的多面體。

如果一個個多面體去實驗, 很難得到結論。 最好的辦法是考察多面體的各面的邊數之和及

其奇偶性, 從反面分析入手。

設多面體有 n 個面, 每個面有 a1, a2, . . . , an 條邊, 記

S = a1 + a2 + · · ·+ an.

如果 n 及 a1, a2, . . . , an 都是奇數, 則 S 是奇數個奇數之和, 因而是個奇數。 但是多面體的每

條棱都是多面體兩個相鄰面上多邊形的公共邊, 因此, S 是多面體中總棱數的兩倍, 是個偶數。

上述兩件事產生矛盾, 所以不可能存在題設條件的多面體.

通過上述各例, 我們看到, 從整體上考察事物的數量性質, 使我們擺脫了對局部細節中的

難以弄清的數量關係的糾纏。 反而使眼界更加開闊, 洞察力更為深刻, 能起到出奇制勝一舉解決

問題的作用。 其表現形式是對整體上不變性質、 不變數量等特性的把握。 整體思維對數學解題

思路很有幫助。 在數學上有著廣泛的用途, 我們應當努力掌握它!

7. 考慮邊值的極端思維

在你寫出的 n 個實數中, 其中必有一個最小的, 也必有一個最大的。 這是最簡單的極端性

思維. 在宏觀的估值中, 比如, 200人的單位義務捐款, 已知每人至少捐50元, 那麼200人捐款

不少於 50 × 200 = 10000 元。 就是利用極端性思考。 在推理證明中, 極端性思維是非常有用

的思維方法。

例1. 在容器中放有70個球, 其中有20個紅球, 20個綠球, 20個黃球, 其餘是黑球和白球。 各

球大小、 質地相同, 只是顏色不同。 現欲在黑暗中取球, 使得它們之中某一種顏色的球不少於10

個, 問: 必須至少摸取出多少個球?

我們可以看出, 滿足題設要求, 即某一種顏色的球不少於10個, 只能從紅、 綠、 黃三種色
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球中產生。 我們現在考慮最壞的情形, 即在所取的球中應包含有黑球與白球共10個, 9個紅球、9

個綠球和9個黃球, 共計37個球。 只要我們再取1個球, 此球必為紅、 綠、 黃三色之一, 故必有一

種顏色的球不少於10個。 由此得知, 我們至少取38個球才能使“某一種顏色的球不少於10個”。

例1的解法中的獨到之處在於:“考慮最壞的情形”。 也就是考慮極端的情況。 其基本依據是:

1. 設 N 是正整數集, M 是 N 的一個非空子集, 則 M 中必有最小數。

2. 設 R 是實數集, M 是 R 的有限非空子集, 則 M 中必有最小數, 也必有最大數。

例2. 在一次乒乓球循環賽中, n (n ≥ 3) 個選手中沒有全勝的。 請你證明: 一定可以從中找到

3名選手 A, B, C, 使得 A 勝 B, B 勝 C 且 C 勝 A。

開始想不出頭緒, 考慮勝的最多的選手, 設為 A, 由於“n (n ≥ 3) 個選手中沒有全勝的”,

所以 A 未全勝, 即至少存在選手 C, 有 C 勝 A。

另外, 在被 A 所戰敗的選手中, 一定存在某個選手 B 是勝 C 的。 如若不然, 會出現被 A

戰勝的選手也是被 C 戰勝的選手。 但 C 又戰勝了 A, 則 C 所戰勝的選手數將大於 A 所戰勝

的選手數。 這與 A 是勝的最多的選手的假設相矛盾!

因此, 一定可以從中找到 3 名選手 A, B, C, 使得 A 勝 B, B 勝 C 且 C 勝 A。

例2的解法關鍵是抓住了“勝的最多的選手”, 利用這一點, 解決了我們“無從著手”的難處,

使解題簡潔明快!

在“證明有一個 x 它具有性質 P (x)” 類型的涉及狀態存在性的問題時, 從“考察極端”入

手的極端性原理是非常重要的思考途徑。

例3. 證明: 任意凸五邊形中都能找到三條對角線, 由這三條對角線為邊可以構成一個三角形。

圖 17

證明: 在凸五邊形 ABCDE 的五條對角線中存在最

長的對角線設為 BD (考慮極端! ), 又設對角線 BE,

DA 相交於點 P 。

顯然 BP < BE, DP < AD。

有 BD < BP +DP < AD + BE, 因此 BD,

BE, AD 三條對角線為邊可以構成一個三角形。

例4. 某校學生中, 沒有一個學生讀過學校圖書館的所有圖書。 又知道圖書館內任何兩本書至少

被一個同學都讀過。 證明: 一定能找到兩個學生甲、 乙和三本書 A、 B、 C, 使得甲讀過 A、 B

沒讀過 C, 而乙讀過 B、 C 沒讀過 A。

要認真分析題意, 注意如下兩個條件: (1) 沒有一個學生讀過學校圖書館的所有圖書; (2)

任何兩本書都至少被一個同學讀過。

第一步, 取讀書最多的一位學生設為甲 (考慮極端! )。 由條件 (1), 甲沒讀過圖書館中的所
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有的圖書. 因此, 至少有一本書 C 甲沒讀過。 在被甲讀過的書中任取一本為 B, 根據 (2), B、

C 至少被一位學生讀過。 不妨設讀過 B, C 的學生是乙。 易知乙̸=甲 (因甲未讀過 C)。

圖 18

第二步, 可以斷言, 甲讀過的所有書中一定有乙未

讀過的書 (否則, 甲讀過的書乙都讀過, 而乙比甲還多

讀一本書 C, 這與甲是讀書最多的一個學生的假設相矛

盾)。 為確定起見, 設 A 是甲讀過的書中乙未讀過的。這

樣一來, 我們就找到了甲、 乙兩個學生和 A, B, C 三本

書, 滿足甲讀過 A, B 沒有讀過 C, 乙讀過 B, C 沒有

讀過 A。

例5. 證明: 不存在四個正整數 x, y, z, u, 它們滿足方程 x2 + y2 = 3(z2 + u2)。

分析, 方程的形式很有特點, 左邊是 x2 + y2, 右邊有 z2 + u2。 不妨從 x2 + y2 的最小整

數值入手考慮。

假設滿足 x2 + y2 = 3(z2 + u2) 的四個正整數存在, 則其中必有使 x2 + y2 取得最

小值的那一組 (考慮極端! ), 如果有若干組解都使 x2 + y2 取最小值, 我們只取其中一組即

可。 設這四元陣列為 (a, b, c, d)。 由方程 a2 + b2 = 3(c2 + d2) 可知, 3 | a2 + b2, 容易證明

3 | a2 + b2 ⇔ 3 | a 且 3 | b。 因此可設 a = 3m, b = 3n。 所以 a2 + b2 = 9m2 + 9n2 =

3(c2 + d2), 即 c2 + d2 = 3(m2 + n2)。 這樣我們找到了四個正整數組 (c, d,m, n) 滿足方程

x2 + y2 = 3(z2 + u2), 同時 c2 + d2 < a2 + b2。 這與 a2 + b2 是使 x2 + y2 取最小值的選擇

相矛盾。 因此, 不存在四個正整數 x, y, z, u 滿足方程 x2 + y2 = 3(z2 + u2)。

8. 建構可實現的構造思維

我們考察數學思維, 就要考察數學思維的物件, 過程與結果。 數學概念是思維的基本材料,

是數學大廈的磚瓦, 沙石, 木料, 而關係、 定理、 公式是連接這些材料的粘合劑或構架。 比如, 一

個集合 A, 我們通過取子集的方法可以構造出它的冪集, 這樣一來, 就產生了一個由包含與被包

含的關係所引起的新的不尋常的結構。 從兩個集合 A 與 B 中取 A 的元素 a 和 B 的元素 b,

組成元素對 (a, b), 所有這樣的元素對的集合又產生出一種新的結構, 記為 A × B, 這就是集

合 A 與 B 的笛卡兒積。 人們完全可以設想, 學習數學的過程也就是在頭腦中產生和建構數學

知識形成數學認知結構的過程。 下面我們分析如何在思維中實現建構, 從而認識數學結構的構

造性思維。

數學思維就其過程來說, 是將數學概念、 公式、 關係通過思維的組合聯結為一個結構, 綜合

為頭腦中的一個新的思維創造物或想像物, 這個過程稱之為數學思維中的構造。 實現構造的具

體操作叫做建構。
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為了說明數學中的構造, 先從我自己於1985年給北京數學奧林匹克學校講的一道例題的

分析談起。

例1. 證明, 存在兩個無理數 x, y, 使 z = xy 是有理數。

證法1: 這是我講的證法, 用反證法。 設對於任何兩個無理數 x, y 來說, z = xy 都是無理數。

那麼,
√
2
√
2

就一定是無理數。 進而 (
√
2
√
2
)
√
2 =

√
2
√
2·
√
2
= (

√
2)2 = 2 是有理數, 因此得出

矛盾。 這表明, “對於任何兩個無理數 x, y 來說, z = xy 都是無理數” 的假設不能成立, 因此,

“存在兩個無理數 x, y, 使 z = xy 是有理數”是正確的。

當時, 人大附中的丹陽同學提出了下面的另一種解法。

證法2: 我們已知
√
2 與 log2 9 都是無理數, 令 x =

√
2, y = log2 9, 則有 z = xy =√

2
log2 9 = 2log2 3 = 3 是有理數。 問題得證。

比較例 1 的兩種證法, 證法 1 雖很巧妙, 但證明完畢, 我們對
√
2
√
2

到底是個有理數還

是無理數並不清楚。 證明的基礎是排中律與矛盾律。 若
√
2
√
2

是個有理數, 這就是我們要找的

例子; 若
√
2
√
2

是個無理數, 則 (
√
2
√
2
)
√
2 = 2 就是我們要找的例子。 證法2則是構造了一個

滿足問題條件的實例, 構作的“元件”是無理數
√
2 與 log2 9, 構作的“支架”是對數基本關係式

aloga b = b。 證法1是非構造性的間接證明, 證法2簡單明快, 是一種構造性證明。 在證法2中,

以問題已知元素或條件為“元件”, 數學中的某些關係式為“支架”, 在思維中構作了一個新的“建

築物”。 這種思維操作有一定的普遍意義。 我們再通過一道例題來概括這種思維操作的特點。

例2. a, b, c, d 都是正數, 證明: 存在這樣的三角形, 它的三邊長等於

√
b2 + c2,

√
a2 + c2 + d2 + 2cd,

√
a2 + b2 + d2 + 2ab.

並計算這個三角形的面積。

分析: 如果要利用三線段構成三角形的充分必要條件來判定滿足條件要求的三角形的存在性,

不是容易之舉。 再用海倫公式根據三邊計算這個三角形面積就更使人望而生畏了。

怎麼辦? 在這“山窮水複疑無路”之際, 只要注意到

√
b2 + c2,

√
a2 + (c+ d)2,

√
(a+ b)2 + d2,

的特點, 就會點燃思想的火花, 考慮利用畢氏定理把這

三條線段構作出來, 不妨試試看!

圖 19

如圖19, 以 a+b, c+d 為邊畫一個矩形 ABCD。

陰影所示的三角形 CEF 的三條邊:
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CE =
√
a2 + (c+ d)2, CF =

√
(a+ b)2 + d2, EF =

√
b2 + c2,

滿足題設條件的三角形作出來了, 當然, 它的存在性也就自明了。 設 △CEF 的面積是 S, 顯然

S = (a+ b)(c+ d)− 1

2
bc− 1

2
d(a+ b)− 1

2
a(c+ d) =

1

2
(ac+ bc+ bd).

真可謂“柳暗花明又一村”了。

例1、 例2的解法表明, 在解題過程中, 由於某種需要, 要麼把題設條件中的關係構造出來,

要麼將這些關係設想在某個模型上得到實現, 要麼把題設條件經過適當的邏輯組合而產生一種

新的形式, 從而使數學問題獲得解決。 在這個過程中思維活動的特點是“構造”, 構造是思維中綜

合過程的一種最高級的表現形式和結果。

在構造性思維過程中, 一般化、 特殊化、 巧妙地對概念進行分析與綜合, 最後製造出一種新

的產品–思維的創造物與想像物。 需要注意, “構造”不是一般的綜合, 而是巧妙地對概念進行的

分析與綜合, 它是綜合的高級形式。

思維的構造活動, 是思維在分析基礎上進行綜合的高級形式。 思維的構造是一種思維的過

程, 在這個過程中, 往往體現出諸多種思維方式的綜合。 也可以大體看到作為構造活動的幾個基

本環節。

圖 20

圖 21

例3. 若 a > 0, b > 0, 求證 a2 + b2 ≥ 2ab。

分析: 所證的不等式等價於
a2

2
+

b2

2
≥ ab。

a2

2
可作為腰為 a 的等腰三角形的面積,

b2

2
可作為腰為

b 的等腰三角形的面積, ab 可作為邊長為 a, b 的長方

形面積。 於是可得圖 20 的構圖。

證明: 作長方形 ABCD, 使 BC = a, CD = b (不

妨 a ≥ b)。 延長 BA 到 E, 使 BE = a。 連接 EC,

交 AD於 F 。 則 S△EBC =
a2

2
, S△FDC =

b2

2
而

SABCD = ab。 顯然 S△EBC + S△FDC ≥ SABCD 即

a2

2
+

b2

2
≥ ab。 也就是 a2 + b2 ≥ 2ab。

容易看出, 當且僅當 a = b 時, 成立等式。

其實用圖21的構想也可以證明 a2 + b2 ≥ 2ab。

例4. 若 a, b,m 都是正數, 並且 a < b。 求證:
a+m

b+m
>

a

b
。

分析: 對正數 a, b 的關係 a < b 可用直角三角形中直角邊 a 小於斜邊 b 來表示。 同理, 設想
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a+m

b+m
=

a

b
時, 可利用相似三角形來表示, 於是得出如下的直觀證法。

證明: 作 Rt△ABC, 使 ∠C = 90◦, AC = a, AB = b。 延長 AC 到 D, 使得 CD = m,

則 AD = a+m。 過 D 作 AD 的垂線交 AB 的延長線於 E, 過 B 作 AD 的平行線交 DE

圖 22

於 K。 顯見, BE > BK = CD = m。 由 △ACB ∼
△ADE, 可得

a

b
=

AD

AE
=

a+m

b+BE
<

a+m

b+m
。

這樣, 我們利用圖形證明了這個不等式。

其實, 這個常用的重要不等式很好理解。設想, b 克

的糖水中含糖為 a 克, 當然有 b > a > 0。 其濃度為 a
b

若再溶入 m 克糖後, 糖水的濃度增大, 為
a+m

b+m
, 由

a+m

b+m
>

a

b
, 與糖水變得更甜的直感完全一致。

例5. 正數 a, b, c, A,B,C 滿足條件 a+A = b+B = c+C = k。 求證:aB+bC+cA < k2。

這是第 21 屆全蘇數學競賽八年級的一道試題。 先給出原試題給出的代數解法, 然後再與

我們的幾何解法比較。 可以更好地領悟幾何圖形解法的妙處。

代數解法: 因為 k3 = (a+ A)(b+B)(c+ C)

= abc+ Abc+ acB + ABc+ abC + AbC + aBC + ABC

= abc+ ABC + aB(c+ C) + cA(b+B) + bC(a+ A)

> aBk + bCk + cAk = k(aB + bC + cA)

又因為 k > 0, 所以 k2 > aB + bC + cA。 即 aB + bC + cA < k2。

不難見到, 完成以上代數法證明, 要求具備很好的因式分解的基本功。

幾何證法: 利用我們給出的代數關係式的幾何表示, 將 k2 看成邊長為 k 的正方形面積。 先作

一個邊長為 k 的正方形 PQMN , 設 PQ = b+B, QM = a+ A。

圖 23 圖 24
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若 a ≤ C 令 PN = C + c, MN = A + a, 在正方形 PQMN 內, 如圖 23 完成面積

為 aB, bC, cA 的三個長方形, 三個未塗陰影的長方形面積之和恰為 aB + bC + cA, 顯然小

於正方形 PQMN 的面積 k2。

若 a > C, 如圖24完成面積為 aB, bC, cA 的三個長方形, 三個未塗陰影的長方形面積

之和恰為 aB + bC + cA, 顯然也小於正方形 PQMN 的面積 k2。 這個證法簡單明快, 直觀

有趣, 小學生也可以理解。

例6. 已知 a > b > 0, 求證: (a+ b)2 = (a− b)2 + 4ab。

解: 很容易用下面的幾何圖形 (如圖25) 加以證明。 這個圖中 ABCD 是邊長為 a+ b 的正方

形, 它的面積 (a + b)2 等於中間的正方形的面積 (a− b)2 與邊上 4 個面積為 ab 的長方形的

面積之和。

圖 25 圖 26

例7. 已知 x > 0, 求證:x+
1

x
≥ 2。

解: 其實, 結合圖25仔細想一想, 可以用數形結合的方法來證明這個不等式。 如圖26, 因為

x > 0, 所以
1

x
> 0 且 x · 1

x
= 1 即圖 26 中的每個陰影長方形的面積都等於 1。

圖 27

正方形 ABCD 的面積為 (x+
1

x
)2, 這個面積顯

然不小於 4 個面積等於 1 的陰影長方形的總面積, 即

(x +
1

x
)2 ≥ 4。 兩邊開平方得 x +

1

x
≥ 2 (等號在

x =
1

x
= 1 時達到)。 這個證法既簡潔又直觀! 精彩!

例8. 如圖 27 所示, 面積為13平方釐米、 29平方釐米

和34平方釐米的三張正方形紙片拼放在一起, 中間恰圍

成 △ABC。 求 △ABC 的面積是多少平方釐米?

解: 注意到 13 = 32 + 22, 29 = 52 + 22, 34 = 52 + 32。
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圖 28

如圖 28 作邊長為 5 釐米的正方形 AMNP , 分

成 5× 5 = 25 個 1 平方釐米的正方形網格。 根據畢氏

定理, 可知圖 28 中的 AB, BC, CA 分別等於題圖中

3 個正方形的邊長。 因此 △ABC 的面積可求。

事實上,

△ABC 的面積

= 5× 5− 1

2
× 3× 5− 1

2
× 2× 5− 1

2
× 2× 3

= 9.5(平方釐米) 答: △ABC 的面積的面積為 9.5 平方釐米。

例9. 若 x>0, y>0, z>0。 求證:
√

x2 − xy + y2 +
√
y2 − yz + z2 >

√
z2 − zx+ x2。

解: 注意到 x > 0, y > 0, z > 0,√
x2 − xy + y2 =

√
x2 + y2 − 2xy cos 60◦

圖 29

表示以 x, y 為邊夾角為 60◦ 的三角形的第三邊。 同

理
√
y2 − yz + z2,

√
z2 − zx+ x2 也有類似的幾何

意義。 這樣, 我們構作頂點為 O 的四面體 O-ABC, 使

得 ∠AOB = ∠BOC = ∠COA = 60◦, OA = x,

OB = y, OC = z, 則有

AB =
√

x2 − xy + y2,

BC =
√

y2 − yz + z2,

CA=
√
z2 − zx+ x2,

由 △ABC 中, AB+BC > AC, 所以
√
x2 − xy + y2+

√
y2 − yz + z2 >

√
z2 − zx+ x2。

此法更是令人拍案叫絕!

例10. 直徑為 5 的圓中放入 10 個點。 求證, 其中必有兩個點, 它們之間的距離小於2。

很容易看出這是個抽屜原則問題。 只要將直徑為 5 的圓分為 9 個區域, 10 個點中至少有

兩個點分佈在同一區域。 問題只要使每個區域中任二點距離都小於 2 就可以了。

設想將圓九等分, 連接圓心與各分點, 成為九個相等的扇形。 顯然, 每個區域都不能保證任

二點間的距離都小於2。 這種設想失敗。 分析原因, 問題在於沿半徑方向最長可達 2.5, 所以我

們要減少沿半徑方向的長度, 另法建構抽屜。



i
i

“C38N110” — 2014/3/27 — 19:47 — page 96 — #21 i
i

i
i

i
i

96 數學傳播 38卷1期 民103年3月

圖 30

為此, 先把圓等分為 8 個扇形, 再以圓心 O 為中

心, 0.9 為半徑畫圓。 這樣構想出以這個小圓為一個抽

屜, 8個被切扇形所餘部分為另 8 個抽屜, 共計 9 個抽

屜。 小圓直徑為 1.8 < 2。 剩下, 我們再檢驗截角曲邊

扇形 ABCD 中任兩點間的距離小於 2。 如圖 30, 弧

AB <
5× 3.2

8
= 2 所以 AB < 2。

AD = BC = 2.5− 0.9 = 1.6 < 2.

BD = AC =
√
OA2 +OC2 − 2×OA×OC cos 45◦

=

√
2.52 + 0.92 − 2× 2.5× 0.9×

√
2

2
≤

√
3.91 < 2.

可見, 曲邊扇形 ABCD 中任兩點間的距離都小於2。

這樣我們就構造了合於題設的九個抽屜。 10 個點放在圓中, 至少有兩個點落在同一個抽屜

內, 其間的距離小於 2。

我們從此例看到, 初步的構想, 是粗線條的, 大方向對, 方法不對, 也不會成功。 要從可分

成的九個抽屜的集合中, 選擇合於題設條件的九個抽屜。 所以, 構造其實是一種選擇! 在這種選

擇中, 與個人的直覺經驗、 知識見聞、 閱歷深淺, 藝術修養等都很有關係。

我們看到的事物, 不管有意或無意, 都把它的形象留在潛意識中了。 這叫記憶表像。 所謂想

像, 就是對頭腦中的記憶表像進行加工改造, 創造出新的形象的思維過程。 這個新形象稱為想像

表像。 如果你構想的新形象過去有過, 這個想像表像叫做再造想像。 如果你構想的新形象為過去

所沒見過的, 這個想像表像叫做 創造想像。

由類比聯想到加工改造構造出一種模式、 結構、 程序、 圖式, 是想像為思維插上了翅膀! 對

事物的分析綜合, 要善於類比聯想。 不光要精巧的技藝, 更需要思維大膽的想像! 這樣, 只有這

樣, 思維的構造才能變為改造世界能動的力量!

—本文作者任教於北京首都師範大學數學科學學院—

小品
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