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楊振寧的一個猜想

林開亮

介紹

1961年, 楊振寧先生與伯厄斯 (Nina Byers) 提出了用量子統計力學的基本結果 —BCS 理

論— 來解釋磁通量量子化的設想。這個工作引導他試圖去瞭解 BCS 理論以及庫珀對 (Cooper

pairs) 的準確涵義。1 楊先生的這項研究導致了1962年發表的題為 《非對角長程序及液氦和超

導體的量子相》 這一漂亮文章 [3]。 楊先生曾在其論文選集 [5]中對該文作了簡要的評論。 對於

這篇文章, 他本人在1987年作過更通俗的評述(見 [6]):

在1962年, 我把以前的一個想法和它的數學基礎重新分析了一下, 寫出了一篇

文章。 中間我引入了一個術語, 叫做 「非對角長程序」(off-diagonal long-range or-

der)。 我認為這是一篇非常重要的文章, 我覺得這篇文章的重要性今天還沒有完全發

揮出來。 最近發現了高溫超導 (high Tc superconductivity), 所以使得我對超導問

題重新發生興趣, 證實了我當時的想法。 超導理論中一個劃時代的貢獻, 是 BCS 理

論。 不過 BCS 並非唯一的超導機制, 今天的高溫超導機制很可能是 BCS 之外的。

我現在正研究這個問題, 不過還沒有什麼成果可以向大家報告。 1962年關於超導的

這一類工作, 也是一種統計力學的工作, 不過跟我以前做的統計力學不完全一樣。 以

後我就做了這樣一件事情。 既然我給了一個條件, 在這個條件之下, 一個運動系統就

會有超流或超導現象, 這個條件就是該系統具有非對角長程序。 所以從1962年開始,

我就熱衷於這樣一件事情, 即試圖找出一個運動系統, 一個模型, 對這個模型我可以

嚴格證明它有非對角長程序。

我在1962年的文章中指出了 BCS 理論之所以正確的原因在於, 他們猜出了一

個波函數, 而這個波函數具有非對角長程序。 可是這個原來的物理問題跟這個猜出來

的波函數是什麼關係, 他們不能證明。 從嚴格的意義上來講, 這個波函數並非原來模

型的解, 只能籠統地說 「這樣一個波函數是一個很好的近似解」, 但這是不嚴格的。 所

1BCS 是 T. Bardeen, L. N. Cooper 和 J. R. Schrieffer 三人姓名的縮寫, 他們因為在1957年的合作工作中提出了超導性的微觀

理論 (BCS 理論) 而獲得1972年的諾貝爾物理學獎。 庫珀配對是指, 費米子兩兩成對, 形成一種類似於玻色子的結構, 它是 BCS 超

導理論的一個基本構成。
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以, 從1962年開始, 我所要做的一件事情, 就是試圖找出一個簡化的模型, 使得對這

個模型我可以嚴格證明, 它的基態波函數有非對角長程序。

筆者最近半年學習了這篇文章, 漸漸體會出其中的一些精深微妙之處, 這裏僅僅選取一二

與大家分享。 最主要的是, 楊振寧先生在1963年發表的同一主題的姊妹篇 [4] 中提出的一個進

一步的猜想似乎至今尚未被人證實, 筆者希望這一猜想能引起讀者的興趣。

為便於讀者閱讀和理解, 筆者這裏將楊振寧先生所用的物理術語轉換成數學語言, 對於比

較重要的概念, 我們會以註記的形式交代其物理背景。 本文中, 定理2和定理3與楊振寧原文中

的對應結果在表述上略有差異, 但這一差異只是表面上的。

1. 外代數的外乘和內乘

我們考慮向量空間為 Rm 上的外代數
∧∗(Rm) =

⊕m
n=0

∧n(Rm), 其中
∧n(Rm) 是

Rm 上的 n 次形式的空間。

通過
∧1(Rm) 上的內積 ⟨ξ, η⟩ 可以誘導出

∧∗(Rm) 上的內積, 使得若 θ1, . . . , θn 是∧1(Rm) 的一組標準正交基, 則 {θJ = θj1 ∧ θj2 ∧ · · · ∧ θjn} (其中 J = {j1 < . . . < jn} 取

遍 {1, . . . ,m} 的 n 元子集) 為
∧n(Rm) 的一組標準正交基。

任意給定 ξ ∈
∧n(Rm), 則它可以定義

∧∗(Rm) 上的一個外乘 e(ξ) 如下

e(ξ)ω = ξ ∧ ω

設 i(ξ) 是 e(ξ) 在上述內積下的伴隨。 那麼對 ξ ∈
∧1(Rm) 我們容易算出

i(ξ)(θj1 ∧ · · · ∧ θjn) =
n∑

k=1

(−1)k−1⟨θjk , ξ⟩θj1 ∧ · · · ∧ θ̂jk ∧ · · · ∧ θjn

特別的,

i(θj)(θj1 ∧ · · · ∧ θjn) =

{
0 若 j ̸= j1, j2, . . . , jn

(−1)k−1θj1 ∧ · · · ∧ θ̂jk ∧ · · · ∧ θjn 若 j = jk

由此可以得到, 對於任意的 ξ, η ∈
∧1(Rm) 我們有

e(ξ)i(η) + i(η)e(ξ) = ⟨ξ, η⟩ (1)

註: 在量子物理學中, 單個粒子的狀態用某個 Hilbert 空間 H(其狀態空間) 中的向量來表示,

如果要描述 n 個全同粒子的狀態, 則依據該類粒子是 Boson 或 Fermion 分別用 H 的對

稱或反對稱的 n 重線性函數 (反對稱的 n 重線性函數就是 n 形式) 表示, 在物理學中一

般稱為波函數。 這裏我們只考慮 Fermion, 從某種程度上講, Fermion 比 Boson 更為簡單。
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以上定義的外乘和內乘在量子力學中分別對應著 Fermion 產生算符和湮滅算符, 而且上述基

本關係就是 Fermion 對易關係。 Fermion 對易關係通常在一組標準正交基下表達出來。 設

{θ1, . . . , θm} 是
∧1(Rm) 的一組標準正交基, 記 aj = i(θj), a†j = e(θj)。 則根據 (1) 我

們有對易關係的下述表示

[ai, a
†
j]+ = δij (2)

這裏 [a, b]+ = ab+ ba 是 a, b 的反對易子。 將外代數乘法的反交換律

ξ ∧ η = (−1)deg ξ deg ηη ∧ ξ

應用於一次形式 θi, θj 得到

θi ∧ θj + θj ∧ θi = 0

由此得到

[ai, aj]+ = [a†i , a
†
j]+ = 0 (3)

(2), (3) 就是物理學中的 Fermion 對易關係的通常表達。

2. 楊振寧建議的一個問題

一個體系由其哈密爾頓量完全決定, 根據量子力學的基本原理, 體系的哈密爾頓量在數學

上用一個自伴算子表示, 該算子的特徵值稱為該體系的能級。 我們最為關心的是最低能級, 也就

是所謂的基態能。

對於 Fermion 體系來說, 最簡單的算子就是產生、 湮滅算子。 由它們可以構造出一些簡單

的自伴算子, 例如可以考慮由 aj, a
†
j 構成的二次型

H =
∑
i,j

(
uija

†
ia

†
j + 2vija

†
iaj + wijaiaj

)
其中 uij = −uji, vij = vji, wij = −uij 為實數。 1986年左右, S. P. Novikov 注意到, 這類二

次型算子可以經過所謂的 (實)Bogolyubov 變換對角化, 從而求出其全部特徵值, 可見 [1] 或

[2, pp.271–278]。2但是, 這一類算子並不是 BCS 理論中的算子。

楊先生建議考慮以下一類算子

H(A) = A†A

其中 A = A(a1, . . . , am) 是湮滅算子 a1, . . . , am 的 k 次齊次多項式。 注意到 H(A) 是正

定算子, 所以最大特徵值 λmaxH(A) 是正的。 對於任意的 A, 要代數地求出 H(A) 的最大特

2S. P. Novikov 當時是為了構造流形上關於向量場的臨界點的 Morse 不等式的類似物而遇到這類算子的。
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徵值幾乎是不可能的, 但是我們可以問, 假定 A 滿足某個規範化條件, 使得 H(A) 的最大特徵

值 λmaxH(A) 取得最大值的 A 是何種形式的? 楊先生期望, 這樣的 A 所決定的哈密爾頓算

子 H(A) 的基態特徵函數自動就具有庫珀配對形式, 從而為庫珀配對提供出一個合理的數學解

釋。

利用外代數的語言, 楊先生所研究這一問題可以表述如下:

設 ξ ∈
∧k(Rm), η ∈

∧l(Rm), 求

∥e(ξ)η∥2 = ∥ξ ∧ η∥2

在約束條件

∥ξ∥ = ∥η∥ = 1

下的最大值。

顯然, 我們只考慮 k + l ≤ m 的情形。 記這個最大值為 Cm(k, l), 楊振寧 [3, 4] 得到了

下述結果:

定理1 ([3, p. 341], 定理5): Cm(1, l) = 1。

定理2([3, p. 341], 定理6, 以及[4, p. 419], 腳注):

Cm(2, l) =



(l+2)(m−l)
2m

, 若 m ≡ 0 (mod 2), l ≡ 0 (mod 2)

(l+1)(m−l−1)
2(m−2)

, 若 m ≡ 0 (mod 2), l ≡ 1 (mod 2)

(l+2)(m−l−1)
2(m−1)

, 若 m ≡ 1 (mod 2), l ≡ 0 (mod 2)

(l+1)(m−l)
2(m−1)

, 若 m ≡ 1 (mod 2), l ≡ 1 (mod 2)

(4)

定理1的證明非常簡單, 它其實是 Fermion 對易關係 (1) 的推論。 證明如下:

證明: 設 ξ ∈
∧1(Rm), 則

∥e(ξ)η∥2 + ∥i(ξ)η∥2 = ⟨ e(ξ)η, e(ξ)η⟩+ ⟨ i(ξ)η, i(ξ)η⟩

= ⟨η, i(ξ)e(ξ)η⟩+ ⟨η, e(ξ)i(ξ)η⟩

= ⟨η, [i(ξ)e(ξ) + e(ξ)i(ξ)]η⟩

= ⟨η, ⟨ξ, ξ⟩η⟩ (根據 (1))

= ⟨ξ, ξ⟩⟨η, η⟩

因此

∥ξ ∧ η∥2 = ⟨ξ, ξ⟩⟨η, η⟩ − ∥i(ξ)η∥2 ≤ ⟨ξ, ξ⟩⟨η, η⟩
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並且等號成立當且僅當 i(ξ)η = 0。 證畢。 ���

定理2的證明在 [3] 中是作為附錄給出的, 楊振寧先生給出的證明非常巧妙, 我們將在下

一節詳細介紹。 在定理2的基礎上, 楊先生在 [4] 中進一步作出以下猜測(對於 k 為奇數的情況,

他也給出了一個類似的猜測, 見 [4, p. 419] 第 (10) 式):

猜想3 ([4, p. 419], 第 (9) 式): 設 m = 2n, k = 2r, l = 2s 都是偶數, 則 ∥ξ ∧ η∥2 在約束

條件 ∥ξ∥ = ∥η∥ = 1 下的最大值 Cm(k, l) 由

ξmax =
Ωr

∥Ωr∥
和 ηmax =

Ωs

∥Ωs∥

實現, 其中 Ωr 是 Ω 的 r 次(外乘積) 冪, 而

Ω = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4 + · · ·+ θ2n−1 ∧ θ2n

我們先來計算這個預見的最大值 Cm(k, l)。 為此, 我們計算出

Ωp = p!
∑

1≤ i1<i2<···<ip≤n

(θ2i1−1 ∧ θ2i1) ∧ (θ2i2−1 ∧ θ2i2) ∧ · · · ∧ (θ2ip−1 ∧ θ2ip)

從而

∥Ωp∥2 = (p!)2
(
n

p

)
從而

∥ξmax ∧ ηmax∥2 =
∥Ωr+s∥2

∥Ωr∥2∥Ωs∥2
=

[(r + s)!]2
(

n
r+s

)
(r!)2

(
n
r

)
(s!)2

(
n
s

)
=

(
r + s

r

)2(
n

r + s

)
1(

n
r

)(
n
s

)
特別的, 對於 k = 2(r = 1), l = 2s 的情況, 上式給出的值

Cm(2, l) =

(
1 + s

1

)2(
n

1 + s

)
1(

n
1

)(
n
s

) =
(s+ 1)(n− s)

n

與定理2中給出的值
(l+2)(m−l)

2m
吻合。

3. 定理2的證明

定理2的證明: 我們只考慮 m ≡ 0 (mod 2), l ≡ 0 (mod 2) 的情況, 其他情況類似可證。 設

m = 2n 且 l = 2s。 我們對自然數 l 用數學歸納法證明。
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命題 (A): 對於一切偶數 l 有

Cm(2, l) =
(l + 2)(m− l)

2m
, 對於所有的偶數 m ≥ l + 2

首先我們驗證命題 (A) 對 l = 0 成立。 此時 η = ±1, 我們要證明 Cm(2, 0) = 1, 也就

是說, 對任意的 ξ ∈
∧2(Rm), 有

∥ξ ∧ 1∥2 ≤ ∥ξ∥2

而且等號可以取得。 然而這是一個明顯的等式。

現在假定命題 (A) 對於一切 l ≤ N − 2 的偶數成立, 其中 N 是一個偶數, 我們要證它

對 l = N 也成立。 對此, 我們將在上述歸納假定下對 m 用數學歸納法證明

命題 (B): 對於任意的偶數 m ≥ N + 2 有

Cm(2, N) =
(N + 2)(m−N)

2m

首先我們驗證 m = N + 2 的情況。 我們要證明此時 Cm(2, N) = 1。 設

ξ =
∑

1≤ i<j≤m

ξijθ
i ∧ θj,

η =
∑

1≤ i<j≤m

ηijθ
1 ∧ · · · ∧ θ̂i ∧ · · · ∧ θ̂j · · · ∧ θ2n

則

ξ ∧ η =
∑

1≤ i<j≤m

ξijηij(−1)i+j−1θ1 ∧ · · · ∧ θ2n

因此

∥ξ ∧ η∥2 =
∣∣∣ ∑
1≤ i<j≤m

ξij[(−1)i+j−1ηij]
∣∣∣2

≤
( ∑

1≤ i<j≤m

|ξij|2
)(∑

i<j

|ηij|2
)

(Cauchy 不等式)

= ∥ξ∥2 · ∥η∥2

等號顯然可以取得, 例如取 ξ = θ1 ∧ θ2, η = θ3 ∧ θ4 ∧ · · · ∧ θm。

現在, 我們來考慮命題 (B) 的歸納步驟。

設命題 (B) 對偶數 m =M − 2 成立, 我們要證明, 命題 (B) 對 m =M 成立, 即我們

要證明

CM(2, N) =
(N + 2)(M −N)

2M
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記 M = 2n, N = 2s, 我們要證的就是 CM(2, N) = (s+1)(n−s)
n

。

不妨設 ∥ξ ∧ η∥2 的最大值 BM(2, N) 對某個 ξ ∈
∧2(RM) 以及某個 η ∈

∧N(RM) 取

得。 利用反對稱矩陣的譜定理3 , 可以不妨假定 ξ 具有以下形式:

ξ = σ1θ
1 ∧ θ2 + σ2θ

3 ∧ θ4 + · · ·+ σnθ
2n−1 ∧ θ2n

這裏 θ1, . . . , θ2n 是
∧1(RM) 的一組標準正交基, σ1, . . . , σn 是非負實數且滿足

∑n
i=1 σ

2
i =

1。 不妨設 σ1 = max{σ1, . . . , σn}, 於是 σ2
1 ≥ 1

n
> 0。

我們進一步將 ξ 寫成

ξ = ξ0 + ξ1

其中

ξ0 = σ1θ
1 ∧ θ2,

ξ1 = σ2θ
3 ∧ θ4 + · · ·+ σnθ

2n−1 ∧ θ2n

我們將 e(ξ) 視為 V =
∧N(RM) 到 W =

∧N+2(RM) 上的一個線性變換:η 7→ ξ ∧ η。 於是

最大值 CM(2, N) 就可以解釋為上述線性變換 e(ξ) 的範數的平方。

為將這個線性變換 e(ξ) 在 V 上的作用看得更清楚, 將 V =
∧N(RM) 作直和分解

V = V0
⊕

V1, 其中

V0 = (θ1 ∧ θ2) ∧N−2 (RM−2)
⊕

∧N(RM−2)

V1 = θ1 ∧N−1 (RM−2)
⊕

θ2 ∧N−1 (RM−2)

這裏
∧N−i(RM−2) 表示由 θ3, . . . , θM 張成的 N − i 次形式空間, i = 0, 1, 2。 如果我們對

空間 W =
∧N+2(RM) 也作類似的分解, 得到相應的子空間 W0,W1。 那麼容易看到:e(ξ0)

將 V0 映入 W0, 將 V1 映為 0; 而 e(ξ1) 將 Vi 映入 Wi, (i = 0, 1)。 所以, e(ξ) 將 V 的

直和分解 V = V0 ⊕ V1 映射為 W 的直和分解 W = W0 ⊕ W1。 注意到, 這裏出現的直和

分解中的直和項相互正交, 所以, e(ξ) 在全空間 V 的範數平方(按照 ξ 的取法, 它必定等於

CM(2, N)) 等於 e(ξ) 限制在 V0 的範數平方與 e(ξ) 限制在 V1 的範數平方這兩個數當中較

大的一個。 很容易證明, e(ξ) 在 V 上的範數平方等於 e(ξ) 限制在 V0 上的範數平方。 這是因

為 e(ξ) 在 V1 上的範數平方小於 CM(2, N)。 用反證法證明如下: 不然設 η ∈ V1, ∥η∥ = 1

使得 ∥e(ξ)η∥2 = CM(2, N), 於是

e(ξ)η = e(ξ0)η + e(ξ1)η = e(ξ1)η.

3楊振寧原文中其實考慮的是複數域 C 上的對應問題, 但是對於複反對陣矩陣有類似的結果, 這一結果在 [3] 中是直接證明的, 見 [3,
p. 348] 引理。
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現在 N ̸= 0, M − 2, 由此容易推出 ξ1 ̸= 0(否則 ξ = θ1 ∧ θ2, 由定理1可以推出

∥θ1 ∧ θ2 ∧ η∥2 = ∥η∥2 = 1 <
(N + 2)(M −N)

2M
= ∥ξmax ∧ ηmax∥2,

ξ 就不可能是最大值點。) 因此, 選取單位向量ξ′ = ξ1
∥ξ1∥ 則有

∥e(ξ′)η∥2 = ∥e( ξ1
∥ξ1∥

)η∥2 = 1

1− σ2
1

∥e(ξ)η∥2 = 1

1− σ2
1

CM(2, N) > CM(2, N)

這與 CM(2, N) 為最大值矛盾。 於是 e(ξ) 的範數平方必定等於它限制在 V0 的範數平方, 從

而我們只需要求出 ∥e(ξ)η∥2 在 V0 的單位球面上的最大值。 對任意的 η ∈ V0, ∥η∥ = 1, 我們

寫

η = θ1 ∧ θ2 ∧ ϕ+ ψ

這裏 ϕ ∈
∧N−2(RM−2), ψ ∈

∧N(RM−2), 根據 ∥η∥ = 1 以及定理1可以推出, ∥ϕ∥2 +
∥ψ∥2 = 1。 於是

∥e(ξ)η∥2 = ∥(ξ0 + ξ1) ∧ (θ1 ∧ θ2 ∧ ϕ+ ψ)∥2

= ∥(ξ0 ∧ ψ + ξ1 ∧ θ1 ∧ θ2 ∧ ϕ) + ξ1 ∧ ψ∥2 ( ξ0 ∧ θ1 ∧ θ2 ∧ ϕ = 0)

= ∥ξ0 ∧ ψ + ξ1 ∧ θ1 ∧ θ2 ∧ ϕ∥2 + ∥ξ1 ∧ ψ∥2 (勾股定理, W0 ⊥ W1)

≤ (∥ξ0 ∧ ψ∥+ ∥θ1 ∧ θ2 ∧ ξ1 ∧ ϕ∥)2 + ∥ξ1 ∧ ψ∥2 (三角不等式)

= (∥σ1ψ∥+ ∥ξ1 ∧ ϕ∥)2 + ∥ξ1 ∧ ψ∥2 ( i(θ1 ∧ θ2)ψ = i(θ1 ∧ θ2)(ξ1 ∧ ϕ) = 0)

即

∥ξ ∧ η∥2 ≤ (σ1∥ψ∥+ ∥ξ1 ∧ ϕ∥)2 + ∥ξ1 ∧ ψ∥2 (5)

我們對 ξ1 和 ϕ 應用命題 (A) 在 l = N − 2 時的歸納假設, 有

∥ξ1 ∧ ϕ∥2 ≤
s(n− s)

n− 1
∥ξ1∥2∥ϕ∥2 =

s(n− s)

n− 1
(1− σ2

1)∥ϕ∥2 (6)

對 ξ1 和 ψ 應用命題 (B) 在 m =M − 2 時的歸納假設, 有

∥ξ1 ∧ ψ∥2 ≤
(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
∥ξ1∥2∥ψ∥2 =

(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
(1− σ2

1)∥ψ∥2 (7)

將 (6), (7) 代入 (5) 我們得到

∥ξ ∧ η∥2 ≤ (σ1∥ψ∥+
√
s(n− s)

n− 1
(1− σ2

1)∥ϕ∥)2 +
(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
(1− σ2

1)∥ψ∥2
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如果我們令 x = 1− σ2
1, y = |ψ|2, 則 σ1 =

√
1− x, ∥ϕ∥ =

√
1− y, 那麼上式右邊成

為 (x, y) 的函數 f(x, y), 這裏

f(x, y) =
[√

(1− x)y +

√
s(n− s)

n− 1
x(1− y)

]2
+

(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
xy

=(1− x)y + 2

√
s(n− s)

n− 1
x(1− x)y(1− y) +

s(n− s)

n− 1
x(1− y)

+
(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
xy (8)

如果我們能證明 f(x, y) 在 (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] 上的最大值等於
(s+1)(n−s)

n
, 那麼就完

成了命題 (B) 的歸納步驟。

為求解這個最大值問題, 我們先列出臨界點方程

∂ f(x, y)

∂ x
=− y + 2

√
s(n− s)

n− 1

√
y(1− y)

1− 2x

2
√
x(1− x)

+
s(n− s)

n− 1
(1− y) +

(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
y = 0

∂ f(x, y)

∂ y
=1− x+ 2

√
s(n− s)

n− 1

√
x(1− x)

1− 2y

2
√
y(1− y)

− s(n− s)

n− 1
x+

(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
x = 0

(9)

下面的這個觀察可以幫助我們化簡上述方程組。4 如果令
u =

√
(1− x)y +

√
s(n− s)

n− 1
x(1− y),

v =

√
(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
xy,

那麼 f(x, y) = u2 + v2 = g(u, v)。 於是, 從微分的鏈式法則 ∂ f(x,y)
∂ x

∂ f(x,y)
∂ y

 =

( ∂ u
∂ x

∂ v
∂ x

∂ u
∂ y

∂ v
∂ y

) ∂ g(u,v)
∂ u

∂ g(u,v)
∂ v


可知, 如果 (x, y) 為 f(x, y) 的臨界點, 那麼由於在 [0, 1]× [0, 1] 的內部有

(
∂ g(u, v)

∂ u
,
∂ g(u, v)

∂ v
) = (2u, 2v) ̸= (0, 0),

4這個技巧是筆者試出來的, 楊振寧先生原文中直接給出最大值點而未加推導, 見 [3, p. 349]。
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從而 Jacobi 行列式

∂(u, v)

∂(x, y)
= −

√
x√

1− x
+

√
s(n− s)

n− 1

√
1− y
√
y

−
√
1− x√
x

+

√
s(n− s)

n− 1

√
y

√
1− y

= 0

整理得到 (√1− x√
x

+

√
x√

1− x

)
=

√
s(n− s)

n− 1

(√1− y
√
y

+

√
y

√
1− y

)
即 √

y(1− y) =

√
s(n− s)

n− 1

√
x(1− x) (10)

將這個等式代入臨界點方程組 (9) 得到
∂ f(x, y)

∂ x
=− y +

s(n− s)

n− 1
(1− 2x) +

s(n− s)

n− 1
(1− y) +

(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
y = 0

∂ f(x, y)

∂ y
=1− x+ 1− 2y − s(n− s)

n− 1
x+

(s+ 1)(n− 1− s)

n− 1
x = 0

進一步化簡就是 
x+

1

n− s
y = 1

s

n− 1
x+ y = 1

求得

(x, y) = (
n− 1

n
,
n− s

n
) (11)

這是 f(x, y) 在 [0, 1]× [0, 1] 內部的唯一臨界點。 容易計算出臨界值

f(
n− 1

n
,
n− s

n
) = u2(

n− 1

n
,
n− s

n
) + v2(

n− 1

n
,
n− s

n
) =

(s+ 1)(n− s)

n
.

為證明上述臨界值確實為 f(x, y) 在 (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] 上的最大值。 我們只需要求出

f(x, y) 在各個邊界上的最大值並與之比較。 而這是比較容易驗證的, 我們留給讀者。 總之, 不

難證明, f(x, y) 在邊界上的值嚴格小於臨界值
(s+1)(n−s)

n
。 這樣我們就證明了 f(x, y) 在 [0, 1]

×[0, 1] 上的最大值為
(s+1)(n−s)

n
, 注意到, 前面的計算已經表明 CM(2, N) ≥ (s+1)(n−s)

n
, 從而

事實上等號成立, 這就完成了命題 (B) 的歸納步驟。 由數學歸納法原理, 我們證明了命題 (B)

。 而命題 (B) 又是命題 (A) 的歸納步驟, 所以由數學歸納法原理, 我們證明了命題 (A) 。 從而

完成了定理2的證明。 證畢。 ���
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