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橢圓及雙曲線焦點三角形的相關幾何量

李岳洲 · 廖晟峰 · 莊健祥

近年來在臺灣區高中數學競賽、 大學數學系甄試, 甚至大學學科能力測驗中, 均曾出現有

關橢圓焦點三角形的題目 (其中大部分均為求焦點三角形的面積), 例如國立臺灣師範大學數學

系98學年度推甄試題中的第9題: 「設 P 為橢圓 Γ :
x2

25
+

y2

9
= 1 上一點且 F1、F2 為 Γ 的兩

個焦點, 若 ∠F1PF2 = 60◦, 則 △F1PF2 的面積為何? 」 所謂橢圓的 「焦點三角形」 係指橢圓

上非長軸頂點的任一點 P 連接其左、 右焦點 F1 及 F2 所形成的三角形 (如圖一的 △F1PF2),

本文嘗試在已知橢圓的長軸長, 橢圓兩焦點的距離, 以及焦點三角形頂角 ∠F1PF2 等三個條件

下, 試著推導出橢圓焦點三角形的面積、 內切圓半徑、 中線長、 角平分線長; 同時也將研究延伸

至 「雙曲線」 焦點三角形的面積、 內切圓半徑、 中線長, 以及角平分線長, 試著推導出類似的結

果。

(圖一)

壹、 橢圓焦點三角形的相關幾何量

符號定義: 本文將橢圓的長軸長定為 2a, 兩焦點的距離 F1F2 定為 2c, 而焦點三角形 △F1PF2

的面積定為 △, 並令其頂角 ∠F1PF2 = θ; 由於長度及面積均為平移及旋轉的不變量, 因此不
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失一般性, 本文將橢圓方程式設為標準式:
x2

a2
+

y2

b2
= 1, 其中 a > b > 0, b2 = a2 − c2。

定理一: 橢圓焦點三角形的面積 △ = b2 tan
θ

2
。

有關橢圓焦點三角形的面積公式早有證明, 大都是利用餘弦定理及 PF1 + PF2 = 2a 來

推導 (有興趣的讀者可參考 http://zhidao.baidu.com/question/75592337的內容), 本文利

用橢圓焦點三角形的內切圓半徑為過渡量, 發現了一個簡易且快速的證法, 現敘述如下:

證明: 設焦點三角形 △F1PF2 的內切圓半徑為 r, 而其半周長為 s,

則 s =
PF1 + PF2 + F1F2

2
= a+ c

⇒ r =
△
s

= (s− F1F2) tan
θ

2
⇒ r =

△
a+ c

= (a− c) tan
θ

2

⇒△ = (a+ c)(a− c) tan
θ

2

⇒△ = b2 tan
θ

2
,

得證。 同時由上式亦可得橢圓焦點三角形的內切圓半徑 r = (a− c) tan θ
2
。

若連接橢圓的中心 O 與其上非長軸頂點的任意一點 P , 則連線段 OP 的長度即為橢圓

焦點三角形 △F1PF2 中線長。 故接下來, 我們想要證明:

定理二: 橢圓焦點三角形的中線長 OP =
√
a2 − b2 tan2 θ

2
。

證明:

(1) ∵ 橢圓焦點三角形的面積 △ = b2 tan θ
2
=

1

2
PF1 · PF2 · sin θ

⇒ PF1 · PF2 =
2b2 tan θ

2

sin θ
=

2b2 tan θ
2

2 sin θ
2
cos θ

2

= b2 sec2
θ

2
,
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(2) 將橢圓焦點三角形的中線長 OP 設為 ma, 由三角形的中線定理可得:

ma =
1

2

√
2PF1

2
+ 2PF2

2 −
(
F1F2

)2

=
1

2

√
2PF1

2
+ 2PF2

2 − (PF1
2
+ PF2

2 − 2PF1 · PF2 · cos θ)

=
1

2

√
PF1

2
+ PF2

2
+ 2PF1 · PF2 · cos θ

=
1

2

√(
PF1 + PF2

)2

− 2PF1 · PF2 + 2PF1 · PF2 · cos θ

=
1

2

√
4a2 − 2 · PF1 · PF2 · (1− cos θ)

=
1

2

√
4a2 − 2b2 sec2

θ

2
(1− cos θ)

=
1

2

√
4a2 − 2b2 sec2

θ

2
· 2 sin2 θ

2

=
1

2

√
4a2 − 4b2 sec2

θ

2
· sin2 θ

2

=

√
a2 − b2 tan2 θ

2
, 得證。

若 P 點為橢圓上非長軸頂點的任意點, 且過 P 點的法線與橢圓的長軸交於 D 點, 則依

橢圓的光學性質可知: 線段 PD 的長即為橢圓焦點三角形的頂角平分線長, 因此, 接下來我們

想要證明:

定理三: 橢圓焦點三角形的頂角平分線長 =
b2

a
sec θ

2
。

證明: 將橢圓焦點三角形的頂角平分線長設為 ta, 由三角形角平分線定理可得:

ta =
2PF1 · PF2

PF1 + PF2

· cos θ
2
=

2b2 sec2 θ
2

2a
· cos θ

2
=

b2

a
sec

θ

2
.

現以國立臺灣師範大學數學系98學年度推甄試題為例, 加以延伸, 以驗證上述有關橢圓焦

點三角形幾何量的性質: 設 P 為橢圓 Γ :
x2

25
+

y2

9
= 1 上一點且 F1、 F2 為 Γ 的兩個焦點,

若 ∠F1PF2 = 60◦,

求下列各值: (1) △F1PF2 的面積。

(2) △F1PF2 的內切圓半徑。

(3) OP ; 其中 O 為橢圓中心。

(4) 若過 P 點的法線交 x 軸於 D 點, 求 DP 。

(5) 若 P 點在第一象限, 求 P 點座標。
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解:

(1) ∵ b = 3, tan
60◦

2
= tan 30◦ =

√
3

3
, ∴ △F1PF2 的面積 = b2 tan θ

2
= 32

√
3

3
= 3

√
3。

(2) ∵ a = 5, c =
√
25− 9 = 4, tan 30◦ =

√
3

3
, ∴ △F1PF2 的內切圓半徑 r = (a −

c) tan
θ

2
= (5− 4) · tan 30◦ =

√
3

3
。

(3) ∵ OP 即為焦點三角形 △F1PF2 的中線長,

∴ OP =

√
a2 − b2 tan2 θ

2
=

√
25− 9 · 1

3
=

√
22.

(4) ∵ DP 即為焦點三角形 △F1PF2 的頂角平分線長

∴ DP =
b2

a
sec

θ

2
=

9

5
· 2√

3
=

6
√
3

5
.

(5) 設 P 座標為 (x0, y0), ∵ △F1PF2 的面積 = 3
√
3 = cy0 = 4y0 ⇒ y0 =

3
√
3

4
且

OP =
√
22 =

√
x2
0 +

(3√3

4

)2

⇒ x0 =
5
√
13

4
∴ P 點座標為

(5√13

4
,
3
√
3

4

)
。

貳、 雙曲線焦點三角形的相關幾何量

符號定義: 雙曲線的貫軸長定為 2a, 兩焦點的距離 F1F2 定為 2c, 而焦點三角形 △F1PF2

的面積定為 △, 令 ∠F1PF2 = θ, 雙曲線方程式設為:
x2

a2
− y2

b2
= 1, 其中 a, b 皆大於 0,

b2 = c2 − a2。

定理一: 雙曲線焦點三角形的面積 △ = b2 cot
θ

2
。

此定理之證明亦大都利用餘弦定理與雙曲線定義 |PF1 − PF2| = 2a 即可得到, 故本文

予以略過。(有興趣的讀者同樣可參考 http://zhidao.baidu.com/question/127489618 的內

容)。

若連接雙曲線的中心 O 與其上非貫軸頂點的任意一點 P , 則連線段 OP 的長即為雙曲

線焦點三角形的中線長, 故接下來, 我們想要證明:

定理二: 雙曲線焦點三角形的中線長 OP =
√
a2 + b2 cot2 θ

2
。
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證明: 首先, 在利用餘弦定理證得雙曲線焦點三角形面積的過程中, 我們可以得到雙曲線兩焦半

徑的乘積 PF1 ·PF2 = b2 csc2 θ
2
, 然後我們將雙曲線焦點三角形的中線長 OP 設為 ma, 由三

角形的中線定理可得:

ma =
1

2

√
2PF1

2
+ 2PF2

2 −
(
F1F2

)2

=
1

2

√
2PF1

2
+ 2PF2

2 − (PF1
2
+ PF2

2 − 2PF1 · PF2 · cos θ)

=
1

2

√
PF1

2
+ PF2

2
+ 2PF1 · PF2 · cos θ

=
1

2

√(
PF1 − PF2

)2

+ 2PF1 · PF2 + 2PF1 · PF2 · cos θ

=
1

2

√
4a2 + 2 · PF1 · PF2 · (1 + cos θ)

=
1

2

√
4a2 + 2b2 csc2

θ

2
(2 cos2

θ

2
)

=

√
a2 + b2 cot2

θ

2
, 得證。

若 P 點為雙曲上非貫軸頂點的任意一點, 且過 P 點的切線與雙曲線的貫軸交於 D 點,

則依雙曲線的光學性質可知: 線段 PD 的長即為雙曲線焦點三角形的頂角平分線長, 因此, 我

們想證明:

定理三: 雙曲線焦點三角形的角平分線長 =
b2 csc θ

2
· cot θ

2√
a2 + b2 csc2 θ

2

。

解: 將雙曲線焦點三角形的頂角平分線長設為 ta, 則

ta =
2 · PF1 · PF2

PF1 + PF2

· cos θ
2

=
2 · b2 csc2 θ

2√(
PF1 − PF2

)2

+ 4 · PF1 · PF2

· cos θ
2

=
2 · b2 csc2 θ

2

2
√

a2 + b2 csc2 θ
2

· cos θ
2
=

b2 csc θ
2
· cot θ

2√
a2 + b2 csc2 θ

2

, 得證。

最後, 由於雙曲線焦點三角形的周長並非定值, 故其內切圓半徑沒有特定的公式, 然而我

們在研究雙曲線焦點三角形的內切圓時, 發現了一個有趣的性質, 敘述如下:

定理四: 雙曲線焦點三角形的內切圓圓心軌跡為一過其頂點且垂直其貫軸的非封閉線段。 (如圖
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二)

(圖二)

首先, 證明雙曲線焦點三角形的內切圓圓心必位在過其貫軸頂點且垂直其貫軸的直線上:

(1) 設雙曲線兩焦點為 F1(c, 0) 及 F2(−c, 0), P (x0, y0) 為 Γ 上異於頂點的任意一點, M 為

△F1PF2 內切圓與 x 軸的交點, 我們欲證 MF1 及 MF2 均為定值, 且 MF1 = (c− a),

MF2 = (c+ a) (如圖二)

證明: △F1PF2 的半周長

s =
(PF1 + PF2 + F1F2)

2
=

ex0 − a+ ex0 + a+ 2c

2
= ex0 + c,

其中 e =
c

a
。

⇒ MF1 = s− PF2 = ex0 + c− (ex0 + a) = c− a

MF2 = s− PF1 = ex0 + c− (ex0 − a) = c+ a 得證。

因此當雙曲線的貫軸長 2a 及兩焦點間的距離 2c 均已知的條件下, MF1 = (c − a),

MF2 = (c+ a) 均為定值, 亦即雙曲線任一焦點三角形 △F1PF2 的內切圓與其貫軸的切點為

一定點, 而此定點為雙曲線貫軸的頂點; 又因圓心必位於過切點且垂直切線的直線上, 故得知雙

曲線任一焦點三角形 △F1PF2 的內切圓圓心必位於其過貫軸頂點且垂直其貫軸的直線上。

其次, 證明雙曲線焦點三角形的內切圓圓心軌跡為一非封閉線段:
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(2) 設雙曲線焦點三角形的內切圓圓心坐標為 (a, y0), 而 P (x, y) 為雙曲線上任意一點, 我們

只要證明當 x 趨近無限大時, y0 的極限值存在即可:

證明: ∵ 雙曲線焦點三角形的內切圓圓心必位在過其頂點且垂直其貫軸的直線上, ∴ 其焦點三

角形內切圓圓心的 y0 座標 = 內切圓的半徑 r =
△
s

=
cy

ex+ c

⇒ lim
x→∞

y0 = lim
x→∞

cy

ex+ c
= lim

x→∞

cy
x

e+ c
x

= lim
x→∞

c

√
b2(x2−a2)

a2

x

e+ c
x

=
c · b

a

e
=

eb

e
= b,得證。

由上述兩個性質即知: 雙曲線焦點三角形的內切圓圓心軌跡為一過其頂點且垂直其貫軸的

非封閉線段。

現舉一題為例, 來驗證上述有關雙曲線焦點三角形的各個幾何量之性質: 設 P 為雙曲線

Γ :
x2

16
− y2

9
= 1 上一點且 F1、 F2 為 Γ 的右焦點以及左焦點, 若 ∠F1PF2 = 60◦,

求下列各值:

(1) △F1PF2 的面積。

(2) OP ; 其中 O 為雙曲線中心。

(3) 若過 P 點的切線交 x 軸於 D 點, 求 DP 。

(4) 若 △F1PF2 的內切圓與 x 軸的交點為 M , 其中 P 點位於第一象限。 求 MF1 及 MF2。

解:

(1) ∵ b = 3, cot
60◦

2
= cot 30◦ =

√
3, ∴ △F1PF2 的面積 = b2 cot

θ

2
= 32 ·

√
3 = 9

√
3。

(2) ∵ OP 即為焦點三角形 △F1PF2 的中線長

∴ OP =

√
a2 + b2 cot2

θ

2
=

√
16 + 9 · 3 =

√
43.

(3) ∵ DP 即為焦點三角形 △F1PF2 的角平分線長

∴ DP =
b2 csc θ

2
· cot θ

2√
a2 + b2 csc2 θ

2

=
9 · 2 ·

√
3√

16 + 9 · 22
=

18
√
3√

52
=

9
√
39

13
.

(4) ∵ MF1 = (c− a), MF2 = (c+ a), ∴ MF1 = 5− 4 = 1, MF2 = 5 + 4 = 9。



82 數學傳播 37卷1期 民102年3月

參考資料

1. 孫文先編, 解題思路 — 如何作證明題, 九章出版社,1992年1月。

2. 許志農編, 推甄解析題本, 龍騰出版社,2010年8月。

—本文作者李岳洲、 廖晟峰現為台北市立內湖高中高三數學資優班的學生, 莊健祥為台北市立

內湖高中數學科專任老師。—

中研院數學所102年度壹年期研習員甄選簡章

本所為了鼓勵有志研究數學領域之青年繼續深造, 特提供為期壹年之進修機會。

資格: 數學及其相關科系 (大學、 研究所) 畢業或應屆畢業者。

甄選: 凡具備上述資格, 並有志從事研究工作者, 請備齊下列文件:

1. 大學 (及研究所) 成績單各一份。

2. 教授推薦函兩封 (或兩封以上), 必須簽章封口且和其他申請資料一同掛號寄出。

3. 履歷表 (含電子郵件信箱、 電話、 住址、 貳吋大頭照), 若服役者, 請詳細記載退

伍日期。

4. 研習計畫一份。

請於民國102年4月30日前掛號寄達本所 (中央研究院數學研究所黃舒淳先生收),

需在信封上註明 [壹年期研習員申請]。 文件如有缺, 不另行通知補件。 經書面審核

合格者, 擇期通知, 必要時得舉行面試。

研習: 壹年研習期, 自民國102年7月1日開始至民國103年6月30日止。 民國102

年7月以後退伍之錄取者, 可視個別情況延遲報到。 研習員期滿合格者, 由本

所出具研習證明書。

待遇: 依本院業務費項下標準支薪。

地址:10617台北市大安區羅斯福路四段1號天文數學館6樓

電話:(02)23685999#383(黃舒淳)

網址:http://www.math.sinica.edu.tw

詳見中研院數學所網頁 http://www.math.sinica.edu.tw


