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狹義相對論劄記

張海潮

自從愛因斯坦在 1905 年發表有關狹義相對論的論文 ≪論動體的電動力學, 德國物理學

雜誌 Annalen der Physik, 17 卷 891-921 頁≫1 之後, 相關的討論無數, 以下只是個人的讀

書筆記。

本文共分兩節, 第一節探討用以聯繫兩個互以等速運動的慣性系之間坐標變換的屬性, 並

以基礎數學證明這些變換必須是線性的。第二節用固有值及固有向量的想法來得到這些變換 (勞

倫茲變換) 的基本形式, 並指出第一節的結論主因“相對性原理”, 第二節的結論主因“光速不變

原理”, 此二原理是愛因斯坦 1905 年論文的思想基礎:

(1) 物理體系的狀態據以變化的定律, 同描述這些狀態變化時所參照的坐標系究竟是用兩個在

互相以等速移動的坐標系中的哪一個並無關係。

(2) 任何光線在 “靜止的” 坐標系中都是以確定的速度 c 運動著, 不管這道光線是由靜止的還

是運動的物體發射出來的。

以上這兩段引文正是愛因斯坦據以發展狹義相對論的基礎, 分別稱為相對性原理和光速不

變原理。

一. 線性變換的必然性

在第一節中, 我們嘗試回答下列問題:

在狹義相對論中, 用以聯繫兩個 (互以等速運動的) 慣性系之間的坐標變換, 為什麼必須是線性

的?

所謂線性, 是指從一個慣性坐標系 K(x, y, z, t) 轉換成另一個慣性坐標系 k(x′, y′, z′, t′)

時, 坐標之間的方程式必須是一次多項式的形式。 回顧愛因斯坦 1905 年的論文, 他對線性的論

述如下:

1註: 中譯本請見≪愛因斯坦文集 第二卷≫, 新竹凡異出版社。 英譯請見≪The Principle of Relativity≫ Dover Publications,
Inc. 1952.
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對於完全地確定靜系中的一個事件的位置和時間的每一組值 x, y, z, t, 對應有一組值 x′,

y′, z′, t′, 它們確定了那一事件對於坐標系 k 的關係, 現在要解決的問題是求出聯繫這些量的

方程組。

首先, 這些方程顯然應當都是線性的, 因為我們認為空間和時間是具有均勻性的。2

在宣稱時、 空的均勻性 (homogeneity) 強制 K(x, y, z, t) 和 k(x′, y′, z′, t′) 之間的轉換

必須服從線性之後, 愛因斯坦對沿著對方 x′、x 軸, 互相進行等速運動的 K、k 系統, 在 y、z 軸

和 y′、z′ 軸保持平行的狀況下, 從光速不變原理3 推得下列方程式

x′ = (x− vt)
/√

1− v2

c2

y′ = y

z′ = z

t′ = (t− v

c2
x)
/√

1− v2

c2

(1)

式中 c 是光速, v 是 K、k 系統的相對速度, 兩者均為常數。 c、v 之外, 所有變量均以一次出

現。 上式顯然滿足線性的要求, 然而愛因斯坦並未對時空的均勻性和坐標轉換的線性條件其間

的關係作進一步的解釋4。 必須指出, 狹義相對論除了光速不變原理之外,還有一個設準 (Postu-

late), 即相對性原理 (Principle of Relativity), 此一原理主張在 K(x, y, z, t) 和 k(x′, y′, z′,

t′) 中所見的物理定律是一致的, 例如在 K(x, y, z, t) 所見的等速直線運動, 在 k(x′, y′, z′, t′)

看來也是等速直線運動, 又例如, 兩物體對 K 系看來速度相等, 則對 k 系看來也必須速度相

等5。 在仔細的考察了牛頓運動第一定律之後, 我們認為相對性原理正是慣性系 K(x, y, z, t) 和

慣性系 k(x′, y′, z′, t′) 之間的轉換必須服從線性的主要原因, 以下是我們對此一看法的證明。

首先,若是對一個事件,K 系紀錄為 (x, y, z, t)而 k 系紀錄為 (x′, y′, z′, t′), 則將 (x, y, z,

t) 到 (x′, y′, z′, t′) 的轉換記為 T , 並將 T 看成是從 R4 到 R4 的一一對應, 不妨假設

T (0, 0, 0, 0) = (0, 0, 0, 0)。

若是在 K 系中有一等速直線運動 (
⇀
a +t

⇀
e , t), 時間參數為 t, 三維速度向量為

⇀
e , t = 0

時位置在
⇀
a , 則經由 T 的轉換, 根據相對性原理, 必然是 k 系的等速直線運動 (

⇀

a′ +t
⇀

e′, t′)。

此外若是在 K 中有相同速度
⇀
e 的兩個等速直線運動, 則在 k 中所見亦具有相同的速度

⇀

e′。 換

句話說, T 將 R4 中的直線對到 R4 中的直線, 並且將互相平行的直線對到互相平行的直線6。

2註: 引文中的靜系指 K, 只是方便的稱呼, 事實上 K 和 k 均無法察覺自己究竟是處於靜止還是等速運動, 因為他們都是慣性坐標系。

此處的 x′, y′, z′, t′ 原文是用 ξ, η, ζ, τ 。

3註: 光速不變原理 (Principle of the constancy of the speed of light) 是指光在任意慣性系中都是以確定的速率 c 運動, 不論

光源對此慣性系是靜止還是作等速運動。

4註: 上面這組坐標轉換式稱為勞倫茲變換, 證明見本文的第二節。

5註: 相對性原理保證牛頓運動第一定律 (在一慣性系中, 若無外力作用, 靜者恆靜, 動者保持等速運動) 在 K 和 k 系中均成立, 並且保

證在 K 系中若見兩物體速度相等, 則在 k 系中所見兩物體的速度也相等。 注意此處所謂的速度是指速度向量, 並非僅指速率。

6註: 雖然在狹義相對論中, 由於光速不變原理, 所有運動體的速率必須小於光速, 因此等速直線運動所涉及的 R4 中的直線並非直線的

全體, 但是已經足夠用來提供 T 是線性的證明。
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其次, 由於 T 要保持時間的連續性和單調性, 因此 T 在將直線對到直線時, 在直線上看來, T

是連續的。

從上述 T 的 「直線屬性」, 我們分四個步驟來證明 T 一定是線性變換。

步驟一. 設 T 將直線 L 對到直線 L′, P 、Q 是 L 上的兩點, 則 T 將 PQ 的中點對到

T (P )T (Q) 的中點。

證明: 如圖一, 慎選 M 和 N 兩條直線分別過 P 、Q 兩點, 並且與 L 形成一個三角形, 假設 T

將 M 和 N 分別對到直線 M ′ 和 N ′。
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(圖一)

在三角形三邊上各取中點 A、B、C。 由於 T 的單調性, P 、A、Q (Q、C、R 及 R、B、P ) 的

順序在 T 對應之下不變, 因此得到一個三角形及其邊上的三點如圖二:
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(圖二)

注意到 AB、 BC、 CA 分別和 N、 L、M 平行, 這樣的性質當然也轉換成 T (A)T (B)、

T (B)T (C)、 T (C)T (A) 分別和 N ′、L′、M ′ 平行, 易證 T (A) 必是 T (P )T (Q) 的中點。

步驟二. 設直線 L 過原點
⇀

O= (0, 0, 0, 0), L 上的點看成 (四維) 向量, 並設 T 將直線 L 對到

直線 L′, 則 T : L → L′ 滿足線性條件。

證明: 設
⇀

V 是 L 上的 (四維) 向量 T (
⇀

V ) =
⇀

V ′, 0 < λ < 1, 則因
⇀

O 和
⇀

V 之間的所有二

分點均依序對到
⇀

O′ 和
⇀

V ′ 之間的二分點。 又因 T 在 L 上是連續的, 所以 T (λ
⇀

V ) = λ
⇀

V ′。

今考慮 1
λ

⇀

V , 則因
⇀

V= λ( 1
λ

⇀

V ) 而 T (
⇀

V ) =
⇀

V ′= λ( 1
λ

⇀

V ′), 類似的論證得到 T ( 1
λ

⇀

V )



44 數學傳播 37卷1期 民102年3月

必定是 1
λ

⇀

V ′。 另一方面, −
⇀

V 和
⇀

V 的中點是
⇀

O, 所以 T (−
⇀

V ) 也一定是 −
⇀

V ′, 同理,

T (−λ
⇀

V ) = λT (−
⇀

V ) = −λ
⇀

V ′, 滿足線性條件。

步驟三. 設 A、B 為 R4 中的兩點, AB 的中點為 C, 則 T (C) 是 T (A)T (B) 的中點。

證明: 如圖, 慎選四直線 E、F 、G、H, E ∥ F , G ∥ H, E、G 過 A, F 、H 過 B, 假設 T 將

E、F 、G、H 分別均對到直線, 並且要求 E、F 、G、H 構成一個平行四邊形。
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(圖三)

在此平行四邊形各邊取中點, 連成一個 (歪) 田字型, 如圖四:
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(圖四)

由於田字的中心即 AB 的中點 C, 又因為 T 保持平行線和各邊上的中點, 所以 T (C) 一

定是 T (A)T (B) 的中點。

步驟四. 設二直線 L、M 均過原點, T 將 L、M 對到直線,
⇀

V 、
⇀

W 分別是其上(四維) 向量, 則

T (
⇀

V +
⇀

W ) = T (
⇀

V ) + T (
⇀

W )。

證明:
⇀

V +
⇀

W 是 2
⇀

V 和 2
⇀

W (端點) 連線段的中點。 由步驟三, T 保持中點, 所以

T (
⇀

V +
⇀

W ) =
1

2

(
T (2

⇀

V ) + T (2
⇀

W )
)

再由步驟二, T 滿足直線上的線性關係, 因此上式的右邊等於

1

2

(
2T (

⇀

V ) + 2T (
⇀

W )
)
= T (

⇀

V ) + T (
⇀

W )

為了具體呈現 T 的形式, 我們作進一步的解釋。 首先, 我們在 R4 中選四條過原點並且線
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性獨立的直線, 例如

E : (t
⇀
e , t) = t(

⇀
e , 1)

F : (t
⇀

f , t) = t(
⇀

f , 1)

G : (t
⇀
g , t) = t(

⇀
g , 1)

H : (t
⇀

h, t) = t(
⇀

h, 1)

式中 t 代表時間,
⇀
e ,

⇀

f ,
⇀
g ,

⇀

h 是三維向量, 代表等速直線運動的速度, 相關的四個四維向量
⇀
a= (

⇀
e , 1),

⇀

b= (
⇀

f , 1),
⇀
c= (

⇀
g , 1),

⇀

d= (
⇀

h, 1) 構成 R4 一組基底。 將標準基底 (1, 0, 0, 0)、

(0, 1, 0, 0)、 (0, 0, 1, 0)、 (0, 0, 0, 1) 以
⇀
a、

⇀

b 、
⇀
c 、

⇀

d 的線性組合表示, 例如 (1, 0, 0, 0) = α
⇀
a

+β
⇀

b +γ
⇀
c +δ

⇀

d , (0, 1, 0, 0) = . . ., 等等。

再將 (1, 0, 0, 0)、(0, 1, 0, 0)、(0, 0, 1, 0)、(0, 0, 0, 1) 對
⇀
a ,

⇀

b ,
⇀
c ,

⇀

d 的線性組合表示帶入

下式:

(x, y, z, t) = x(1, 0, 0, 0) + y(0, 1, 0, 0) + z(0, 0, 1, 0) + t(0, 0, 0, 1)

整理後得到

(x, y, z, t) = ξ
⇀
a +η

⇀

b +ζ
⇀
c +τ

⇀

d

其中 ξ = ξ(x, y, z, t), η = η(x, y, z, t), ζ = ζ(x, y, z, t), τ = τ(x, y, z, t) 均為 x, y, z, t 的

一次式。 由步驟二及步驟四可得:

T (x, y, z, t) = ξT (
⇀
a) + ηT (

⇀

b ) + ζT (
⇀
c ) + τT (

⇀

d)

再將等號右邊的 T (
⇀
a), T (

⇀

b ), T (
⇀
c ), T (

⇀

d) 依坐標順序寫成 (∗, ∗, ∗, ∗) 的形式而有

T (x, y, z, t) = (p, q, r, s)

式中 p, q, r, s 均為 ξ, η, ζ, τ 的一次式, 因此可以再改寫為 x, y, z, t 的一次式, 而 (p, q, r, s)

即坐標轉換後的 (x′, y′, z′, t′)。

至此, 已完整的回答本節一開始提出的問題: “ 在相對性原理之下, 用以聯繫兩個互以等

速運動的慣性系 K(x, y, z, t) 和 k(x′, y′, z′, t′) 之間的變換一定是線性的, 亦即 x′, y′, z′, t′

均表為 x, y, z, t 的一次多項式。 ”

二. 從光速不變原理證明勞倫茲變換

基於相對性原理及慣性定律, 我們已經證明 K(x, y, z, t) 和 k(x′, y′, z′, t′) 之間的轉換是

線性的。 假設 K 和 k 系在時間 t = 0 = t′ 時, x、y、z 軸分別與 x′、y′、z′ 軸重合, k 系並且以

等速 v 沿 x 軸運動, 因此 x 和 x′ 軸始終保持重合。
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先看 y、z 和 y′、z′ 軸, 在時間 t = 0 = t′ 時, 它們重合, 因此在 k 系向右沿 x(x′) 軸運

動時, y′ 和 y 軸, z′ 和 z 軸始終保持平行。 原因是 y′z′ 平面、 yz 平面均與 x(x′) 軸垂直, y′

和 z′ 如果所指的方向改變, 就會違背 xyz 空間自身的對稱性。

再者, x′z′ 平面和 xz 平面重合, 注意到兩者的方程式分別為 y′ = 0 和 y = 0, 因此在坐

標變換時, y′ 應該等於 dy, d > 0。 這表示在 K 系所見 y 方向的長度若是 L, 則在 k 系所見

的長度為 dL, 基於對稱的理由, d 必須為 1。 我們因此首先得到 K 和 k 系變換的兩個方程式:

y′ = y, z′ = z

由於 k 系過原點的 y′z′ 平面滿足 x′ = 0 和 x = vt, 所以 x′ 與 x − vt 僅差一個常數倍

x′ = α(x− vt), 這表示 x′ 與 y、z 無關。

至於 t′, 如果 t′ = βx+ γt+ by+ ez, 注意到 K、k 兩系統在垂直於 x(x′) 的方向上 (即

yz、y′z′ 平面) 有一個繞 x(x′) 的旋轉對稱, 但是 by + ez = 0 代表 yz 平面上的直線而非代

表圓或點, 因此 by + ez 並非旋轉不變, 除非 b = e = 0。

結論是 x′、t′ 僅與 x、t 有關。 再從光速不變原理, x− ct = 0 (x+ ct = 0) 和 x′− ct′ = 0

(x′ + ct′ = 0) 等價, 因此有7  x′ − ct′ = A · (x− ct)

x′ + ct′ = B · (x+ ct)
(2)

讀者不難發現, 如此利用光行路線在 K、k 系統中的不變性, 正是以求固有值和固有向量的方式

來求解矩陣。

將 x′ = 0, x = vt 代入 (2) 得到

−ct′ = A · (v − c)t, ct′ = B · (v + c)t

兩式相除 A/B =
c+ v

c− v
。

我們還需要一個條件才能決定固有值 A、B, 決定的方式仍然是充分利用光速不變原理來

聯繫 K 和 k 系。 現在, 在 k(0′, 0′, 0′) 向 y′(y) 方向放一束光, 經過 t′ 秒後到達 P 點, K 系

中所見如圖:
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7註: 亦即將 (x, t) 及 (x′, t′) 分別作變數變換 (x− ct, x+ ct) 及 (x′ − ct′, x′ + ct′) 來表達 T 。
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在 k 和 K 系中, P 點的坐標分別是 (t′, 0, ct′, 0) 和 (t, vt, ct′, 0), 由畢氏定理得到

c2t2 − v2t2 = c2t′2

將相關的坐標代入 (2) 式

−ct′ = A · (vt− ct), ct′ = B · (vt+ ct)

兩式相乘得到

c2t′2 = A ·B · (c2t2 − v2t2)

而有 AB = 1。

再從 A/B =
c+ v

c− v
, 可以算出

A =

√
c+ v

c− v
, B =

√
c− v

c+ v

將 A、B 的值代回 (2) :  x′ − ct′ =
√

c+v
c−v

(x− ct)

x′ + ct′ =
√

c−v
c+v

(x+ ct)
(3)

並將 (3) 中兩式分別相加減再除以 2 或 2c 就得到 x′ = (x− vt)
/√

1− v2

c2

t′ = (t− v
c2
x)
/√

1− v2

c2

(4)

搭配 y′ = y、z′ = z, 此即 K 與 k 系之間的坐標變換。 若將 (4) 中的 x、t 以 x′、t′ 反解: x = (x′ + vt′)
/√

1− v2

c2

t = (t′ + v
c2
x′)

/√
1− v2

c2

(5)

這相當於將 (4) 中的 v 換成 −v, x、t 與 x′、t′ 互換, (5) 稱為 (4) 的逆變換。

期望本文能夠提供讀者在學習狹義相對論時一個簡潔清晰的參考。

—本文作者為台灣大學數學系退休教授—


