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傳統數學的千年等數和乘率之謎

王翼勳

一、 引言

線性不定分析問題肇始於天文曆法萌芽時期, 昌明於歐洲文藝復興的近代數論, 上下兩千

年, 縱橫歐亞大地。 古希臘、 古中國、 古印度學者, 都為人類文明史留下濃重的一筆。

整數對的輾轉相除現象, 各量錯綜, 序列值計算繁雜。 受天象觀察、 曆法研究的刺激, 一代

代數學家深掘寶藏, 設計算法。 出於文明的不同, 研究出發點的不同, 認識程度的不同, 演算工

具的不同, 會有多種敘述形式, 更增加了研究的複雜性和趣味性。

一切整數對, 因自然餘數除法序數的奇、 偶, 分成彼此獨立的兩大類, 數理上這個固有本性

考驗著古今中外眾多算法的普適性和完善性。

三大數理潛力點的提法, 能幫助我們剖析兩千多年來不定分析算法演進的歷程。

公元前300年就出現的原始歐幾里得求最大公約數輾轉相除法[1],體現潛力點 II。 1801年,

高斯的線性同餘式序列解法[2]是潛力點 I、II、III 的完美結晶。

1247年秦九韶的大衍求一術, 同樣無愧為三大潛力點的完美結晶。「數書九章」[3]保存的1208

年開禧曆求乘率籌算原圖, 以等數標誌乘率, 顯示從潛力點 II、III 結合的求等數術除法形式, 發

展成潛力點 I、II、III 結合的求乘率術, 揭開了千年上元積年算法發展之謎。
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借助整數對6172608和16900輾轉相除, 我們闡述潛力點含義, 列出序列值計算表。

1、 單位1是整數論的基石, 構成潛力點 I。

最小的自然數是1。 整數對互質時, 最大公約數是1。 常數值不同而其他各項完全相同的線

性不定方程 ax = by + c 或線性同餘式 ax ≡ c(mod b), 常數 c 中只有一個能取單位1。 所謂

要解出未知數 x 的值, 必須謀取 x 的係數為1。

2、 帶餘除法的迭代稱潛力點 II, 帶動序列值計算的進行。

為統一研究東西方不定分析史料, 我們設計了序列值計算表。 全表縱向結構如下:

第一列是整數對118704和325, 遞互除之到餘數0, 有餘數集合79、9、7、2、1和0。

第二列用52倍的整數對6172608和16900, 遞互除之得 104 = 52×2 + 0, 餘數集合為 4108、

468、 364、 104、 52 和 0。

兩列最後一個非零餘數1(或52), 稱自然餘數, 連同後續餘數0, 組成自然餘數分支。

第三列是六個商365、4、8、1、3和2。 代入序列值公式, 計算出的 Q 序列值, 載第四列, P 序列

值, 載第五列。

橫看表中每一行, 以除法為主導, 以商銜接, 導出兩個序列值, 合稱一個循環。

現代數論教科書上有定理深刻揭示, 兩個正整數 a、b 不必互質, 每一步都能找到 P 序列

值、 Q 序列值的線性組合, 等於正負號交替的相關餘數, 總有一步, 等於最大公約數。

序列值線性組合定理[4]: 若 a、b 是任意兩個正整數,

Qka− Pkb = (−1)k−1rk, k = 1, 2, . . . , n,

其中

P0 = 1 P1 = q1, Pk = qkPk−1 + Pk−2, k = 2, . . . , n,

Q0 = 0, Q1 = 1, Qk = qkQk−1 +Qk−2, k = 2, . . . , n.

3、 潛力點 III 商數損一調節舉措, 是序列解算法的關鍵操作。 損, 取微減之意。

在餘數 0 除法 104 = 52×2 + 0 中, 商 2 減去 1, 改成除法 104 = 52×1 + 52 中, 餘數

52 等於除數 52。 餘數 52 稱為調節餘數, 與後續餘數 0 組成調節餘數分支。

序列值計算表中以兩條通欄說明, 展示兩個餘數分支的結構。

因自然餘數除法序數的奇、 偶, 存在著彼此獨立的兩大類整數對, 各舉一個具體數例。

奇序數類整數對, 選自然餘數 52 除法序數 5 (奇) 的 6172608、16900 為代表。

中間三列用雙線界定, 呈現 1208 年開禧曆求乘率術原算圖的數理背景。 第五列 P 序列,

只在分析不定方程時才有用。 遵照高斯不定方程 ax = by ± 1 的 「a不小於b」 約定, 以求乘率

術原算圖首圖的右上 r1 作為初始狀態, 表中各餘數的籌算上、 下位可據此排定。

偶序數類整數對, 選自然餘數 1 除法序數 10 為偶的 120365856000、 499067 作代表。 為
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節省篇幅, 計算表中略去中間的七次除法。

表1: 6172608和16900序列值計算表 (自然餘數除法序數為奇)

k 被除數=除數×商+ 餘 (籌算位) 被除數=除數×商+ 餘 (籌算位) 商值 Q序列 P 序列

1 118704=325×365+79(右上) 6172608=16900×365+4108 (r1 右上) q1365 令 Q1=1 P1=q1=365

2 325=79×4+9(右下) 16900=4108×4+468(右下) q24 Q2=q2=4 P2=1+q2P1=1461

3 79=9×8+7(右上) 4108=468×8+364(右上) q38 Q3=1+q3Q2=33 P3=P1+q3P2=12053

4 9=7×1+2(右下) 468=364×1+104(右下) q41 Q4=Q2+q4Q3=37 P4=P2+q4P3=13514

5 7=2×3+1(自然餘數) (右上) 364=104×3+52(自然餘數) (右上) q53 Q5=Q3+q5Q4=144 P5=P3+q5P4=52595

r5 自然餘數 1(52), r6 自然分支最後0

6 2=1×2+0(右下) 104=52×2+0(右下) q62 Q6=Q4+q6Q5=325 P6=P4+q6P5=118704

r6 調節餘數 1(52), r7調節分支最後 0

6 2=1×1+1(調節餘數) (右下) 104=52×1+52(調節餘數) (右下) q61 Q6=Q4+q6Q5=181 P6=P4+q6P5=66109

7 1=1×1+0(右上) 52=52×1+0(右上) q71 Q7=Q5+q7Q6=325 P7=P5+q7P6=118704

表2: 120365856000和499067序列值計算表 (自然餘數除法序數為偶)

k 被除數=除數×商+ 餘 (籌算位) 商值 Q序列 P 序列

1 120365856000=499067×241181+377873(右上) q1241181 令 Q1=1 P1=q1=241181

2 499067=377873×1+121194(右下) q21 Q2=q2=1 P2=1+q2P1=241182

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

10 73=12×6+1(自然餘數) (右下) q106 Q10=Q8+q10Q9=41068 P10=P8+q10P9=9904852403

r10 自然餘數 1, r11 自然分支最後0

11 12=1×12+0(右上) q1112 Q11=Q9+q11Q10=499067 P11=P9+q11P10=120365856000

r11 調節餘數 1, r12 調節分支最後 0

11 12=1×11+1(右上) q1111 Q11=Q9+q11Q10=457999 P11=P9+q11P10=110461003597

12 1=1×1+0(右下) q121 Q12=Q10+q12Q11=499067 P12=P10+q12P11=120365856000

序列值計算表的基礎是潛力點 II 和潛力點 III, 表中各值只局限於入算兩數原範疇。

二、 求最大公約數輾轉相除

輾轉相除 6172608 和 16900 到餘數 0 而止。 取表 1 第 2 列第 6 次除法餘數 0 除法

104 = 52×2 + 0 的除數值 52, 或取第 5 次除法 364 = 104×3 + 52 的餘數值 52, 作最大公

約數。
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今天中學生常用的這個算法, 是現代歐幾里得求最大公約數輾轉相除法。

原始的歐幾里得算法見於 「原本」(約公元前300年) 一書的卷七命題1和2, 但這大概不是

他自己的發明。 學者們相信, 這個方法大約在那之前200年就已經知道了, 至少以它的減法形式,

而且幾乎肯定為歐多克索斯 (約公元前375年) 所知。

當時的希臘數學家不認為1是另外的正整數的 「因數」。 兩個正整數或者都為1, 或者互質,

或者有一個最大的公因數。 事實上, 1 甚至不被認為是一個 「數」, 0 當然是不存在的。 歐幾里得

實際上依賴於一個數除以另一個數的餘數, 由於沒有0的簡單概念, 說不出一個數整除另一個數

時的餘數是什麼[5]。

當年的原始歐幾里得輾轉相除法, 把整除作為終止輾轉相除法的標誌, 取表1第6次整除除

法 104 = 52×2 的除數值 52, 作最大公約數。

兩法都可處理一切整數對, 求出最大公約數, 具有普適性和完善性, 我們合稱為求最大公

約數輾轉相除法。

三、 求解輾轉相除

3.1. 高斯的原文原意

高斯 「算術研究」(1801年) 第27節正文如下:

現在需要增加解同餘式方法的細節。 我們首先觀察形如 ax + t ≡ u 的同餘式, 這個同

餘式是依賴於 ax ≡ ±1 的, 這裡假定它的模對於 a 互質; 因為如果 x ≡ r 滿足後者, 則有

x ≡ ±(u− t)r 會滿足前者。 而不定方程 ax = by ± 1 與以 b 為模的同餘式 ax ≡ +1 等價。

我們已經知道怎樣來解它, 從而可以給出計算方法。

如果量 A、B、C、D、E 等等以下列形式依賴於 α、 β、 γ、 δ, 等等, 這樣,

A = α, B = βA+ 1, C = γB + A, D = δC +B, E = εD + C,等等。

為簡便計, 我們寫成

A = [α], B = [α, β], C = [α, β, γ], D = [α, β, γ, δ], 等等。

現在我們考慮不定方程 ax = by ± 1, a, b 是正數, 不妨假定 a 不小於 b。 現在通過求兩個數

最大公約數的已知算法, 用普通除法構成等式

a = αb+ c, b = βc+ d, c = γd+ e, 等等,

使得 α、 β、 γ 等等, c、d、e 等等是正整數, 數值遞降, 直到 m = µn + 1, 這總是可以做到的,

結果會是

a = [n, µ, . . . , γ, β, α], b = [n, µ, . . . , γ, β].
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如果我們取 x = [µ, . . . , γ, β], y = [µ, . . . , γ, β, α]。 當 [α, β, γ, . . . , µ, n] 項的個數是偶

數時, 我們有 ax = by + 1, 當項的個數是奇數時, 我們有 ax = by − 1。 這就是所要做的

(Q.E.F.)。

高斯的不定方程序列解的線性同餘式解法, 是潛力點 I、II、III 的完美結晶。

當今世界不定分析史研究十分活躍[6]。 高斯這段深刻論述, 無疑是統一研究東西方史料的

燈塔。 在討論高斯解法的普適性和完善性之前, 我們先分成五點, 體會原文中關於潛力點和關聯

思想的原意。

1、 潛力點 I: 高斯所說的依賴關係, 建築在潛力點 I 基礎之上。 一般同餘式 ax+ t ≡ u 依賴於

單位1常數同餘式 ax ≡ ±1。 原句中兩個正負號, 照顧到 t、u 的大小。 高斯突出線性同餘式與

不定方程 ax = by± 1 的等價關係, 從而改用當時熟知的不定方程序列值解法。 學者們[7]相信,

歐拉大約在1734年, 就已經知道這個方法了。

用我們現在的話描述, 如果解 x ≡ r滿足 ax ≡ 1(mod b), 那麼解 r 的 c倍 cr, 滿足 c

倍常數同餘式 ax′ ≡ c(mod b)。 等價地, 常數 1 不定方程的解, 乘以非常數 1 值 c, 就是非常

數 1 不定方程 ax = by + c 的解。

古代中國的乘率、 古代印度的庫達卡, 同樣建築在潛力點 I 基礎之上。

2、 潛力點 II: 高斯展示潛力點 II 的輾轉相除與序列計算法, 簡明扼要, 用希臘字母表示商, 用

大寫字母表示序列值。 序列值所依賴的商, 安置在方括號中。 有意思的是, 鑒於內部結構完全相

同, 高斯只以一個序列公式, 表示現代數論中的 P 序列和 Q 序列。

3、 潛力點 III: 高斯對潛力點 III 的說法呈現多個層次: 對整數對 a、b 用的是 「求兩個數最大

公約數的已知算法」, 其中每一步都是 「普通除法」, 卻遠遠超出原始的或者現代的歐幾里得輾轉

相除求最大公約數法範疇, 所謂 「直到 m = µn + 1, 這總是可以做到的」, 實施的是商數損一

調節舉措, 這種情況只在求解不定分析式時才會出現。

我們很有必要單獨提出求解輾轉相除一詞, 以區別於求最大公約數輾轉相除法。

4、關聯思想: 除法序數 (即商個數)、 各商各序列值、餘數分支餘數值 (1和0)三類物件, 構成完

整嚴密的整體。 數理內在的關係, 使得人們可以根據某一個特徵, 作為關聯另一個特徵的標誌,

導出所需結論。

關聯思想是剖析複雜算法的有效途徑之一。

例如, 高斯利用序列值與入算值之間量的相關, 描述輾轉相除法的終止: 「結果會是 a =

[n, µ, . . . , γ, β, α], b = [n, µ, . . . , γ, β]」。 方括號中商項顯示, 序列值與餘數0關聯。

5、 入算數值重現現象: 與餘數 0 關聯的序列值等於入算整數對, 我們稱入算數值重現現象。

表1中與餘數0相應的兩組序列值, 都體現入算數值重現。 自然餘數分支中的一組, 是

1187048 = [2, 3, 1, 8, 4, 365], 325 = [2, 3, 1, 8, 4]。 調節餘數分支中的一組, 是 1187048 =
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[1, 1, 3, 1, 8, 4, 365], 325 = [1, 1, 3, 1, 8, 4]。

一旦發現重現現象未曾如期出現, 我們立即可以斷定, 前面我們的某步計算有誤。

3.2. 高斯原術的普適性和完善性

以表 1 整數對 6172608、16900 作係數, 構成兩個不定方程: 6172608x = 16900y + 52

和 6172608x = 499067y− 52, 可約簡成 1187048x = 325y+1 和 1187048x = 325y− 1。

以表 2 整數對作係數, 構成不定方程: 120365856000x = 499067y+1 和 120365856000x =

499067y − 1。

由可解條件, 正負常數1用來保證係數 a、b 互質, 從而輾轉相除得餘數1。 序列值所用商數

出於係數的輾轉相除, 局限於入算兩數範疇。 沒有深層次的考慮, 任何一個值都不可能是不定方

程的解。

高斯用序列值表示未知數, 「我們取 x = [µ, . . . , γ, β], y = [µ, . . . , γ, β, α]」, 方括號中

所用商項顯示, 所用序列值與餘數1關聯。 這組序列值, 充其量只能稱可能解。

表1自然餘數分支上的一組: x = [3, 1, 8, 4] = 144, y = [3, 1, 8, 4, 365] = 52595, 調節

餘數分支上的一組: x = [1, 3, 1, 8, 4] = 181, y = [1, 3, 1, 8, 4, 365] = 66109, 兩組序列值,

可以說成與第一列餘數1相關聯, 也就可以說成與第二列餘數 52 相關聯。

需要先挖掘高斯的三層用意。

1. 高斯以式關聯的思想考慮, 源於與同解方程、 同解不等式思想一脈相承的, 式整體演化的大

背景。 因為沒有不定方程常數範疇的考慮, 字母 x、y 決不會是不定方程的解。

2. 不同關聯之間可以轉換說法。 除法 m = µn + 1 同時提及 µ 和 n, 此次商 µ, 在下一次

除法中作除數, 此次除法在字面上顯示餘數1, 實質上涉及餘數0。 在商數損一調節舉措影響

下, 兩個與餘數0相關的商總個數, 相差1, 等價地, 兩個與餘數1相應的商個數, 也相差1。

因此, 奇偶之別完全可以用來區分兩個餘數分支。

3. 更一般地說, 序列值線性組合定理中的 Qka = Pkb+(−1)k−1rk, 與不定方程 ax = by±1

相對應, 這就涉及商數損一調節舉措造成的兩個餘數分支, 還涉及兩係數這個整數對的奇、

偶序數自然餘數兩大類, 總共四種情況, 可構成四個不定方程。 列表如下:

表3: 高斯求解輾轉相除四類情況資料實例

整數的範疇 不定分析式的範疇

整數對 除法序數 餘數0商總個數 餘數1商個數 可能解 常數 不定方程 x解的值

118704
奇序數自然餘數

r6 = 0偶 r5 = 1奇 x = 144 正1 118704x = 325y + 1 x = 144

和325 r7 = 0奇 r6 = 1偶 x = 181 負1 118704x = 325y − 1 x = 181

120365856000
偶序數自然餘數

r11 = 0 奇 r10 = 1 偶 x=41068 負1 120365856000x=499067y−1 x=41068

和499067 r12 = 0偶 r11 = 1 奇 x=457999 正1 120365856000x=499067y + 1 x=457999
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高斯巧妙地利用奇偶之別, 設計了把四個可能解配置給四個不定方程的法則: 「當 [α, β,

γ, . . . , µ, n] 項的個數是偶數時, 我們有 ax = by + 1。 當項的個數是奇數時, 我們有 ax =

by − 1」。

舉個應用實例, 解常數正1不定方程 118704x = 325y + 1 時, 配置法則說: 常數正1, 商

總個數是偶數。 查表1中能體現偶數的是 k = 6 的自然餘數分支, 於是取自然餘數 1 相關序列

值 Q5 = 144 = x, P5 = 52595 = y, 作 118704x = 325y + 1 一組特解。 接著, 回到高斯原

文解同餘式的本意, 由不定方程的特解, 判斷 x = 144 是同餘式 118704x ≡ 1(mod 325) 的

解。 再由 118704 ≡ 79(mod 325), 也可判斷 x = 144 是同餘式 79x ≡ 1(mod 325) 的解。

又如, 對常數正1不定方程 120365856000x = 499067y + 1, 配置法則說: 商總個數

是偶數。 查表2中能體現偶數的是 k = 12 的調節餘數分支, 於是取調節餘數1相關序列值

Q11 = 457999 = x, P11 = 110461003597 = y, 作為一組特解。

高斯不定方程序列解的線性同餘式解法, 是普遍適用的, 也是完善的。

四、 傳統數學的求等數術

4.1. 求等數術減法形式

傳統數學中, 籌算的十進位值制和算籌排列計算方法, 為分數的表示和運算奠定了基礎。

更相減損[8]一詞, 首現於公元前1世紀 「九章算術」[9]方田章的約分術中:

約分術曰: 可半者半之, 不可半者, 副置分母、 子之數, 以小減多, 更相減損, 求其等

也。 以等數約之。

第六題要約簡九十一分之四十九。 先另行放置49和91, 此後各步構成下表。 表中同一列,

記籌算板上下位兩數。 括弧中是相應的減數。

49 49(-42) 7 7 7 7 7 7

91(-49) 42 42(-7) 35(-7) 28(-7) 21(-7) 14(-7) 7

出現在籌算板上兩個相等的數, 稱等數。 約分術中約分子49得7, 約分母91得13, 用的是

等數的值7。

按字面含義, 以更相減損作術名的, 只是求等數術減法形式。

4.2. 籌算除法的支撐

殷商時期的甲骨文, 已經出現完整的十進位記數。

春秋戰國時期已經廣泛應用算籌。
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「周髀算經」、「九章算術」 有計算乘、 除、 開方的數例, 出現大量 「四而一」, 「十二而一」, 「實

如法而一」 等除法用語。「孫子算經」[10]首次介紹籌算記數、 籌算乘法和籌算除法。

「實如法而一」 體現籌算除法中, 商起統計法個數的作用: 實 (位) 中有等於法 (位) 的數,

所得是一。 實 (位) 中有幾個法 (位的數), 所得就是幾[11]。

「孫子算經」 第17題展示 6561÷ 729 = 9 的除法籌算過程, 附有詳細的術文:

術曰: 先置六千五百六十一於中位為實。 下列九人為法。 上位置七百。 以上七呼下九,

七九六十三, 即除中位六千三百。 退下位一等。 即上位置二十。 以上二呼下九, 二九

十八, 即除中位一百八十。 又更退下位一等。 即上位更置九。 即以上九呼下九, 九九

八十一, 即除中位八十一, 中位並盡。 收下位。 上位所得即人之所得。

據原文我們列出籌算圖, 並在左側編號附上注。

1法 2 實除 3 實除 4 實除

三首 上位 法如得 7 上位 法如得 72 上位 法如得 729 上位

重對 6561 中位 首法在 261 中位 首法在 81 中位 首法在 中位

張實 9 下位 後而上 9 下位 後而上 9 下位 後而上 9 下位

位首 移一方 移一方 移一方

。

首圖三重張位[12]: 上位商空, 中位置實6561, 下位置法9。 法首9對實首6。

同位的實與法比較, 實6不夠法9, 法9移下一位, 置5下。 實65減去一個法9, 「除得在上

方」, 升商1於上位; 餘實56還夠一個法9, 再減去法9, 再升商1於上位。 直到商7為止。 不夠一

個法的實2, 即為餘數, 留在中位, 形成圖2。 很清楚, 術文中上商7乘下法9的 「上七呼下九」, 體

現 「實如法而一」 的演化。

在籌算的除法中, 商統計功能起著支撐作用。

4.3. 求等數除法形式

求等數除法形式中, 沒有商數損一調節舉措, 就沒有類似 「更相減損求其等也」 所說的兩

個相等的數。

刪除1208年原籌算圖左列, 右列上下, 就顯示求等數的除法形式。

6172608和16900遞互除之, 先出現的等數自然值52奇序數 (5), 處圖5上位, 參見表1。

1 2 商8 3 4 商3 5 6
布試 斗分 4108 留試 斗分 4108 留試 斗分餘364 留試 斗分餘364 留試 斗分餘52 留 等數52
兩次 日法16900 次三 日法餘468 三四 日法餘468 四五 日法餘104 五六 日法餘104 六 等數52
數商 商4 餘商 餘商 商1 餘商 餘商 商1 餘

。

120365856000、499067遞互除之, 等數自然值1偶序數 (10), 處圖10下位, 參見表2。
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商3 商2 商3 商1 商11
377873 377873 14291 14291 559 559 85 85 12 12 等數1
499067 121194 121194 6866 6866 158 158 73 73 1 等數1

商1 商8 商12 商1 商6

。

傳統數學求等數術除法形式, 依賴商數損一調節舉措, 得到與除數相同的餘數, 布列在籌

算板上, 上下兩個數相等, 這才是等數。 於是, 等數自然值在先, 等數調節值在後。

求等數術除法形式是潛力點 II 和潛力點 III 結合的產物, 普遍適用, 具有完善性。

五、 求乘率術

秦 「顓頊曆」 等古曆採用積年。 從 「乾象曆」(公元206年) 起, 80餘家曆法列出上元以來

積年資料, 作為曆法的第一條, 直到元郭守敬 「授時曆」(1208年) 才予廢止。 秦九韶 「數書九

章」 治曆演紀題系統闡述上元積年算法, 是1500多年間唯一流傳至今的珍貴史料。 1777年四庫

館臣[13]贊曰: 「自秦漢以來, 成法相傳, 未有言其立法之意者, 惟此書大衍術中所載立天元一法,

能舉立法之意而言之。」

5.1. 商的統計功能與歸數

我們先介紹秦九韶原文、 原圖, 探索天元一原意。

秦九韶描述求乘率過程, 解乘率144只需兩項入算數: 「以四千一百八分為斗定分, 與日法

以大衍術入之, 求得五十二為等數, 一百四十四為因率, 三百二十五為蔀率」。 我們知道, 乘率概

念體現潛力點 I, 但當年古人取乘率一名, 並非出於對常數1滿去式的依賴關係的承認, 只出於

後續的乘法。 只有量的關聯, 沒有顯現式演化思想。 本文第一節示意圖中, 只宜稱作 「命名含潛

力點 I」。

為統一東西方史料的研究, 依據高斯關於 「a 不小於 b」 約定, 我們為1208年開禧曆求乘

率籌算原圖, 補入歲率6172608。 以 6172608 = 16900× 325 + 4108 為橋樑, 認定 1208 年

首圖右上的 4108 為 r1。 類似地, 我們為秦九韶算圖補入120365856000, 參見表2。

現按1842年宜稼本, 把兩組求乘率籌算原圖用方框表示, 所有附注的編號、 注中實、 法、

商、 餘的編號, 與序列值計算表上的編號, 完全一致。

籌算與筆算具有明顯的區別。 序列值計算表中的每一行, 順序列出帶餘除法的實、 法、 商、

餘四項。 商起銜接作用, 導出兩個序列值, 合稱一個循環。

籌算時, 分成試商、 留餘和歸算三個操作。 商置於實所在一側, 餘取代實原在的位置。 隨著

遞互除之進行, 實、 法、 餘上下交替。 算籌排布風格簡練, 例如圖3中, 試商與前次歸算合居一

圖。 我們只要關注所得值首次出現的位置就可以了, 因為再次出現, 無非是重複抄錄, 不必關注。

首圖左上置 1 稱天元一, 左下置 0 稱空, 含義深奧[14]。 如果據數理逆推, 天元一 (Q1) 只
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能指首次除法 6172608 = 16900× 325 + 4108 中, 除數 16900 只是一個。 費解的是, 空0原

意或許是虛位以待, 數理上撞了 Q0 = 0。 因為秦九韶大衍求一術布首圖, 左下乾脆空缺。

布首圖後, 試的是次商4(q2), 來自第二次除法 16900 = 4108× 4 + 468, 置實一側。

1 2 3 (q3) 商 8 4 8

布試 (Q1) 天元 1 (r1) 斗分 4108 留 天元 1 斗分 4108 次試 天元 1 斗分 4108 留 天元 1 (r3) 斗分餘 364

四次 (Q0) 空 0 (b) 日法 16900 次 0 (r2) 日法餘 468 歸三 (Q2 = q2) 歸數 4 日法餘 468 三 歸數 4 日法餘 468

數商 (q2) 商 4 餘 商 4 算商 餘

5 6 7 (q5) 商 3 8 商 3

三試 (Q3=Q2q3+Q1) 率 33 斗分餘 364 留 率 33 斗分餘 364 四試 率 33 斗分餘 364 留 率 33 (r5) 斗分餘 52

歸四 歸 4 日法餘 468 四 歸 4 (r4) 日法餘 104 歸五 (Q4) 歸 37 日法餘 104 五 歸 37 日法餘 104

算商 (q4) 商 1 餘 商 1 算商 餘

9 10 11 12

五試 (Q5) 率 144 斗分餘 52 留 144 等 52 六 乘率 144 等 52 七 乘率 144 等 52

歸六 歸 37 日法餘 104 六 歸 37 (r6) 等 52 歸 (Q6) 歸 181 等 52 歸 (Q7) 蔀率 325 等 52

算商 (q6) 商 1 餘 商 1 算 算

我們重點討論商對除數個數的統計作用, 怎樣推演細化累積值, 導出序列公式。

考察圖3的歸數4過程。 查 16900 = 4108× 4 + 468 的實, 原是首次除法一除數 16900。

統計關係下, 一個 (Q1 = 1) 一除數16900細分成4 (q2) 個二除數4108, 再入空0內: 4(q2)×
1(Q1 = 1) (細化!) + (累積!)0(空) = 4。 可見歸數 4(Q2 = q2Q1 +Q0) 體現細化累計值。

圖3 的試三商8, 對實4108(二次除法的二除數) 實施八分之一細化:(二除數) 4108 = (三

除數) 468× (商)8+364, 4個二除數 4108 細化成 8×4 個三除數 468, 形成細化式 (Q2q3)。

經圖 4 留餘 364(r2) 過渡之後, 圖5上乘積式 (Q2q3) 加入圖3左上的歸 (Q1 = 1)(再前

次的細化累積值), 累計成 8×4(Q2q3) + 1(Q1) = 33, 稱為率, 完成現代意義下的 Q 序列公

式 Q3(33) = Q2q3(8×4) +Q1(1)。

數理上同屬於 Q 序列的各項, 在左上稱天元一、 率或乘率, 在左下稱空、 歸數乃至蔀數,

我們合稱作率、 歸數。 隨著除數的漸次細化, 率、 歸數在左列上下更迭, 體現序列值公式 Qi =

qiQi−1 + Qi−2。 這三項是本次、 前次、 再前次三次除法導出的細化累積值: 本次細化累積值

(Qi)(率、 歸數), 等於前次細化累積值 (Qi−1)(率、 歸數) 與本次試商 (q2) 的乘積 (實施細化),

加上再前次的細化累積值 (Qi−2) (率、 歸數)。

5.2. 等數標誌乘率

求等數術除法形式中, 隨著遞互除之過程, 不斷細化的除數與餘數, 數值相互接近。

圖7試五商除法 364 = 104× 3 + 52, 斗分餘 52 留圖 8 右上。 圖 9 試六商除法 104 =

52× 1 + 52, 餘數等於除數, 餘 52 留圖 10 右下。 圖 10 右列上下兩數, 各標一個等字。
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改用我們今天的語言描述, 5 個除數 (法) 4108、468、364、104、52, 形成除數序列, 一個比

一個小, 最後一個是52。 5 個餘數 468、364、104、52、52, 形成餘數序列, 一個比一個小, 最後一

個是 52。 兩組序列相互逼近, 直至法、 餘、 等三數合一, 這就是等數 52。

以等數 52 作標誌, 圖 9 的率 144, 升格為圖 11 的乘率 144, 是有其內在演化邏輯的。

5.3. 等數造成的陷阱

傳統曆法天象測量, 只取正餘數。 限於篇幅, 這裡不準備詳述開禧曆推演上元積年[15] 導

出正值滿去式的思路, 只利用表1整數對 6172608、 16900 和表 2 整數對 120365856000、

499067, 列出表 4 的兩個常數 1 一次同餘式, 從數理上, 等價傳統數學兩個常數1滿去式。

表4: 正值餘數滿去式的等價同餘式

整數對具體值 餘數1商個數 籌算位 左上歸數 常數1的一次同餘式 解 x 的值

118704、325 r5 = 1奇 r5 = 1上位 144 118704x ≡ 1(mod 325) x = 144

120365856000、499067 r11 = 1 奇 r11 = 1上位 457999 120365856000x ≡ 1(mod 499067) x = 457999

從表1可知, 真正起標誌乘率作用的, 只是第5次除法的自然餘數1(第1列) 或52(第2列)。

這個奇序數自然餘數例中, 乘率的有效標誌是等數自然值1(或52), 恰巧處於右上位。

再看表2。 偶序數自然餘數例中, 乘率的有效標誌是等數調節值1, 恰巧處於右上位。

只有處在右上位的等數自然值 (或等數調節值), 才具有標誌乘率的效力, 與值無關。

秦九韶大衍求一術中突破性的創舉: 「須使右上末後奇一而止。 乃驗左上所得, 以為乘率」,

數理背景就在於此。

上述圖9中, 右上單獨出現的等數自然值52, 具有標誌乘率資格, 但出於認識上的偏差, 必

湊出等數調節值, 必闖調節分支, 必誤得圖11的181, 衝擊右側上下輪流作被除數的規律。 最後

圖12中, 開禧曆家不得不列出曆法所需三值, 不了了之。

傳統曆法的求乘率術, 普遍適用於一切整數對, 能求出乘率, 足以支撐中華文明千年傳統

曆法的輝煌。 以等數檢測乘率, 直觀簡單。 然而在奇序數等數自然值情況下, 就整數對的輾轉相

除序列值計算現象而言, 一定暴露數理的不完善。

我們無比感慨, 1208年的開禧曆求乘率術, 與高斯解法失之交臂, 千秋遺憾。

六、 秦九韶的突破性貢獻

開禧曆求元數, 應用的是除乘消減法[16]。 秦九韶改進成用求乘率解法, 自行設計了元閏

377873朔率499067求乘率原算圖, 同樣以上下位相等的等數1, 充作乘率的標誌。 我們稱為
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秦九韶算圖。 限於篇幅, 這裡只摘錄首末幾幅算圖, 按宜稼本用方框表示如下。

1 2 3 商 3 18

布試 天元 1 元閏 377873 留 天元 1 元閏 377873 次試 天元1 元閏 377873 → · · · → 留 數 6251 元閏餘 12

四次 空 0 朔率 499067 次 0 朔率餘 121194 歸三 歸 1 朔率餘 121194 十 歸 3562 朔率餘 1

數商 商 1 餘 算商 餘 商 6

19 商 11 20 商 11 21 22

十十 數 6251 元閏餘 12 十 數 6251 等 1 十十 因數 457999 等數 1 留十 因數 457999 等 1

歸一 歸 41068 朔率餘 1 一 歸 41068 等 1 一二 歸 41068 等數 1 十二 蔀數即朔數 499067 0

算商 餘 歸商 二歸

。

右下等數自然值1(圖18) 事實上無效, 而等數標誌乘率的理念, 正可逼出右上 (圖20) 有

效的等數調節值1, 從而正常進入調節分支。 圖22中, 左下序列值499067與右下0相應。 秦九韶

刻劃的 「蔀數即朔數」, 正是高斯1801年刻劃的入算數值重現現象。 參見序列值計算表2。

秦九韶在 「數書九章序」 中, 自稱: 「早歲侍親中都, 因得訪習於太史, 又嘗從隱君子受數

學。」 所錄求乘率術籌算原圖操作, 不知何人何時所定, 不要說今天的人們不習慣, 就是中世紀的

秦九韶也痛感不便。 秦九韶親手設計求乘率圖, 為每一個數值費盡心機, 也就有可能受到啟示,

逐步改進。

先間隔刪除原來雙數的2、4、· · · 、20十圖, 保留單數原圖。 再略去注文, 把商數移到兩圖之

間, 形成下列簡圖:

天元1 377873

0 499067

商1−→ 1 377873

1 121194

商3−→ 4 14291

1 121194

商8−→ 4 14291

33 6866

商2−→ 70 559

33 6866

商12−→ 70 559

873 158

商3−→

2689 85

873 158

商1−→ 2689 85

3562 73

商1−→ 6251 12

3562 73

商6−→ 6251 12

41068 1

商11−→ 457999 1

41068 1

商1−→ 457999 1

499067 0
。

有趣的是, 包括首尾在內的每一張籌算小圖, 右上角和左下角相乘的積, 加上右下角和左

上角相乘的積, 其和恰好都等於粧值, 即首圖右下角的數, 也是尾圖左下角的數。 這個對角線乘

積和的粧等性質[17], 是數理與算籌擺法的奇妙結合。

秦九韶工作中, 最重大的突破性貢獻, 就是把等數作乘率標誌, 改為以右上餘數1作乘率標

誌。 在前人基礎上, 模仿設計求乘率圖、 簡化排圖, 最後, 以簡練的語言, 歸納出大衍求一術, 成

為三個潛力點的完美結合。

1247年大衍求一術, 原文如下:

諸衍數, 各滿定母去之, 不滿曰奇。 以奇與定, 用大衍求一入之, 以求乘率 [或奇得一

者, 便為乘率]。

大衍求一術云, 置奇右上, 定居右下, 立天元一於左上。 先以右上除右下, 所得商數,

與左上一相生, 入左下。 然後乃以右行上下, 以少除多, 遞互除之, 所得商數, 隨即遞
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互累乘, 歸左行上下。 須使右上末後奇一而止。 乃驗左上所得, 以為乘率。 或奇數已

見單一者, 便為乘率。

秦九韶回避首圖的零, 也回避最後0這個麻煩, 以 「右上末後奇一」, 準確地選定具有乘率

標誌效力的餘數1。 取消商數, 略去最後一圖。 所有籌算圖與大衍求一術術文的描述, 完全一致,

體現出這樣的數理含義: 以除法為綱, 把同一個循環的試商、 留餘、 歸算併入同一個算圖。

秦九韶具有極高的數學造詣, 歸納提煉的大衍求一術, 「整個算法幾乎可以一字不差地搬到

現代電子計算機上去實現」[18]。

秦九韶萬世流芳, 在偉大數學家高斯之前554年, 得到的大衍求一術, 與線性不定方程現代

序列解定理等價, 而不定方程序列解法正是高斯同餘式算法的核心。

至此, 等數完成了標記乘率的階段性歷史使命。 秦九韶元數格說: 「元數者, 先以兩兩連環

求等, 約奇弗約偶」。 等數回到求等相約過程中, 重操最大公約數的老本行。

七、 小結

西方數學起源於古希臘, 以邏輯形式的公理、 公式分類構成體系。 形式邏輯思維的發展, 追

求嚴格化、 形式化、 符號化。 西方算法體現的, 是規則指導下的書面文字運演。

傳統數學起源於古代中國, 數學思維以中華文明的致用發展為價值取向。 籌算算法體現籌

算的運演, 是特定規則指導下的手工操作。 傳統數學的數值計算, 借助籌算工具, 反過來, 籌算

工具刺激著數值計算的發展。

求最大公約數的需求刺激了等數概念, 等數概念刺激了求乘率術。 求乘率術在求出乘率方

面, 是普遍適用的, 在數理方面卻無法逾越先天障礙, 無法解決自然餘數除法序數奇數情況下的

入算數值重現現象。

追溯傳統不定分析數值解法的發展, 要盡力避免不自覺地套用西方數學發展模式。

秦九韶1247年留下的史料, 只揭示了千年傳統曆法的冰山一角。

曆法史、 數學史上大量的漸近分數, 數理上與 P 、 Q 兩個序列值相通, 也就與求乘率術的

歸數相通。 求乘率術籌算數值解法只求出一個 Q 序列, 地跨東西, 時隔千年, 高斯以一個序列

公式表示現代數論中的 P 序列和 Q 序列, 兩者在數理上則是相通的。

能否從浩如煙海的現存史料中, 尋找數源, 探索求乘率術起源, 這個任務是艱苦的, 也是值

得一做的。
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