
數學傳播 36卷2期, pp. 13-23

相對速度是否相等 ?

張海潮

本文想要討論一個看似簡單, 但是意義深遠的問題, 這個問題就是 : 如果一個處於月台上

的觀察者 OR 量得火車以等速駛向月台, 而火車司機 OM 亦量得月台以等速“駛向”火車, 請問

這兩個等速度是否相等1? 我們稱這個問題為“相對速度是否相等”的問題。 簡言之, 如果 OM

對 OR 的速度是 v 公尺/秒, v 是常數, 請問 OR 對 OM 的速度是否也是 v 公尺/秒? 為了

釐清這個問題, 我們應該先回顧一些涉及的概念, 從而認識這個問題的本質, 進而提出解決的方

案。 以下先討論 (一) 速度及速度的量測及 (二) 慣性坐標系和等速運動。 然後討論 (三) 勞倫

茲變換並導出 (四) 勞倫茲變換的證明。 最後在 (五) 基於光速不變假定仔細說明如何從量測看

相對速度是否相等。

(一) 速度及速度的量測

速度的單位, 例如公尺/秒, 是兩個基本單位一長度 (公尺) 和時間 (秒) 一的比值, 因此

量測速度的方式就是考察運動體在某一時段行經的距離, 然後求其比值。 以月台上的 OR 為例,

OR 在月台上設置兩個相距100公尺的站牌, 假設 OR 看到火車頭在七點通過站牌1, 而在七點

十秒通過站牌2, 則 OR 量得火車的速度是10公尺/秒。

讀者也許認為, 如此量得的其實是火車在此十秒的平均速度, 這一點我們完全同意。 但是

如果已經知道火車對月台是以等速前進, 那麼速度和平均速度便無差異。 稍後, 我們就會談到慣

性系統與等速這個議題。 至於火車司機 OM , 他先看到月台上的站牌1通過火車, 接著又看到站

牌2通過, OM 要問 :

(1) 站牌1和站牌2通過的時間 ?

(2) 站牌1和站牌2之間的距離 ?

1本文中所用 「速度」 一詞, 是指觀察者所測沿直線運動的物體在單位時間行經的距離, 並不涉及運動的方向。 文中用 「速度」, 只是口語

的習慣, 嚴謹的用法應為 「速率」。
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如果是在牛頓力學的架構裡, 故事大概是這樣的。 前一天 OR 請 OM 來月台上討論, OR 把一

支校準好的錶給了 OM , 並且現場秀 OM 站牌1和站牌2的距離, OM 完全同意其間的距離是

100公尺。 第二天早上, OM 駕著火車通過月台, 他看到月台向他而來, 手上的錶指著七點時, 站

牌1通過 OM , 七點十秒, 站牌2通過 OM 。 OM 同樣以100公尺除以10秒而得到月台的速度

是10 公尺/秒。

讀者當然會提出質疑, 上面的解說預設了量測時間和長度對 OM 和 OR 而言, 有相同的

結果。 但是, 這是牛頓力學的基本前提, 至於在相對論的架構之下, 站牌1和站牌2通過 OM 的

時間差是否仍是十秒? 又站牌1和站牌2的距離對 OM 而言是否仍是100公尺 ? 這些都需要

釐清, 而這正是相對論的基本課題。

事實上, 上述的質疑更精準的提法應該是, 站牌1、 2通過 OM 的時間差是否是 OM 系統

中的十秒M , 而站牌1和站牌2對 OM 而言, 距離是否是 OM 系統中的100公尺M ? 畢竟 OM

有自己意義下的秒M 和公尺M 。

附帶在此補充另一個 OR 量測 OM 速度的方法, 那就是 OR 站在站牌1量火車頭和火車

尾通過站牌1的時間差, 例如是5秒, 然後以火車的長度除以5得到速度。 不過此處火車的長度

並非前一天火車停靠在月台的長度, 而是火車在運動時 OR 所量得的長度。 我們提醒讀者, 在

相對論中, 有所謂的勞倫茲收縮現象, 而使 OM 自己所量火車的長度和 OR 所量的不同 (見本

文第四節)。

有趣的是, 此處所提的的方法, 一般反而是在 OR 已知火車的速度是10 公尺/秒的前提之

下, 用來量測運動火車的長度。 照上面所得的時間差5秒來說, 運動中火車對 OR 的長度是50

公尺。

(二) 慣性坐標系和等速運動

慣性坐標系的定義是使牛頓運動第一定律成立的坐標系。 在此坐標系中, 一個不受外力影

響的物體, 靜者粧靜, 動者則進行等速直線運動。 月台或向著月台等速進行的火車都在地球上,

雖然地球並不是嚴格定義下的慣性坐標系, 但是若是只看地表的運動, 月台和火車都可以看成是

慣性系統 (加上扣除空氣阻力和鐵軌的摩擦力等等)。 在這樣的坐標系中, 無論是月台上的 OR

或是火車上的 OM 都無法察覺自己在運動, 但也無法宣稱自己處於絕對靜止的狀態。

我們可以用一個現象來形容。 坐在火車上的 OM 手上拿著一滿杯的咖啡, 當火車相對 OR

以等速直線行進的時候, OM 手中的咖啡紋風不動,一點都沒有潑灑出來。 OR 手中的咖啡亦然,

始終是滿滿的一杯, 這些都是慣性系統的特徵。 在牛頓力學的架構之下, 月台坐標系 (x, y, z, t)
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和火車坐標系 (x′, y′, z′, t′) 之間的轉換可以用一個伽利略變換來表達 :

x′ = x − vt

y′ = y

z′ = z

t′ = t

此處為了完整, 把 z, z′ 坐標也包含進去, 亦即想像月台 OR 和火車 OM 均處於三維的慣性系

統, 而非僅止於在地球的表面。

在這組變換式中, 月台和火車都是沿著 x (或 x′) 軸的方向 (x 和 x′ 軸重合), 在時間

t = t′ = 0 時, 火車 OM 和月台 OR 重合, 並且 OM 向著 x 的正向以 v 運動。

我們提醒讀者, 此式其實是帶著單位的式子, 我們不妨用秒及公尺來“一以貫之”, 這是因

為在牛頓力學的架構下, 長度和時間的概念是絕對的。

這組變換式的意義是說一個位置 — 時間對 OR 而言是 (x, y, z, t) 的物體, 或者說, 在 t

時刻, 位置在 (x, y, z) 的物體, 對 OM 的位置 — 時間是 (x − vt, y, z, t)。 這表示在 t 時刻,

OM 離開原點, 對 OR 而言是在 vt 的位置, 因此物體對 OM 的位置就變成了 x−vt。(如下圖)

上述伽利略變換的逆變換是

x = x′ + vt

y = y′

z = z′

t = t′

這表示 OR 亦以 v 公尺/秒的速度離開 OM , 但是方向相反。 即使不考慮逆變換, 在原來的變

換中, 以 x = 0 代入 (這是 OR 的位置), 亦得到 x′ = −vt = −vt′, 亦即 OR 以 v 公尺/秒

反方向離開 OM 。

可以這麼說, 在牛頓力學或是伽利略變換的架構下, 如果 OM 對 OR 的速度是 v 公尺/秒,

v 是常數, 則 OR 對 OM 的速度亦是 v 公尺/秒, 只是方向相反, 這個結論與第 (一) 節所言相

符。

至於對慣性系統月台 OR 而言, 為什麼一定要相對以等速運動的坐標系 OM , 才同時也是

一個慣性坐標系呢? 那是因為在這兩個系統中, 「等速直線運動的物體」 這個描述必須在兩個系
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統中同時成立。 我們不妨只看 x− t 和 x′ − t′ 這個二維的坐標關係, 並且把它們各自想成是一

個用 x − t 或 x′ − t′ 描述的平面。 則在平面之中, 一個等速運動, 例如 : x = at 是以一條直

線表示。 所以在坐標變換時, 等於是把直線對到直線, 因此時空的坐標轉換必須是線性的。 我們

因此有下述的結論 :

在變換時, 如果只涉及 x, t, x′, t′ 坐標, 則變換是線性的充要條件, 就是把等速直線

運動轉換成等速直線運動。

質言之, 如果坐標的轉換是線性變換

x′ = ax + bt

t′ = cx + dt

則對 OM 而言, OR (x = 0) 的 x′ 坐標是 x′ = bt, 時刻 t′ 是 t′ = dt, 因此對 OM 而言,

OR 的速度是 x′/t′ = b/d。 處於等速運動。 而對 OR 而言, OM (x′ = 0) 的 x, t 坐標滿足

ax+ bt = 0, 因此速度是 x/t = −b/a, 也處於等速運動。 但是, 這兩個互以等速運動的坐標不

一定是使用相同的“等速度”, 除非 a = d。 再次強調, 上述的伽利略形式, 不但保證 OM 和 OR

相互以等速運動, 並且這兩個“等速”都是 v 公尺/秒。 我們將在下節中討論在相對論架構之下,

互以等速運動的慣性系統, 其間的坐標變換。

(三) 勞倫茲變換

1905年9月愛因斯坦在德國 《物理學雜誌》 Annalen der Physik 發表 《論動體的電動力

學》。 在這篇文章裡, 愛因斯坦提出了相對以等速運動的兩個慣性坐標系的轉換公式 :

x′ = x − vt/
√

1 − v2/c2

y′ = y

z′ = z

t′ = t − v

c2
x/

√
1 − v2/c2

式中 c 代表光在真空中的速度, 它是一個常數, 近似值是 3×108 公尺/秒。 一如第二節的情形,

我們假設 OR (x = 0) 和 OM (x′ = 0) 的 x 軸和 x′ 軸重合, OM 以 v 公尺/秒的速度朝向

x 軸的正向運動。 注意到這個被稱為勞倫茲變換的方程式中, 首先 t′ 6= t, 亦即時間的概念不再

絕對, 同時又有
√

1 − v2/c2 在分母出現, 因而長度的概念也不再絕對。

愛因斯坦在得到上述變換之前, 先提出下列兩個假設, 然後據以推導 :
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(1) 物理體系的狀態據以變化的定律, 同描述這些狀態變化時所參照的坐標系究竟是用兩個在

互相勻速移動著的坐標系中的哪一個並無關係。

(2) 任何光線在“靜止的”坐標系中都是以確定的速度 運動著, 不管這道光線是由靜止的還是運

動的物體發射出來的。2

愛因斯坦並且主張 :

首先, 這些方程式顯然應當都是線性的, 因為我們認為空間和時間是具有均勻性的。

關於線性這個特質, 我們在第二節的論述說明了線性變換的意義代表此二慣性系統互以等速運

動, 但是並不表示 OR (x = 0) 觀察 OM (x′ = 0) 的速度等於 OM (x′ = 0) 觀察 OR

(x = 0) 的速度。 換句話說, 線性變換是體現愛因斯坦上述的假設 (1), 因為在兩個慣性系統中,

所謂 「等速直線運動」 的概念, 是同時成立的 (見本文第二節)。

至於假設 (2), 有關光速是常數的這件事, 其實是指, 例如在 OR 系統中, 所觀察到 OM

所發出的光, 其光速永遠都是常數 c 公尺/秒, 不會因為 OM 對 OR 的等速運動而有影響。

另外, 我們應該解釋 OR 與 OM 的單位。 從愛因斯坦的論文中, 我們可以看出, 基本上是

從 OR 的系統中準備了校準好的鐘和尺, 然後送給 OM , 讓 OM 去量自己所在的火車長度。 但

是這把原本在 OR 中定為 1 公尺的量桿 P 送給 OM 之後, 當 OM 以 v 的速度通過 OR 的

時候, OR 量得運動的量桿 P 就不再是 1 公尺, 而是
√

1 − v2/c2 公尺, 這個現象稱為勞倫茲

收縮。

(四) 勞倫茲變換的證明

既然了解到愛因斯坦的假設 (1) 等價於兩個互以等速運動的慣性系統之間的坐標變換必

須是線性的, 並且已知 OM (x′ = 0) 沿 x (及 x′) 軸向 x 軸的正向以 v 公尺/秒運動, 我們可

以把此一坐標變換寫成 (y′ = y, z′ = z) :

x′ = a(x − vt) (1)

t′ = b(t − σx) (2)

(1) 式的解讀是 OM (x′ = 0) 在 OR (x = 0) 的坐標是 x = vt 或 (t, vt)。 兩式中的 a = a(v),

b = b(v) 是兩個特定的常數 (只與 v 相關)。

2原文引自中譯 《論動體的電動力學》, 見 《紀念愛因斯坦文集》 第二卷 P.87, P.90, 新竹凡異出版社。 在愛因斯坦的論文裡, 是以 V 代

表光在真空中的速度, 此處為了方便, 將光速以 c 表達。 另外, 愛因斯坦指的坐標系是慣性坐標系, 光源亦是相對坐標系以等速運動者。
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接下來, 我們要充分利用假設 2 — 光速是常數。 我們假想 OM 經過 OR 的時候兩個觀察

者均同時向 x(x′) 軸的正, 反兩個方向發射光束, 向正方向的是 x = ct, x′ = ct′, 反方向的是

x = −ct, x′ = −ct′。 先令 x = ct, 得到

x′ = a(ct − vt) = a(c − v)t

t′ = b(t − σct) = b(1 − σc)t

令此二式的左邊 x′ = ct′ 而有

a(c − v)t = cb(1 − σc)t

但是 c 6= v, 因為如果 c = v, 則 σ = 1/c 而使 (1), (2) 變換的行列式為 0, 這是不允許的。

因此

a(c − v) = cb(1 − σc) (3)

再以 x = −ct 代入 (1), (2) 得到

x′ = a(−ct − vt) = −a(c + v)t

t′ = b(t + σct) = b(1 + σc)t

同樣令此二式的左邊 x′ = −ct′ 而有

a(c + v)t = cb(1 + σc)t

因此

a(c + v) = cb(1 + σc) (4)

(3)+(4) 得到

2ac = 2cb

所以

a = b

將 b = a 代回 (4) 解 σ,

a(c + v) = ca(1 + σc)

av = c2aσ

得到

σ =
v

c2
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我們暫時解出 (1)、(2), a 仍然未知

x′ = a(x − vt) (1)

t′ = b(t − v

c2
x) (2)

注意到此時若取 x = 0, 則

x′ = −avt

t′ = at

所以 OR (x = 0) 對 OM 的速度是 x′/t′ = −avt/at = −v。

這回答了本文一開始的問題。 不過, 這個結論來自於光速是常數。 另外, 我們還要決定 a =

a(v)。 由於我們已經證明 OR 對 OM 的速度是 −v, 因此我們有逆變換

x = a(−v)(x′ + vt′) (5)

t = a(−v)(t′ +
v

c2
x′) (6)

將 (1), (2) 代入 (5), (6) 得到

x = a(−v)
[
a(v)(x − vt) + va(v)(t − v

c2
x)

]
= a(−v)a(v)(x − v2

c2
x)

或者

a(−v)a(v)(1 − v2

c2
) = 1 (7)

為了理解 a(v), 我們由 (1), (2) 兩式考察 a(v) 的物理意義。 假想, OR (x = 0) 在 t = 0 看到

火車頭 OM (x′ = 0) 通過, 並且在 (x, t) = (0, t) 看到車尾通過, 由於火車 OM 的速度是 v,

所以運動火車對 OR 的長度是 vt。 但是對 OM 而言, 在 (x, t) = (0, 0) 時, (x′, t′) = (0, 0),

而在 (x, t) = (0, t) 時

x′ = a(v)(−vt)

t′ = a(v)t

因此靜止火車的長度是 vt′ = a(v)(vt)。 亦即靜止所量火車的長度與運動所量火車的長度之比

是 a(v), 這個比值顯然與 v 的方向無關, 所以 a(v) = a(−v)。 因此由 (7), 得知

a(v)2 = 1/(1 − v2

c2
)
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亦即

a(v) = 1/

√
(1 − v2

c2
)

將 a(v) 代入 (1), (2), 勞倫茲變換的形式是 :

x′ = x − vt/
√

1 − v2/c2

y′ = y

z′ = z

t′ = t − v

c2
x/

√
1 − v2/c2

上述運動火車的長度是靜止火車長度的
√

1 − v2/c2 倍, 稱為勞倫茲收縮。

(五) 從量測看相對速度是否相等的問題

回到本文一開始的問題。 OM 與 OR 是兩個互以等速運動的慣性系統, 如果 OM 對 OR

(x = 0) 的速度是常數 v 公尺/秒, 則 OR 對 OM (x′ = 0) 的速度是否也是 v 公尺/秒?

在先前 (第二節) 的討論中, 談到對互以等速運動的兩個慣性系統, 其間的坐標轉換必須是

一個線性變換 :

x′ = ax + bt

t′ = cx + dt

此時對 OM (x′ = 0) 而言, OR (x = 0) 的速度是 b/d, 對 OR 而言, OM 的速度是 −b/a, 因

此 a = d 是相對速度相等的充要條件。 而在上一節對勞倫茲變換的討論, 我們看到從光速是常

數出發得到 a = 1/
√

1 − v2/c2 = d, 因此兩者的相對速度都是 v。 但是到此為止, 我們還沒

有提出一個可以得到上述結論的量測方法。 亦即是否有一個由 OR (x = 0) 量 OM (x′ = 0)

速度的方法和同時亦由 OM (x′ = 0) 量 OR 的速度, 從而知道這兩個速度是相等的。

既然一切都歸於光速是常數這件事, 我們應該妥加利用, 正如愛因斯坦在論文中對同時性

的討論。3

現在假設 OM (火車) 朝著 x(x′) 軸的正向, 以速度 v 通過月台 OR, 如下圖, 在月台上

任取一段距離 L, 分別在月台上的 L 和 −L 處放置一面鏡子。

3同註1 《文集》p.84。
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當 OR 與 OM 重合的時候 (x = x′ = t = t′ = 0), 從 OR 及 OM 同時向正、 反兩個方向各

射出一束光。 在 OR 系統觀察到正向的光射到鏡子再反射回來到達 OM 所需的時間是

T1 = 2L(c + v)

從 OR 發出反向的光射到鏡子再反射回到 OM 所需的時間是

T2 = 2L/(c − v)

OR 計算 T2/T1 得到 (c + v)/(c− v), 然後據以解出 OM 對 OR 的速度 v。 現在假設 OR 對

OM 的速度是 −u。 由 OM 發出正向的光 (等同於 OR 放出的光) 射向置於月台上的鏡子, 此

時 OM 看到月台及鏡子以 u 的速度迎面而來, 光到達鏡子所需的時間是

L′/(c + u)

其中 L′ 是 OM 所測 t′ = 0 時鏡子的距離。 因此光反射之後回到 OM 所需的時間是

T ′
1 = 2L′/(c + u)

再看由 OM 發出反向的光。 OM 看到置於月台上 OR 系統 x = −L 的鏡子以 u 的速度離

OM 而去, 這一道反向的光“追上”鏡子所需的時間是

L′/(c − u)

因此, 光反射後再回到 OM 所需的時間是

T ′
2 = 2L′/(c − u)

OM 計算 T ′
2/T

′
1, 得到 (c + u)/(c− u), 然後據以解出 OR 對 OM 的速度 u (或 −u)。 那麼,

如何理解 u 和 v 相等呢 ? 請看下頁圖 :

在 t − x 平面圖中, l1 是斜率為 c 及 −c 的折線, 代表由 OR (及 OM) 正向發出及反射

後的光所走的路徑。 l2 是斜率為 −c 及 c 的折線, 代表由 OR (及 OM) 反向發出及反射後的

光所走的路徑。 l1 和 l2 與 x = vt 相交於 P ′, Q′ 兩點, 代表正、 反向光反射之後回到 OM 的

時空位置, P ′, Q′ 在 t 軸上的投影是 P , Q。 OP 即 2L/(c + v), OQ 即 2L/(c − v), 分別

是 OR 所見正、 反向光反射之後回到 OM 的時間。
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OQ/OP = (c + v)/(c − v), 並且等於 OQ′/OP ′。 OP ′(OQ′) 標記的是在 (t, x) 坐標

系中, 在 x = vt 這條 OM 的路徑上, 光反射後回到 OM 的位置。

在線性坐標變換時, OP ′ → (t′1 = T ′
1, x

′
1 = 0), OQ′ → (t′2 = T ′

2, x
′
2 = 0) 注意到

T ′
2/T

′
1 = OQ′/OP ′, 這是因為 O, P ′, Q′ 在同一條直線上, 而且 (T ′

1, 0), (T ′
2, 0) 也在 t′ − x′

平面過原點的直線上, 線性變換保證 T ′
2/T

′
1 = OQ′/OP ′。 結論是 (c+v)/(c−v) = T ′

2/T
′
1 =

(c + u)/(c − u), 從而 u = v, 在光速是常數的假設下, 回答了本文一開始提出的問題。 4 請見

下圖 (t′ − x′ 圖)。

4此處已假設 v < c, u < c。 反之, 如果 v = c, 亦即 OM 相對 OR 以光速運動, 則 OM 經過 OR 時, 見到 OR 放出的光, 變成

OM 和 OR 放出的光同步前進, 違背了愛因斯坦光速是常數的假設 (見本文第三節)。 至於 v > c, 那就更怪了, OM 見到 OR 放出

的光變成反方向進行, 當然也違背光速是常數的假設, 因為速度是一個有方向性的概念。
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圖中 l′1, l′2 代表 OM 向正、 反方向放出的光所走的路徑, t′ 軸是 OM 的路徑, T ′
1, T ′

2 對應上

圖 x = vt 線上的 P ′ 和 Q′ 點, 因此有 T ′
2/T

′
1 = OQ′/OP ′。

附記 : 最早處理相對速度是否相等的是愛因斯坦, 他在 On the electrodynamics of moving

bodies 一文談到這個問題, 請見 The principle of relativity 一書的第46, 47頁; 此書收錄了

11篇有關相對論的文章, 第三篇就是上述愛因斯坦原發表於1905年的論文。 本文作者是在閱讀

愛氏論文時, 意外的發現這個有趣的議題, 因此想從量測的角度來考量, 最後發現原來這個問題

的解答仍然要回到光速是常數的前提。

—本文作者為台大數學系退休教授—


