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一組幾何不等式的類似

吳裕東

謹以此文獻給我的爺爺吳光如先生 (1928∼2006)

摘要: 本文用初等數學的方法證明瞭 Zhivko Zhelev 最近用高等數學方法證明的一個幾何

不等式和一個類似的不等式, 還發現了此種類型另外幾個不等式和反向的幾個不等式, 最後

提出了一個問題。

關鍵詞: 三角形、 Symmedian 點、 Gergonne 點、 Ceva 線、 幾何不等式、 歐拉不等式。

1. 引言

在本文中約定: a, b, c 分別為 4ABC 的三邊長; s 為半周長; 4 為三角形面積; R, r 分

別為 4ABC 的外接圓半徑與內切圓半徑; ma, mb, mc 分別為三中線長; wa, wb, wc 分別為

三角平分線長; ha, hb, hc 分別為三高線長; ra, rb, rc 分別為三旁切圓半徑長; ka, kb, kc 分別

為過 Symmedian 點之 Ceva 線長; ga, gb, gc 分別為過 Gergonne 點之 Ceva 線長。 另外我

們通常使用循環求和符號“
∑

”與循環求積符號“
∏

”, 如:∑
f(a) = f(a) + f(b) + f(c),∑

f(b, c) = f(a, b) + f(b, c) + f(c, a),∏
f(a) = f(a)f(b)f(c)

等等。

最近, Zhivko Zhelev 在文 [5] 證明了如下的一組幾何不等式:

aha + bhb + chc ≤
√

bcha +
√

cahb +
√

abhc, (1)

ama + bmb + cmc ≤
√

bcma +
√

camb +
√

abmc. (2)

文 [5] 證明不等式 (2) 時用了多元函數求極值的高等數學方法。 本文將給出不等式 (2) 的

一個初等證明和一個類似:

awa + bwb + cwc ≤
√

bcwa +
√

cawb +
√

abwc. (3)
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2. 引理

為了證明不等式 (2) 和 (3), 我們先給出一些引理。

引理1. ([1, p.12; 2, p.52] 也可參見 [4, p.510]) 在 4ABC 中, 有

a + b + c = 2s, (4)

ab + bc + ca = s2 + 4Rr + r2, (5)

abc = 4Rrs. (6)

引理2. 在 4ABC 中, 有

a2m2
a + b2m2

b + c2m2
c =

1

2
s4 − (4R − 5r)rs2 +

1

2
(4R + r)2r2, (7)

bcm2
a + cam2

b + abm2
c = s4 − 6Rrs2 − (4R + r)2r2, (8)

a2w2
a + b2w2

b + c2w2
c =

16Rr2s2[(5R + 6r)s2 − (8R2 + 7Rr + 2r2)r]

(s2 + 2Rr + r2)2
, (9)

bcw2
a + caw2

b + abw2
c =

1

(s2 + 2Rr + r2)2
· [s8 − 4(R − r)rs6

−2(24R2 − 2Rr − 3r2)r2s4

+4(16R2 + 5Rr + r2)r4s2 + (4R + r)3r5], (10)∑
bc(2a2 + bc) = s4 + 2(4R + r)rs2 + (4R + r)2r2, (11)∑ 4a2 + b2 + c2

b + c
=

11s4 − 2(20R + 11r)rs2 − (4R + r)2r2

s(s2 + 2Rr + r2)
, (12)∑ (b + c)(b − c)2

a2
=

−s4 + 2(R + r)(4R − r)s2 − (4R + r)2(2R + r)r

2R2s
, (13)∑ (s − b)(s − c)

(a + b)(a + c)
=

2(R + r)r

s2 + 2Rr + r2
, (14)∑ (b + c)(s − b)(s − c)

a(a + b)(a + c)
=

r(s2 + 4R2 + 2Rr + r2)

2R(s2 + 2Rr + r2)
. (15)

證明: 由中線長公式 ma =
1

2

√
2b2 + 2c2 − a2 等可得

a2m2
a+b2m2

b +c2m2
c = −1

4

( ∑
a
)4

+
( ∑

a
)2

·
∑

bc+
1

2

( ∑
bc

)2

−3
∏

a·
∑

a;(16)

bcm2
a+cam2

b +abm2
c =

1

2

( ∑
a
)2

·
∑

bc −
( ∑

bc
)2

− 3

4

∏
a ·

∑
a; (17)
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由角平分線長公式 wa =
2
√

bcs(s − a)

b + c
等可得

a2w2
a+b2w2

b +c2w2
c =

∏
a ·

∑
a( ∑

a ·
∑

bc −
∏

a
)2

[
−

( ∑
a
)6

+ 5
∑

bc ·
( ∑

a
)4

−7
∏

a ·
( ∑

a
)3

− 4
( ∑

bc
)2

·
( ∑

a
)2

+9
∏

a ·
∑

bc ·
∑

a − 6
( ∏

a
)2

]
; (18)

bcw2
a+caw2

b +abw2
c =

∑
a( ∑

a ·
∑

bc −
∏

a
)2

[
−

( ∏
a
)2( ∑

a
)3

−2
∏

a ·
( ∑

bc
)2

·
( ∑

a
)2

+
∑

a ·
( ∑

bc
)4

+6
∑

a·
∑

bc·
( ∏

a
)2

−2
∏

a
( ∑

bc
)3

−6
( ∏

a
)3

]
;(19)

∑
bc(2a2 + bc) =

( ∑
bc

)2

; (20)

∑ 4a2+b2+c2

b + c
=

2
[
2
( ∑

a
)4

−5
∑

bc ·
( ∑

a
)2

−
( ∑

bc
)2

+6
∏

a ·
∑

a
]

∑
a ·

∑
bc −

∏
a

(21)∑ (b+c)(b−c)2

a2
=

1( ∏
a
)2 ·

[
− 2

∏
a ·

( ∑
a
)4

+
( ∑

bc
)2

·
( ∑

a
)3

+9
∏

a ·
∑

bc ·
( ∑

a
)2

− 4
( ∑

bc
)3

·
∑

a

−12
( ∏

a
)2

·
∑

a + 4
∏

a ·
( ∑

bc
)2]

; (22)∑ (s−b)(s−c)

(a+b)(a+c)
=

1

4

∑ (c + a − b)(a + b − c)

(a + b)(a + c)

=
−

( ∑
a
)3

+ 4
∑

bc ·
∑

a − 6
∏

a∑
a

∑
bc −

∏
a

; (23)∑ (b + c)(s − b)(s − c)

a(a + b)(a + c)
=

1

4

∑ (b + c)(c + a − b)(a + b − c)

a(a + b)(a + c)

=
−

∑
bc·

(∑
a
)4

+
∏

a ·
(∑

a
)3

+4
∑

bc
(∑

a
)2

−12
∏

a ·
∑

bc·
∑

a+12
(∏

a
)2

4
∏

a ·
(∑

bc ·
∑

a −
∏

a
) . (24)
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由粧等式(16)−(24) 和引理 1 即可得粧等式 (7)−(15)。

引理 3. ([4, pp.440, pp.564]) 在 4ABC 中, 有

1

2

[
4a2 + b2 + c2 − (b2 − c2)2

a2

]
≤ 4mbmc ≤ 2a2 + bc. (25)

引理4. 在 4ABC 中, 有

4s(s − b)(s − c)(b + c)

(a + b)(a + c)
≤ wbwc ≤

2as

(a + b)(a + c)

[ abc

b + c
+

(b + c)(s − b)(s − c)

a

]
.

(26)

證明: 不等式 (26) 右邊的不等式的證明見 [4, pp.467]。

由角平分線長公式 wa =
2
√

bcs(s − a)

b + c
知不等式 (26) 左邊的不等式等價於

4s(s − b)(s − c)(b + c)

(a + b)(a + c)
≤

4as
√

bc(s − b)(s − c)

(a + b)(a + c)

⇔ 1

4
(a + b + c)(b + c − a)(b − c)2 ≥ 0.

最後一式顯然成立, 所以不等式 (26) 左邊的不等式成立。 ¤¤¤

引理5. ([3, pp.56]) 在 4ABC 中, 有

16Rr − 5r2 ≤ s2 ≤ 4R2 + 4Rr + 3r2. (27)

3. 不等式 (2) 和 (3) 的證明

3.1. 不等式 (2) 的證明

證明: 不等式 (2) 等價於

(ama + bmb + cmc)
2 ≤

(√
bcma +

√
camb +

√
abmc

)2

⇔
∑

a2m2
a + 2

∑
bcmbmc ≤

∑
bcm2

a + 2
∑

a
√

bcmbmc. (28)

由引理 3 知 ∑
a2m2

a + 2
∑

bcmbmc ≤
∑

a2m2
a +

1

2

∑
bc(2a2 + bc). (29)

由引理 3 及調和平均 ≤ 幾何平均知∑
bcm2

a + 2
∑

a
√

bcmbmc ≥
∑

bcm2
a + 2

∑ 2abcmbmc

b + c

=
∑

bcm2
a + 4

∏
a ·

∑ mbmc

b + c
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≥
∑

bcm2
a+

1

2

∏
a ·

∑ [4a2+b2+c2

b + c
− (b2−c2)2

a2(b+c)

]
. (30)

由不等式 (29) 和 (30) 知要證不等式 (28) 只要證∑
a2m2

a+
1

2

∑
bc(2a2+bc)≤

∑
bcm2

a+
1

2

∏
a·

∑ [4a2+b2+c2

b + c
− (b2−c2)2

a2(b+c)

]
,

即證 ∑
a2m2

a +
1

2

∑
bc(2a2 + bc)

≤
∑

bcm2
a +

1

2

∏
a ·

[ ∑ 4a2 + b2 + c2

b + c
−

∑ (b + c)(b − c)2

a2

]
. (31)

由引理 1 中粧等式 (6) 及引理 2 中粧等式 (7), (8), (11)−(13) 可知不等式 (31) 等價於

s4 + 6r2s2 + (4R + r)2r2 ≥ 2Rr[11s4 − 2(20R + 11r)rs2 − (4R + r)2r2]

s2 + 2Rr + r2
+ s4 − 6Rrs2

−(4R + r)2r2 +
r

R
· [s4 − 2(R + r)(4R − r)s2 + (4R + r)2(2R + r)r]

⇔ (s2 − 16Rr + 5r2)3 + [8R2 + 32Rr + 6r(R − 2r)](s2 − 16Rr + 5r2)2

+2r[R + r + (R − 2r)][37R2 + 82Rr + 12r(R − 2r)](s2 − 16Rr + 5r2)

+4r2(R − 2r)[72R3 + 52R2r + 31Rr(R − 2r) + 8r3] ≥ 0. (32)

由引理 5 及著名的歐拉不等式 [3, pp.53] R ≥ 2r 可知不等式 (32) 成立, 從而不等式 (31)

成立, 進而不等式 (28) 成立, 即不等式 (2) 得證。 ¤¤¤

3.2. 不等式 (3) 的證明

證明: 不等式 (3) 等價於

(awa + bwb + cwc)
2 ≤

(√
bcwa +

√
cawb +

√
abwc

)2

⇔
∑

a2w2
a + 2

∑
bcwbwc ≤

∑
bcw2

a + 2
∑

a
√

bcwbwc. (33)

由引理 4 知∑
a2w2

a + 2
∑

bcwbwc

≤
∑

a2w2
a + 2

∑ 2abcs

(a + b)(a + c)

[ abc

b + c
+

(b + c)(s − b)(s − c)

a

]

=
∑

a2w2
a +

12s
( ∏

a
)2∑

a ·
∑

bc −
∏

a
+ 4s

∏
a ·

∑ (b + c)(s − b)(s − c)

a(a + b)(a + c)
. (34)
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由引理 4 及調和平均 ≤ 幾何平均知∑
bcw2

a + 2
∑

a
√

bcwbwc ≥
∑

bcw2
a + 2

∑ 2abc

b + c
wbwc

=
∑

bcw2
a + 4

∏
a ·

∑ wbwc

b + c

≥
∑

bcw2
a + 4

∏
a ·

∑ 4s(s − b)(s − c)

(a + b)(a + c)

=
∑

bcw2
a + 16s

∏
a ·

∑ (s − b)(s − c)

(a + b)(a + c)
. (35)

由不等式 (34) 和 (35) 知要證不等式 (33) 只要證

∑
a2w2

a +
12s

( ∏
a
)2∑

a ·
∑

bc −
∏

a
+ 4s

∏
a ·

∑ (b + c)(s − b)(s − c)

a(a + b)(a + c)

≤
∑

bcw2
a + 16s

∏
a ·

∑ (s − b)(s − c)

(a + b)(a + c)
. (36)

由引理 1 中粧等式及引理 2 中粧等式 (9), (10), (14), (15) 可知不等式 (36) 等價於

16Rr2s2[(5R+6r)s2−(8R2+7Rr+2r2)r]

(s2+2Rr+r2)2
+

96R2r2s2

s2+2Rr+r2
+

8(s2+4R2+2Rr+r2)r2s2

s2+2Rr+r2

≤ s8−4(R−r)rs6−2(24R2−2Rr−3r2)r2s4+4(16R2+5Rr+r2)r4s2+(4R+r)3r5

(s2+2Rr+r2)2

+
128R(R+r)r2s2

s2+2Rr+r2

⇔ (s2−16Rr+5r2)4+12r[4R+(R−2r)](s2−16Rr+5r2)3

+8r2[84R2+68R(R−2r)+25r2](s2−16Rr+5r2)2

+16r3[584(R−2r)3+2585r(R−2r)2+3720r2(R−2r)+1728r3](s2−16Rr+5r2)

+32r4(R−2r)[576(R−2r)3+2870r(R−2r)2+4739r2(R−2r)+2592r3] ≥ 0. (37)

由引理 5 及著名的歐拉不等式 [3, pp.53] R ≥ 2r 可知不等式 (37) 成立, 從而不等式 (36)

成立, 進而不等式 (33) 成立, 即不等式 (3) 得證。 ¤¤¤

4. 進一步的思考

通過仔細研究, 我們還發現與不等式 (1)−(3) 類似的兩個不等式:

aka + bkb + ckc ≤
√

bcka +
√

cakb +
√

abkc, (38)
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aga + bgb + cgc ≤
√

bcga +
√

cagb +
√

abgc. (39)

仿文 [5], 由不等式 (3), (38), (39) 及幾何平均 ≤ 算術平均, 我們立即可得如下幾個有趣的不

等式:

(b + c − 2a)wa + (c + a − 2b)wb + (a + b − 2c)wc ≥ 0, (40)

(b + c − 2a)ka + (c + a − 2b)kb + (a + b − 2c)kc ≥ 0, (41)

(b + c − 2a)ga + (c + a − 2b)gb + (a + b − 2c)gc ≥ 0. (42)

但是卻有下面的不等式:

a2 + b2 + c2 ≥ a
√

bc + b
√

ca + c
√

ab, (43)

ara + brb + crc ≥
√

bcra +
√

carb +
√

abrc. (44)

礙於篇幅本文不再給出不等式 (38) 和 (39) 的證明, 這兩個不等式的證明將另文發表。 下

面我們給出不等式 (43) 和 (44) 的證明。

不等式 (43) 的證明: 由 (
√

ab −
√

bc)2 + (
√

bc −
√

ca)2 + (
√

ca −
√

ab)2 ≥ 0 可得

ab + bc + ca ≥ a
√

bc + b
√

bc + c
√

ca, (45)

又由 (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ≥ 0 可得

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca. (46)

由不等式 (45) 和 (46) 即可得不等式 (43)。 ¤

不等式 (44) 的證明: 由旁切圓半徑公式 ra =
4

s − a
等可知不等式 (44) 等價於

a

s − a
+

b

s − b
+

c

s − c
≥

√
bc

s − a
+

√
ca

s − b
+

√
ab

s − c
. (47)

由幾何平均 ≤ 算術平均知
√

bc

s − a
+

√
ca

s − b
+

√
ab

s − c
≤ b + c

2(s − a)
+

c + a

2(s − b)
+

a + b

2(s − c)
. (48)

由不等式 (48) 知要證不等式 (47) 只要證

b + c

2(s − a)
+

c + a

2(s − b)
+

a + b

2(s − c)
≤ a

s − a
+

b

s − b
+

c

s − c
. (49)
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令 x = s − a, y = s − b, z = s − c 則 x, y, z > 0, a = y + z, b = z + x, c = x + y 從而

不等式 (49) 等價於

2x + y + z

2x
+

x + 2y + z

2y
+

x + y + 2z

2z
≤ y + z

x
+

z + x

y
+

x + y

z

⇔ y + z

2x
+

z + x

2y
+

x + y

2z
+ 3 ≤ y + z

x
+

z + x

y
+

x + y

z

⇔ 3 ≤ y + z

2x
+

z + x

2y
+

x + y

2z

⇔ 6 ≤
(x

y
+

y

x

)
+

(y

z
+

z

y

)
+

(z

x
+

x

z

)
. (50)

由幾何平均 ≤ 算術平均得

x

y
+

y

x
≥ 2,

y

z
+

z

y
≥ 2,

z

x
+

x

z
≥ 2.

由上述三個不等式即得不等式 (50), 從而不等式 (49) 成立, 進而不等式 (47) 成立, 即不等式

(44) 得證。 ¤

因此現在一個自然的問題是:

問題1. 在 4ABC 中, 對哪些幾何量 la, lb, lc 來說如下的不等式成立?

ala + blb + clc ≤
√

bcla +
√

calb +
√

ablc (51)

而對哪些幾何量上述不等式反向成立?

根據不等式 (1)−(3) 和 (38)−(39), 我們有理由猜想對於三角形內的 Ceva 線, 不等式

(51) 成立, 這還有待於證實。

注: 本文中的運算藉助了數學軟件 Maple 9.0。
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地 點 : 台北市羅斯福路四段1號 天文數學館6樓 中研院數學所 演講廳

報 名 : 網路報名

2. Mini Courses on Several Complex Variables
and Complex Geometry

主 講 人 : Prof. Ovidiu Calin (Eastern Michigan University)、

Prof. Xianghong Gong (University of Wisconsin - Madison)、

Prof. Chin-Yu Hsiao (University of Cologne)、

Prof. Loredana Lanzani (University of Arkansas)

會 議 日 期 : 2012年7月2日 (星期一) ∼ 2012年7月5日 (星期四)

地 點 : 台北市羅斯福路四段1號天文數學館6樓中研院數學所638研討室

報 名 : 即日起至2012年6月15日 (有住宿需求) 或

即日起至2012年6月25日 (無住宿需求)

課程全程使用英文, 歡迎學生參加, 如有疑問請洽詢陳麗伍
liwuchen@math.sinica.edu.tw

3. Workshop on Several Complex Variables
and Complex Geometry

會 議 日 期 : 2012年7月9日 (星期一) ∼ 2012年7月13日 (星期五)

地 點 : 台北市羅斯福路四段1號 天文數學館6樓 中研院數學所演講廳

報 名 : 網路報名

詳細情形請查詢中研院數學所網頁 http://www.math.sinica.edu.tw


