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從代數到算術一一獻給國中小的老師

張海潮

我的老師項武義先生告訴我一件往事。 他出生於抗戰之始, 童年在山裡躲日本人, 直到抗

戰勝利, 才輾轉遷至上海。 12歲左右到上海一間初中寄讀。 有一天在圖書館中發現一本講義, 題

為 《從代數到算術》。 大凡學算的程序都是從算術到代數, 因此這本反其道而行的小書立刻就引

起他的注意。 當然武義師很快掌握了書中的要旨。 原來, 這本書是說明如果一個題目可以用代數

解題, 那麼, 如何還原成只用算術解題呢? 武義師告訴我當時書中所言, 只要將代數式逐步展

開, 展開時保留數據的關係而不求出結果, 直到最後再將變數留在符號一邊, 然後觀察另一邊的

式子, 就可以得出算術的解法。 以下舉幾個例子來說明如何從代數到算術。

例一: 雞和兔共15頭, 雞腳加兔腳共38隻, 求雞、 兔的頭數。

令 X 為兔的頭數, 則有

4X + 2(15 − X) = 38

4X + 2 × 15 − 2X = 38

(4 − 2)X = 38 − 2 × 15

從上式可以解讀算術的方法。 2 × 15 表示全部想成是雞, 那麼腳只有 2 × 15 = 30 隻。 但是

腳應有 38 隻, 所以少了 38 − 2 × 15 = 8 隻。 這 8 隻是因為兔子而增加的, 每一頭兔子增加

(4 − 2) 隻腳, 所以應該用 38 − 2 × 15 去除以 (4 − 2) 來得到兔子應有 4 頭。

例二: 今年父親 32 歲, 兒子 5 歲, 請問幾年後父親的年齡是兒子的 2 倍?

假設是 X 年後, 則有

2(5 + X) = 32 + X

2 × 5 + 2X = 32 + X

2X − X = 32 − 2 × 5
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所以算術的做法是用父親的年齡去扣掉兒子年齡的兩倍, 進一步可以用圖解釋:

例三: 全班同學出遊, 雇若干輛同型車子, 每一輛除駕駛外均有五個空位。 若每一輛均坐五人,

則總共留下 12 個空位, 若每一輛僅坐三人, 而用空位放行李, 則有 8 人無法上車, 請問車子幾

輛, 人數幾人?

假設車子有 C 輛, 全班有 m 人, 則

5C − 12 = m

3C + 8 = m

所以 5C − 12 = 3C + 8

5C − 3C = 12 + 8

(5 − 3)C = 12 + 8

因此算術的解法是: 第一種坐法比第二種坐法的容量多 (12 + 8) 人, 這是因為每一輛車多坐

(5 − 3) 人的關係, 所以用 (12 + 8) ÷ (5 − 3) 得到車輛數是 10, 並求出人數是 38。

例四: 一個蘋果比一個橘子貴 4 元, 3 個蘋果和 5 個橘子等價, 問蘋果、 橘子一個各幾元?

設橘子一個 X 元, 則有

3(X + 4) = 5X

3X + 3 × 4 = 5X

3 × 4 = 5X − 3X

3 × 4 = (5 − 3)X

算術的解法是: 若將 3 個蘋果換成橘子, 則 3 個蘋果相當於 3 個橘子多 3 × 4 元, 因此 5 個

橘子也相當於 3 個橘子多 3 × 4 元, 所以一個橘子是 3 × 4 除以 (5 − 3), 即 6 元。

下例原出於中國古代 《九章算術》 卷7 《盈不足》 問題:

例五: 天平左邊有 12 個金塊, 天平右邊有 20 個銀塊, 左右等重。 現在將金、 銀交換一塊後, 左

邊比右邊輕了 40 克, 問金塊、 銀塊各重幾克?
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設金塊一塊重 g 克, 銀塊一塊重 s 克, 則有

12g = 20s (1)

11g + s = 19s + g − 40 (2)

(1) − (2) (12g − 11g) − s = (20s − 19s) − g + 40

g − s + (12g − 11g) − (20s − 19s) = 40

可得 g − s = 20

因此算術的解法要從金塊、 銀塊的重量差開始思考。 已知金比銀重, 並且天平左右兩邊原來是等

重的, 因為金、 銀交換了一塊而使兩邊的重量差了 40 克, 所以一塊金比一塊銀要重20克。 也就

是說, 移一個金塊到右邊去, 比原來的銀塊重了20克, 而移一個銀塊到左邊來, 比原來的金塊輕

了20克, 一重一輕才會左右差了40克。

明白了此點, 剩下的就是在 g− s = 20 之下怎麼解 12g = 20s, 這又回到例四的方法, 可

以解出 s = 30, g = 50。

上面這個例子看起來比較困難, 特別是 (1)-(2) 的代數操作。 我們提供另一個更具啟發的

解法。

設想自己是個沒學過代數的老夫, 在沒有時間壓力的情況下, 自我挑戰要幫孫子解答這道

問題。 於是有了以下的想法:

既然調換金、 銀各一塊就減重40克, 調換二塊便減重80克, · · · , 所以當調換至左邊是6

金、6銀塊, 而右邊是6金、14銀塊, 便減重240克, 這相當於是14銀塊與6銀塊的差重, 因此, 銀

塊一個重30克。 同樣的道理, 當調換至左邊是10銀、2金塊, 而右邊是10銀、10金塊, 所減重量

400克便相當於是10金塊與2金塊之差重, 因此, 金塊一個重50克。

最後, 我們想提醒教學現場的老師, 用算術或圖解解算術應用題仍是較有趣味、 較有深度,

且對學習思考者也比較有價值的。 若只是為求快圖便, 私下教孩子用代數法取代算術, 而剝奪了

探索的機會, 這是短利之途, 對孩子不公平, 也將傷害到孩子。 不論在哪一階段, 學習之中, 直覺

又自然的方法便是好方法, 也是最值得鼓勵的方法。

感謝審稿人對本文提出的寶貴意見與提醒。
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