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重訪克卜勒 一一 地球的面積律與橢圓律

項武義 · 張海潮 · 陳鵬仁 · 姚 珩

一、 前言

1609 年克卜勒 (J. Kepler, 1571∼1630) 出版了重要巨著 「新天文學」, 距今已有四百年,

書中對火星運行的軌道, 提出了至精至簡的描述。 火星繞著太陽運轉, 其軌道並非是長久以來所

認為的正圓, 而是橢圓, 且太陽位居其中一個焦點的位置; 此外太陽與火星的連線, 在相同的時

間內, 會掃過相同的面積。 後人稱此二發現為克卜勒行星運動第一及第二定律, 或橢圓律與面積

律。 這些發現, 固然有賴於第谷 (Tycho Brahe, 1546∼1601) 畢生觀測所遺留下來的精確數

據, 更重要的是克卜勒充分發揮創意, 將原本基於地球為觀測原點所得的數據,運用幾何方法轉

換為以太陽為中心的結論。

本文的第一部份, 意在展示克卜勒獲得地球面積律所使用的幾何方法, 主要是高中學過的

正弦定律。 至於橢圓律, 從現今能夠掌握的數學方法看來, 既然 (地球的) 面積律已然成立, 只

要能夠分析地球繞日的角速度, 就可以推得地球繞日的軌道確是橢圓。 本文的第二部份, 主要的

目的在展示如何利用克卜勒當年已經充分掌握的數據, 以現代數學方法來分析 (地球繞日的)角

速度這個週期函數的可能形式, 從而理解地球的橢圓律。

克卜勒當年的經歷是先發現地球的面積律,進而得到火星的面積律; 然後歷經長年的困頓,

而大膽的推測火星繞日的軌道是橢圓, 並繼之以驗證。 我們在此嘗試跳過克卜勒的困頓過程, 直

接分析地球繞日的軌道, 使橢圓律的發現看起來更加順利, 也更加自然。 必須指出, 本文所引用

的觀測資料, 基本上是近百年來以地球為原點所觀測到的太陽與火星的角度 (方向), 而非克卜

勒時代第谷的觀測數據, 這是因為本文主要的目的是介紹分析這些數據的數理方法, 讓讀者能

夠了解從數據得到結論的過程, 希望讀者能夠欣賞。

二、 地球的面積律

欲建立地球的面積律, 首先得明白地球相對於太陽的位置。 但是在廣大浩瀚的星際間, 該

如何確定地球的位置呢? 回顧從數千年前以至於克卜勒的時代, 所有對太陽及行星運動的理解,
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都是以地球為原點, 觀測太陽或行星的角度 (方向), 亦即在地球上只能紀錄它們在天球上的經

度 (及緯度), 而無法觀測星體與地球之間的距離, 或是計算距離與距離之比。 因此縱然克卜勒

相信日心說, 而要將以地球為原點的觀測結果轉換到以太陽為原點的位置, 克卜勒必須想出新

的方法。 在克卜勒那個時代, 已經有各個行星大約是在同一平面上運行的看法,而在一個平面上

要定出一個物體的位置, 必須至少要有兩個參考點作依據, 才能夠標定出物體位在何處。 現在,

我們將一個參考點取為不動的太陽, 那麼, 另一個點該取何者呢? 若是選取同樣不變動的恆星,

會因為距離太過遙遠失去參考價值; 但若取鄰近的行星, 因它非靜止, 在天空的位置則又難以標

定。 儘管如此, 克卜勒注意到從一次太陽、 地球、 火星三連星, 到下一次三連星的間隔約是 780

天, 並據以計算出火星繞日的週期約是 687.0 天。 由於每隔 687 天火星在天空的位置有如一個

固定的燈塔, 只要將回到原處的那個位置當作是另一個參考點,這樣一來, 就擁有兩個固定的點

作為基準, 利用從地球觀測到的角度, 倒過來決定地球的位置。

從地球觀測太陽, 將太陽在天球上的投影點以 (黃道) 經度標定。 例如春分 (3 月 21 日或

22 日) 時, 經度為 0◦, 夏至 (6 月 21 或 22 日) 時太陽的經度為 90◦ 等等, 不過因為太陽與

地球的位置相差 180◦, 所以在春分的時刻, 太陽看地球的經度變成 180◦, 夏至時刻太陽看地球

的經度變成 270◦, 在以下的討論中, 有時為了方便, 我們也會採取以太陽為原點,觀測地球的經

度, 這樣的選擇和以地球為原點的觀測經度是等價的。

圖一: 太陽 S、 火星 M 與地球 E 的位置示意圖

克卜勒當年便以發生火星衝 (太陽、 地球、 火星三點成一直線, 如圖一。S 表太陽, E 是地

球, M 為火星) 的日期為基本參考數據, 為了方便起見, 我們選取 1950 年 3 月 23 日 5 時

這天的觀測數據, 此時 SEM 成一直線。 S 的位置固定, M 每隔一個火星年會回到原位置,視

作不動, Ei 代表自發生火星衝起前一個火星年的地球位置, 由數據該位置發生在 1948 年 5 月

5 日; 而 Ej 則是自火星衝起算下一個火星年時的地球位置, 由數據該位置發生在 1952 年 2

月 8 日。 如此 SEiMEj 可形成一個四邊形。 為了方便起見, 以 ri 代表 SEi 線段長, rj 代表

SEj 線段長。 很明顯 ri、 rj 分別表示兩個時間點的地球與太陽距離 (圖二)。
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圖二: SEiMEj 所形成的四邊形

四邊形 SEiMEj 可看成由 △SEiM 與 △SEjM 所組成, 其中 ∠SEiM、 ∠SEjM、

∠MSEi 及 ∠MSEj 之值可由自地球所分別觀測到至火星與至太陽的經度獲得。 由觀測數據

於 1948 年 5 月 5 日時, 火星 M 之位置為經度 144.9◦, 太陽 S 之位置為經度 44.7◦, 所

以 ∠SEiM = 144.9◦ − 44.7◦ = 100.2◦; 同理 ∠SEjM = 318.4◦ − 218.2◦ = 100.2◦。 而

∠MSEi 及 ∠MSEj 則是可由火星衝及前或後一個火星年, 地球觀測太陽經度之差獲得。

火星衝時太陽 S 位置為 2.0◦, 而於 1948 年 5 月 5 日時, 太陽 S 位置為 44.7◦, 故

∠MSEi = 44.7◦ − 2.0◦ = 42.7◦, 同理 ∠MSEj = 2.0◦ + 360◦ − 318.4◦ = 43.6◦。

由三角形三內角和為 180◦ 可得

∠EiMS = 180◦ − ∠SEiM − ∠MSEi = 37.1◦

∠EjMS = 180◦ − ∠SEjM − ∠MSEj = 36.2◦

△SEiM 和 △SEjM 三內角現皆已知, 且 SM 為共邊, 利用正弦定律

ri

sin ∠EiMS
=

SM

sin ∠SEiM

rj

sin ∠EjMS
=

SM

sin ∠SEjM

可得 ri、 rj 的關係
rj

ri

=
sin ∠SEiM sin ∠EjMS

sin ∠SEjM sin ∠EiMS

此式代表: 原本甚難觀測出之地球至太陽的實際距離, 其比值卻可完全由火星衝與經過不

同火星年後, 太陽、 地球與火星彼此連線所形成之相關角度求得。若 ωi、 ωj 分別是地球在 Ei、

Ej 時, 相對於太陽的角速度, 它們可由地球在 Ei 或 Ej 位置, 至隔天同一時間, 所行經的角

度來求得。 由觀測數據於 1948 年 5 月 5 日時, 地球 Ei 之位置為 224.897◦, 而於 1948 年
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5 月 6 日時, 地球 E ′

i 之位置為 225.865◦, 故 ωi = 225.866 − 224.897 = 0.969, 同理,

ωj = 139.561 − 138.549 = 1.012。

地球之面積律意謂地球與太陽連線在相同時間掃過相等面積, 如圖三所示

∆A =
1

2
r2∆θ

∆A

∆t
=

1

2
r2

∆θ

∆t

所以面積速率
dA

dt
=

1

2
r2

dθ

dt
=

1

2
r2ω

式中 ω 是地球繞日的角速度

圖三: 地球面積律示意圖

我們要檢視面積律, 亦即檢視在不同地球位置至太陽之距離平方, 與在該點所對應的地球角速

度 ω 之乘積恆為定值, 或

r2

i ωi = r2

jωj (1)

我們以火星衝前一火星年之地球位置 Ei 為參考基準, 再往前逆推三個火星年, 及自火星

衝向後延伸三個火星年的地球位置作為 Ej , 由這些 Ej 之觀測數據, 可求得所對應之 r2

j/r
2

i 及

ωi/ωj 比值, 如表一。

表一: 由觀測數據所求得之 r2

j/r
2

i 與 ωi/ωj 值

時間 ∠SEiM ∠SEjM ∠MSEi ∠MSEj ∠EiMS ∠EjMS ωi ωj r2

j /r2

i ωi/ωj

1942.09.13 7.5◦ 167.9◦ 4.6◦ 0.974 1.005 0.995

1944.07.31 33.8◦ 126.0◦ 20.2◦ 0.956 1.026 1.014

1946.06.18 62.4◦ 84.4◦ 33.2◦ 0.954 1.016 1.016

1948.05.05 100.2◦ 42.7◦ 37.1◦ 0.969

1952.02.08 100.2◦ 43.6◦ 36.2◦ 1.012 0.959 0.958

1953.12.26 60.6◦ 87.9◦ 31.5◦ 1.019 0.958 0.951

1955.11.13 30.3◦ 132.0◦ 17.7◦ 1.007 0.967 0.962

由表格最右邊兩行的運算結果, 可看出 r2

j/r
2

i 與 ωi/ωj 兩者相差甚微, (約小於 1%), 可

視為相等, 亦即 r2

j ωj = r2

i ωi。 注意到表一中的 7 個數據都是以 1950 年 3 月 23 日這一天
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發生的火星衝為基準, 逆推或順延 7 個火星年 (一個火星年為 687 天) 所測地球的位置和角速

度。 我們仿此方式, 繼續每隔 687 天逆推或順延來取得其他 30 個地球所在的位置 Ek, 以及在

Ek 的角速度 ωk, 仍然可以驗證 r2

kωk = r2

i ωi (表二)。

倒是以 1950 年 3 月 23 日為基準而彼此相差 687 天的地球位置是否會遍歷地球繞日的

軌道呢? 如果可以, 面積律, r2ω =常數, 便可建立, 因此必須了解在上述每隔 687 天的日期,

地球可能的位置分佈,關於此一分佈的遍歷性, 根本的原因在於火星年 687 天和地球年 365 天

是互質的兩個常數。 因此每隔 687 天取一個地球的位置, 這些位置終將在 (地球的) 軌道上逐

漸密集而具有整體的代表性。

表二: 其他三十個位置的時間、 ωk、 r2

k/r
2

i 與 ωi/ωk 值

時間 ωi ωk r2

k/r2

i ωi/ωk 時間 ωi ωk r2

k/r2

i ωi/ωk

1948.05.05 0.969 1948.05.05 0.969

1940.10.26 0.998 0.959 0.971 1957.09.30 0.983 0.982 0.986

1938.12.09 1.016 0.951 0.954 1959.08.18 0.961 1.008 1.008

1937.01.21 1.017 0.953 0.952 1961.07.05 0.953 1.016 1.016

1935.03.06 1.001 0.968 0.968 1963.05.23 0.962 1.005 1.008

1933.04.18 0.977 0.991 0.992 1965.04.09 0.982 0.988 0.987

1931.06.01 0.958 1.008 1.012 1967.02.25 1.005 0.958 0.964

1929.07.14 0.954 1.019 1.016 1969.01.12 1.019 0.950 0.951

1927.08.27 0.966 1.011 1.003 1970.11.29 1.014 0.953 0.956

1925.10.09 0.988 0.993 0.980 1972.10.16 0.992 0.974 0.976

1923.11.22 1.010 0.953 0.959 1974.09.03 0.969 0.999 1.000

1922.01.04 1.019 0.951 0.951 1976.07.21 0.955 1.012 1.015

1920.02.17 1.009 0.957 0.960 1978.06.08 0.957 1.010 1.013

1918.04.01 0.986 0.980 0.983 1980.04.25 0.973 0.991 0.996

1916.05.14 0.964 1.005 1.005 1982.03.13 0.997 0.974 0.972

1914.06.27 0.954 1.017 1.016 1984.01.29 1.016 0.951 0.954

當然, 我們也可以看看其他的火星衝, 和它們之間位置的關連, 例如 1916 年 2 月 10 日

和 1995 年 2 月 12 日各曾發生一次火星衝, 這兩次火星衝的位置只相差 1.8◦, 因此可視為重

疊而成功地驗證並建立起克卜勒的面積律。 其建立的方式回顧起來, 一方面是巧妙的運用火星

衝與火星繞日的週期, 另一方面則是利用 687 天與 365 天互質的關係來保證上述地球位置分

佈的遍歷性。

對天文觀測而言, 太陽到行星間的距離或距離與距離之比甚難直接由測量得出, 而行星運

行所經過的角度相對而言則十分容易觀測。 面積律的成立, 使得我們只需要去觀測行星的角速

度, 便可推得在不同時刻太陽與行星間距離的比值。這是面積律的潛在意涵, 它也有效地掌握住

行星距離變化的法則。
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三、 地球的橢圓律

完成地球面積律之建立後, 現將試著建立地球之橢圓律。 由於地球繞日進行規律的週期運

動, 地球至太陽之距離 r(θ) 或其倒數也可表為 θ 之週期函數, 即可用不同倍角之正弦及餘弦

函數之級數來表示

1

r
= a0 +

∑

n

an cos nθ +
∑

n

bn sin nθ (n = 1, 2, 3, . . .)

考慮在最理想狀況下, 此距離倒數之週期函數可以一單角之三角函數來近似, 即令

1

r
= a0 + a1 cos θ + b1 sin θ (2)

利用已獲得的地球面積律或 (1), 或
1

r
= c

√
ω

此處 c 為比例常數, 則距離倒數之週期函數亦可改寫成

√
ω = c0 + c1 cos θ + c2 sin θ

如此可再次使用可觀測的角速度 ω, 來代替不能量測的距離 r。 欲求得上式中 c0、 c1、 c2

三個未知係數, 必須選取三組數據, 以形成三元一次聯立方程式。 茲隨機選取 1998 年 4 月 23

日, 1998 年 7 月 31 日, 1998 年 10 月 2 日的三組數據, 形成

√
ω1 = c0 + c1 cos θ1 + c2 sin θ1

√
ω2 = c0 + c1 cos θ2 + c2 sin θ2

√
ω3 = c0 + c1 cos θ3 + c2 sin θ3

其中 θ1、 θ2 與 θ3 之值是由任意選取 1998 年 1 月 27 日地球與太陽的連線當作水平 x 軸, 其他

三個日期之地球與太陽連線和 x 軸的夾角則分別為 θ1、 θ2 與 θ3, 如 θ1 = 213.2◦− 127.4◦ =

85.8◦, 並列於下表三。

表三: 計算橢圓方程式的參考數據

時間 地球經度 θi ωi

1998.01.27 127.4◦
.................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................
1998.04.23 213.2◦ 85.8◦ 0.975

1998.07.31 308.1◦ 180.7◦ 0.956

1998.10.02 9.1◦ -118.3◦ 0.984
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由表三中, θ1、 θ2、 θ3 與 ω1、 ω2 及 ω3 之數據, 可求得上式三元一次聯立方程組之解, 其

解為

c0 = 0.993 c1 = 0.015 c2 = −0.007

由此三個地球位置所得到之距離或角速率平方根週期函數為

√
ω = 0.993 + 0.015 cos θ − 0.007 sin θ (3)

現再隨機選取七個不同日期或七個不同地球位置, 並設 d = 0.993 + 0.015 cos θ−
0.007 sin θ, 由對應所得之角速率 ω, 藉比較

√
ω 與 d 二值之差, 即可驗證所選取的地球位

置是否都符合此距離之週期函數, 由下表四可知
√

ω 恆等於 d, 表示 (3) 式中 這個週期函數的

有效性。

表四: 由七個不同日期的觀測數據檢驗距離或角速率平方根週期函數式

時間 地球經度 θ ω
√

ω − d

1998.02.12 143.6◦ 16.2◦ 1.011 0.000

1998.03.17 176.7◦ 49.3◦ 0.995 0.000

1998.05.06 225.8◦ 98.4◦ 0.968 0.000

1998.06.22 270.9◦ 143.5◦ 0.954 0.000

1998.08.18 325.4◦ 198.0◦ 0.962 0.000

1998.11.17 55.0◦ -72.4◦ 1.009 0.000

1998.12.29 97.6◦ -29.8◦ 1.019 0.000

現在證此週期函數式實為一橢圓軌跡方程式。若設橢圓兩焦點連線為水平 x 軸, 則橢圓軌

跡方程式可表為

r =
a(1 − e2)

1 + e cos θ
或

1

r
= B + A cos θ

其中 e 為離心率, a 為半長軸, B = 1/a(1 − e2), A = e/a(1 − e2)。 若 x 軸非兩焦點連線,

則橢圓方程式為

1

r
= B + A cos(θ − θ0) = B + d1 cos θ + d2 sin θ (4)

此處 θ0 為近日點至原點連線與 x 軸之夾角, 且 d2

1
+d2

2
= A2, 及

√

d2

1
+ d2

2
/B = A/B = e。

現距離倒數之週期函數式 (2) 或 (3) 已具備橢圓方程式 (4) 的形式, 且測試式 (3) 之
√

c2

1
+ c2

2

與 c0 之比值為
√

c2

1
+ c2

2

c0

=

√

(−0.007)2 + 0.0152

0.993
= 0.017

此值正是地球軌道離心率之公認值 0.017, 而可明顯得知距離倒數之週期函數與橢圓方程式等

價, 且亦精確地確認地球運行的軌道即為橢圓軌道。
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四、 結論

利用火星衝及火星年的特性, 可將太陽與火星固定在天體上, 藉著運動的地球與此二固定

點所形成的幾何關係, 能將無法直接測得之地球與太陽間距離的變化, 以較易獲得的觀測角度

來表示, 而簡潔地重新完成了地球面積律與橢圓律之建立檢驗, 也對克卜勒在四百年前便有此

深刻創見, 感到衷心敬佩。
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