
數學傳播 33卷4期, pp. 67-82

深入研究課本一題

石長偉

內容提要: 首先本文給出了課本一復習參考題的多種證法, 其次採用層層設問, 逐步

提出了“數學歸納 — 微分法”, 最後給出了此法的廣泛的應用。

關鍵詞: 多種證法 、 多維均值不等式 、 直接證明 、 假定分析 、 數學歸納 — 微分法。

1. 問題的提出:

人民教育出版社 2003年出版的高中數學 (必修本) 第二冊 (上) 復習參考題六 B 組題 2

是:

已知 a1a2 · · ·an = 1, 且 a1, a2, . . . , an 都是正數,

求證 (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) ≥ 2n。 (1)

2. 問題的解決:

分析: 偵查 (1) 式, 則獲如下特徵:

(i) 當且僅當 a1 = a2 = · · · = an 等號成立;

(ii) 此式是關於非零自然數的不等式;

(iii) 因 a1a2 · · ·an = 1, 所以 2可以試著拆 1 + 1。

根據以上三點, 我們給出了 (1) 式的如下多種證明。

證法1: (多維均值不等式)

因為 1+a1 ≥ 2
√

a1 (1.1), 1+a2 ≥ 2
√

a2 (1.2), . . . . . ., 1+an ≥ 2
√

an (1.n)。

所以 (1.1)× (1.2)× · · ·× (1.n) 得: (1 + a1)(1+ a2) · · · (1+ an) ≥ 2n√a1a2 · · ·an = 2n。

證法2: (數學歸納法)

10 當 n = 2 時, 不等式成立。 即
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(1 + a1)(1 + a2) = 1 + (a1 + a2) + a1a2 ≥ 1 + 2
√

a1a2 + a1a2 =
(

1 +
√

a1a2

)2

= 22。

20 假設 n = k 時, 不等式成立。 即在滿足 a1a2 · · ·ak = 1 時, 有 (1+a1)(1+a2) · · · (1+ak)

≥ 2k。 則當 n = k + 1 時, 在滿足條件 a1a2 · · ·akak+1 = 1,

即證 (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + ak−1)(1 + ak)(1 + ak+1) ≥ 2k+1

不妨設 ak ≥ 1, ak+1 ≤ 1 由歸納假設知

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + ak−1)(1 + akak+1) ≥ 2k

即證 (1 + ak)(1 + ak−1) ≥ 2(a + akak+1) (2)

此式等價於 (ak − 1)(1 − ak+1) ≥ 0 粧成立。

綜合 10 、 20 不等式 (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) ≥ 2n 成立。

證法3: (分析法)

因為

2n

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
=

(1 + 1)n

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

=

(

1 + 1
n

√

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

)n

=

(

n

√

1

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
+ n

√

a1a2 · · ·an

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

)n

=

(

n

√

1

1 + a1

· 1

1 + a2

· · · 1

1 + an

+ n

√

a1

1 + a1

· a2

1 + a2

· · · an

1 + an

)n

≤
[

1

n

(

1

1+a1

+
1

1+a2

+ · · · + 1

1+an

)

+
1

n

(

a1

1+a1

+
a2

1+a2

+ · · · + an

1+an

)

]n

=

[

1

n
(1 + 1 + · · · + 1)

]n

= 1。

所以 (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) ≥ 2n 成立。

3. 問題證法的拓廣:

根據 (1) 式的特徵 (i) 、 (ii), 我們提出如下猜想:

已知 a1a2 · · ·an = Gn, 且 m, a1, a2, . . . , an 都是正數, 證明或否定:

(m + a1)(m + a2) · · · (m + an) ≥
(

m + n

√

Gn

)n

(3)
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證明: 因為

(m + n
√

Gn)
n

(m + a1)(m + a2) · · · (m + an)

=

(

m + n
√

Gn

n

√

(m + a1)(m + a2) · · · (m + an)

)n

=

(

n

√

mn

(m + a1)(m + a2) · · · (m + an)
+ n

√

a1a2 · · ·an

(m + a1)(m + a2) · · · (m + an)

)n

=

(

n

√

m

m + a1

· m

m + a2

· · · m

m + an

+ n

√

a1

m + a1

· a2

m + a2

· · · an

m + an

)n

≤
[

1

n

(

m

m+a1

+
m

m+a2

+ · · ·+ m

m+an

)

+
1

n

(

a1

m+a1

+
a2

m+a2

+ · · · + an

m+an

)

]n

=

[

1

n
(1 + 1 + · · ·+ 1)

]n

= 1。

所以 (3) 式成立。

通過分析法, 依據 n 元均值不等式, 使猜想變為現實。 其實式 (1) 隸屬式 (3) 的限定, 式

(3) 是式 (1) 的推廣。 面對 (1) 式的多種證明, 我們不禁要問: (3) 式能否同證明 (1) 式一樣,

直接運用多元均值不等式或者運用數學歸納法呢?

考慮一: 根據二元均值不等式等號成立的條件是 ai = 1。 若對 (2) 式直接運用二元均值

不等式, 則有 m + a1 ≥ 2
√

ma1 (2.1), m + a2 ≥ 2
√

ma2 (2.2), . . . , m + an ≥
2
√

man (2.n), 由 (2.1) × (2.2) × · · · × (2.n) 得 (m + a1)(m + a2) · · · (m + an) ≥
2n
√

mnGn, 這一結論顯然與 (3) 式矛盾。 當然, 也可以從這 n 個不等式的等號成立的條件

a1 = a2 = · · ·an = m 知 Gn = mn 與已知矛盾。

考慮二: 不妨, 我們假設此不等式依然可以運用數學歸納法證之。

10 當 n = 2 時, 不等式成立。 即

(m + a1)(m + a2) = m2 + m(a1 + a2) + a1a2 ≥ m2 + 2m
√

a1a2 + a1a2

= (m +
√

a1a2)
2 = (m +

√

G2)
2

20 假設 n = k 時, 不等式成立。 即在滿足 a1a2 · · ·ak = Gk 時, 有

(m + a1)(m + a2) · · · (m + ak) ≥
(

m + k

√

Gk

)k

。
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則當 n = k + 1 時, 在滿足條件 a1a2 · · ·akak+1 = Gk+1, 即證

(m + a1)(m + a2) · · · (m + ak−1)(m + ak)(m + ak+1) ≥
(

m + k+1
√

Gk+1

)k+1

。

不妨設 ak ≥ Gk+1, ak+1 ≤ Gk+1 由歸納假設知

(m + a1)(m + a2) · · · (m + ak−1)(m + akak+1) ≥
(

m + k

√

Gk

)k

。

因為 k+1
√

Gk+1 與
k
√

Gk 是隨著 n 變化的量, 所以我們無法得到如同證法 2中的關係式

(2)。 因此, 這樣繼續下去已不再可能。 是不是不等式 (3) 真的不能用數學歸納法證明其成立嗎?

(1) 式為什麼卻“一舉成功”。 雖然不等式 (1) 是不等式 (3) 的限定, 不等式 (3) 是不等式 (1)

的推廣。 “限定”是“推廣”的特殊表現形式, “推廣”代表了“限定”的普遍規律。 因此, “推廣”或

多或少的的保留著“限定”的影子。 基於此, 我們不能不再做探索。 “路慢慢其修遠兮, 吾將上下

而求索。”

通過以上分析, 我們知道, 運用數學歸納法的難度及關鍵之處是從以假設 n = k 時命題成

立為已知條件向 n = k + 1 命題也成立之間的過渡。 於是, 假設 n = k 時, 不等式成立。 即在

滿足前提條件 a1a2 · · ·ak = Gk 下, 有

(m + a1)(m + a2) · · · (m + an) ≥
(

m + k

√

Gk

)k

。

則當 n = k + 1 時, 因為 Gk = a1a2 · · ·ak, 所以欲證的不等式的前提條件自然而然的變

為 a1a2 · · ·akak+1 = Gk+1, 即 a1a2 · · ·ak =
Gk+1

ak+1
, 由歸納假設知

(m + a1)(m + a2) · · · (m + ak)(m + ak+1) ≥ (m + ak+1)

(

m + k

√

Gk+1

ak+1

)k

。 (4)

由原來的假設不可假之, 到現在的新的結果的產生, 不能不使人有些欣喜。 不過, 由 (4)

式如何得到 (m + ak+1)(m + k

√

Gk+1

ak+1
)k ≥ (m + k+1

√
Gk+1)

k+1 呢? 一切的發現都源於細

緻入微的觀察。 從變量的角度來看, (4) 式中的變量只有 Gk+1 與 ak+1; 再從欲證明的結果

(m + k+1
√

Gk+1)
k+1 來看, 可以認為 Gk+1 是相對於 ak+1 不變的量, ak+1 是相對於 Gk+1 的

變量。 從數學是研究量與量之間的關係來分析, 這也是符合我們的理念的。 因此, (4) 式的右邊

唯有 ak+1 是變量。 於是, 我們設 ak+1 = x, 則有

f(x) = (m + x)

(

m +
k

√

Gk+1

x

)k

。

由 ak+1 ∈ R+ 知 x ∈ R+。 此函數是關於 x 的非初等函數, 所以直接求導求其最小值豈

不妙哉?
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因為 f ′(x) = m
(

m + k

√

Gk+1

x

)k−1(

1 −
k
√

Gk+1

k
√

xk+1

)

, 令 f ′(x) = 0 知 x = k+1
√

Gk+1;

則 (0, k+1
√

Gk+1) 為 f(x) 的遞減區間且 ( k+1
√

Gk+1, +∞) 為遞增區間。

故 f(x) ≥ f( k+1
√

Gk+1) = (m + k+1
√

Gk+1)
k+1

即 (m + a1)(m + a2) · · · (m + ak)(m + ak+1) ≥ (m + k+1
√

Gk+1)
k+1

再綜合 n = 2 時的結果, 不等式 (m + a1)(m + a2) · · · (m + an) ≥ (m + n
√

Gn)n 成立。

回顧整個思維過程, 運用的方法是數學歸納法與微分法的結合。 首先是在數學歸納法大的

框架的支撐下, 運用微分作為建築材料, 構建了一件精美的藝術品。 如果說數學歸納法是基石,

那麼微分法則是基石上建造的里程碑。 把微分法比喻為里程碑一點也不過分, 因為微積分本身

被喻為數學上的里程碑。 因此, 我們把其稱之為“微分 — 數歸法”。能把這二者巧妙的結合在一

起, 可謂從“煞費心機”, “苦心經營”, “ 精竭慮”, 到“山重水盡疑無路, 柳暗花明又一村”的一

個探索的歷程。

4. “數學歸納 — 微分法” 的應用:

關於新的這種方法的應用, 舉不勝舉, 限於篇幅, 筆者僅列舉五例加以說明。

例1. 算幾不等式 (Arithmetic-mean-Geometric-mean inequality):

設 a1, a2, . . . , an是n個正數, 它們的算術平均值An(a)定義為An(a)=
a1+a2+· · ·+an

n
,

它們的幾何平均值 Gn(a) 定義為 Gn(a) = (a1a2 · · ·an)
1

n , 則

An(a) ≥ Gn(a)。 (5)

最早使用兩個正實數的算術平均值、 幾何平均值概念的是畢德哥拉斯, 歐幾里德的給予了

證明。 1821年, 柯西第一個給出了 AG 不等式 (5) 的證明。 他的證明中首先使用了向前向後

歸納法 (也稱倒退歸納法、 反歸納法)。 此後, 許多數學家基於不同的數學原理給出了 AG 不等

式 (5) 的多種證明。 事實上至今已有上百種不同的證明方法, 但共同的缺點是在運用數學歸納

法以假設 n = k 時命題成立為已知條件向 n = k + 1 命題也成立之間的過渡時過於技巧化,

失去了數學本身追求的自然美。 因此, 在處給出其直接證明。

證明: 10 當 n = 2 時, 不等式顯然成立。 即 a1a2 ≤
(a1 + a2

2

)2

。

20 假設 n = k 時, 不等式成立。 即在 Sk =
k
∑

i=1

ai 且 Gk =
k
∏

i=1

ai 時, 有 Gk ≤
(Sk

k

)k

。

則當 n = k + 1 時, Sk+1 − ak+1 =
k
∑

i=1

ai = Sk。 由假設知 Gk+1 ≤ ak+1

(Sk+1 − ak+1

k

)k

,
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設 f(x) = x
(Sk+1 − x

k

)k

, 則 f ′(x) =
(Sk+1 − x

k

)k−1(Sk+1 − x

k
− x
)

。 令 f ′(x) = 0 知

x =
Sk+1

k + 1
。 則

(

0,
Sk+1

k + 1

)

為 f(x) 的遞增區間且
( Sk+1

k + 1
, +∞

)

為 f(x) 遞減區間。 故

f(x) ≤ f
( Sk+1

k + 1

)

=
( Sk+1

k + 1

)k+1

。

即 Gk+1 ≤
( Sk+1

k + 1

)k+1

。

綜合 10 、 20 不等式 (5) 成立。

例2. 詹森不等式 (Jensen inequality)

若 f(x) 是區間 (a, b) 上的凸函數, 則對任意的點 x1, x2, . . . , xn ∈ (a, b) 有

f
(x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)

≤ 1

n

[

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)
]

。 (6)

J. L. W. V. Jensen 於 1905年首先運用不等式 (6) 的二元形式定義了凸函數, 1906年

證明不等式 (6) , 但眾多證法不夠自然和簡潔。 在此, 給出一種簡證。

證明: 10 當 n = 2 時, 由凸函數的定義知
f(x1) + f(x2)

2
≥ f

(x1 + x2

2

)

不等式成立。

20 假設 n = k 時, 即在滿足條件 sk = x1 + x2 + · · ·+ xk 時, 有不等式

k
∑

i=1

f(xi) ≥ kf

(

k
∑

i=1

xi

k

)

則當 n = k + 1 時, 在滿足條件 x1 + x2 + · · ·+ xk = sk+1 − xk+1, 由假設知

k+1
∑

i=1

f(xi) = f(xk+1) =

k
∑

i=1

f(xi) ≥ kf
(sk+1 − xk+1

k

)

+ f(xk+1)。

設 F (x) = kf
(sk+1 − x

k

)

+ f(x), x ∈ (0, sk+1), 則

F ′(x) = f ′(x) − f ′
(sk+1 − x

k

)

; F ′′(x) = f ′(x) +
1

k
f ′
(sk+1 − x

k

)

,

令 F ′(x) = 0 知 x =
sk+1

k + 1
為其一根。 由凸函數的定義知 f ′(x) > 0 以及函數的圖像的橫坐

標的壓縮或伸長不影響值域的變化知 x =
sk+1

k + 1
為 F ′(x) = 0 唯一的根。 因此, 函數 F (x)

的單調遞減區間為
(

0,
sk+1

k + 1

)

, 單調遞增區間為
( sk+1

k + 1
, sk+1

)

。 於是,

F (x) ≥ F
( sk+1

k + 1

)

= (k + 1)f
( sk+1

k + 1

)

= (k + 1)f

(

k+1
∑

i=1

xi

k + 1

)

.
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故不等式 f
(x1 + x2 + · · · + xk + xk+1

k + 1

)

≤ 1

k + 1
[f(x1) + f(x2) + · · · + f(xk) +

f(xk+1)] 成立。

綜合 10 、 20 不等式 (6) 成立。

例3. 設 xi > 0, i = 1, 2, . . . , n, 且
n
∑

i=1

xi = m, 0 < m ≤ 1, n ≥ 3 則

n
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( n

m
− m

n

)n

。 (7)

此題我們依然運用數學歸納法。 不過, 在第 20 步有所不同, 具體如下:

10 首先證明當 n = 3 時, 不等式成立。 根據算幾不等式, 我們得到:

x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 ≥ 2x1x3x

2
2 ©1 x2

1x
2
2 + x2

3x
2
1 ≥ 2x2x3x

2
1 ©2 x2

2x
2
3 + x2

3x
2
1 ≥ 2x1x2x

2
3 ©3

©1 +©2 +©3 , 得

x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

1x
2
3 ≥ x1x

2
2x3 + x1x

2
3x2 + x3x

2
1x2 ©4

x1x2x3 ≤
(x1 + x2 + x3

3

)3

. ©5

又據 Cauchy 不等式知
( 1

x1

+
1

x2

+
1

x3

)

(x1 + x2 + x3) ≥ (1 + 1 + 1)2, 即

1

x1

+
1

x2

+
1

x3

≥ 9

x1 + x2 + x3

, ©6

將 ©4 , ©5 , ©6 聯立, 於是, 得

3
∏

i=1

( 1

xi

−xi

)

=
(1 − x2

1)(1 − x2
2)(1 − x2

3)

x1x2x3

=
1 − (x2

1 + x2
2 + x2

3) + (x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

1x
2
3) − x2

1x
2
2x

2
3

x1x2x3

=
1 − m2 + 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) + (x2

1x
2
2 + x2

2x
2
3 + x2

1x
2
3) − x2

1x
2
2x

2
3

x1x2x3

≥ 1−m2+2(x1x2+x2x3+x3x1)+(x1x
2
2x3+x1x

2
3x2+x3x

2
1x2)−x2

1x
2
2x

2
3

x1x2x3

=
1 − m2

x1x2x3

+ 2
( 1

x1

+
1

x2

+
1

x3

)

+ m − x1x2x3

≥ 27(1 − m2)

(x1 + x2 + x3)3
+

18

x1 + x2 + x3

+ m −
(x1 + x2 + x3

3

)3

=
27

m3
− 9

m
+ m − m3

27
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=
( 3

m

)3

+
(

− m

3

)3

+ 3
( 3

m

)2(

− m

3

)

+ 3
( 3

m

)(

− m

3

)2

=
( 3

m
− m

3

)3

。

即不等式
3
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( 3

m
− m

3

)3

成立。

20 證法1: 假設 n = k (k ≥ 3) 時, 不等式成立。

即在滿足條件
n
∑

i=1

xi = m 時, 有
k
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( k

m
− m

k

)k

。

則當 n = k + 1 時, 不妨設 xk+1 ≤ xi (i = 1, 2, . . . , n), 且記

m1 = m − xk+1, m2 = xk+1 +
k − 1

k + 1
m, m3 =

m1

k
+

m2

k
+

m

k + 1
=

3m

k + 1
,

不難知道, m1, m2, m3 ∈ (0, 1), 於是,

k
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( k

m1

− m1

k

)k

, (8)

( 1

xk+1

− xk+1

)

(

1
(

m
k+1

) − k + 1

m

)k−1

≥
( k

m2

− m2

k

)k

, (9)

(

1
(

m1

k

) − m1

k

)(

1
(

m2

k

) − m2

k

)(

1
(

m
k+1

) − m

k + 1

)

≥
( 3

m3

− m3

3

)3

, (10)

(3) × (4) × (5)k, 得

(k + 1

m
− m

k + 1

)2k−1
k+1
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( 3

m3

− m3

3

)3k

=
(k + 1

m
− m

k + 1

)3k

,

即
k+1
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
(k + 1

m
− m

k + 1

)k+1

。

綜合 10 、 20 知不等式 (7) 成立。

此法是宋慶先生在北京師範大學主辦的 〈〈數學通報〉〉 2006年第 3期上提出的, 可謂獨具

匠心, 但以“假設當 n = k 式不等式成立”為已知條件到“當 n = k + 1 式不等式成立”的過渡

過程使人難以想到。 對此, 我們運用“數學歸納 — 微分法”。

證法2: 假設 n = k 時, 不等式成立。 即

k
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( k

m
− m

k

)k

, (11)

則當 n = k + 1 時, 由已知有
k+1
∑

i=1

xi = m 即
k
∑

i=1

xi = m − xk+1
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由假設知
k+1
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( k

m − xk+1

− m − xk+1

k

)k

。

故
k+1
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
( k

m − xk+1

− m − xk+1

k

)k( 1

xk+1

− xk+1

)

。

設 f(x) =
( k

m − x
− m − x

k

)k(1

x
− x
)

, x ∈ (0, m)。 則

f ′(x) =
( k

m−x
− m−x

k

)k−1

(

[

( k

m−x

)2

+ 1

]

(1

x
−x
)

−
( 1

x2
+1
)( k

m−x
− m−x

k

)

)

設 f ′(x) = 0 可得方程

x−2 + 1

x−1 − x
=

(m − x

k

)−2

+ 1
(m − x

k

)−1

− m − x

k

(12)

通過觀察, 易知 x =
m

k + 1
為 (12) 的一根。 下面我們特地證明 x =

m

k + 1
為 (12) 唯一的

根。

因為 x ∈ (0, m) (0 < m ≤ 1), 所以
m − x

k
∈ (0,

m

k
) (0 < m ≤ 1)

設函數 g(x) =
x−2 + 1

x−1 − x
=

1 + x2

x − x3
且 x1 = x, x2 =

m − x

k
, 則有 g(x1) = g(x2)。 欲使

(12) 的解具有唯一性, 則函數 g(x) 必然是單調函數。 也就是說, 函數 g(x) 的定義域必然是函

數本身的單調遞減區間或單調遞增區間的子集。 既然使函數 g(x) 在 x = x1 和 x = x2 都有

定義且 g(x1) = g(x2), 所以必須 x1 = x2。 即 g(x) 的定義域為
(

0,
m

k

)

。

於是, g′(x) =
x4 + 4x2 − 1

(x − x3)2
。 令 g′(x) = 0 知 x =

√√
5 − 2。 則 (0,

√√
5 − 2)

為 g(x) 的遞減區間且 (
√√

5 − 2, +∞) 為 g(x) 遞增區間。 因為定義域屬於單調區間的子

集, 所以
m

k
<

√√
5 − 2。 欲使此不等式成立, 則

√√
5 − 2 必須大於

m

k
的最大值; 由於

0 < m ≤ 1, 故
m

k
的最大值為

1

k
, 即

1

k
<

√√
5 − 2。 所以 k >

√√
5 − 2 ≈ 2.05817 與

已知條件 k ≥ 3 完全吻合。 即 x =
m

k + 1
為方程 (12) 的唯一的根。

因此,
(

0,
m

k + 1

)

為 f(x) 的遞減區間且
( m

k + 1
, m
)

為 f(x) 的遞增區間。 故

f(x) ≥ f
( m

k + 1

)

=

(

k + 1

m
− m

k + 1

)k+1

(13)

即
k+1
∏

i=1

( 1

xi

− xi

)

≥
(k + 1

m
− m

k + 1

)k+1

。
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綜合 10, 20 不等式 (7) 成立。

由證法 2知, 不等式 (13) 是在假設 (12) 的基礎上的分析的結論。 因此, 我們把數學歸納

法證明類似不等式的這種分析過程稱之為“假定分析”。 通過“假定分析”的歷程, 我們可以確定

類似不等式中 n 的取值範圍。

例4: 陝西師範大學主辦的 〈〈中學數學教學參考〉〉 2005年 7月舉辦的第二屆中學生數學

智慧通訊賽高二年級第 20題:

已知正數 a, b 滿足 a + b = 1。 求證
( 1

a3
− a2

)( 1

b3
− b2

)

≥
(31

4

)2

。

經過項數、 常數的簡單推廣, 我們不難發現如下命題:

設 xi > 0 (i = 1, 2, . . . , n) (n ≥ 2)且
n
∑

i=1

xi = m (0 < m ≤ 1), 則
n
∏

i=1

( 1

x3
i

− x2

i

)

≥
(( n

m

)3

−
(m

n

)2)n

。

證明: 10 當 n = 2 時, 設 x−1

1 = x, x−1

2 = y, 由 x1 + x2 = m, 知 x + y = mxy, 於

是, 由二元算幾何不等式知 xy ≥ 4

m2
。

因為 (x + y)5 = x5 + y5 + 5xy(x + y)[(x + y)2 − 3xy] + 10x2y2(x + y), 所以

( 1

x3
1

− x2

1

)( 1

x3
2

− x2

2

)

=
(

x3 − 1

x2

)(

y3 − 1

y2

)

=
(xy)5 − (x5 + y5) + 1

(xy)2

= (1 − m5)(xy)3 + 5m3(xy)2 +
1

(xy)2
− 5m(xy)

設 t = xy,
(

t ≥ 4

m2

)

, 故 f(t) = (1 − m5)t3 + 5m3t2 +
1

t2
− 5mt 於是,

f ′(t) = 3(1 − m5)t2 + 10m3t − 2

t3
− 5m; f ′′(t) = 6(1 − m5)t + 10m3 +

6

t4
;

f ′′′(t) = 6(1 − m5) − 24

t5
; f ′′′′(t) =

120

t6
。

顯然, f ′′′′(x) > 0, 於是 f ′′′(x) ≥ f ′′′
( 4

m2

)

= 6
(

1 − m5 − m10

256

)

。

設 ω = m5 (0 < t ≤ 1), 易知 η(ω) = 1 − ω − ω2

256
< η(0) = 1, 即 f ′′′(x) ≥ 6,

於是, f ′′(t) ≥ f ′′
( 4

m2

)

=
24

m2
− 14m3 +

m8

44
=

1

m2

(m10

44
− 14m5 + 24

)

> 0,

所以 f ′(t) 在
[ 4

m2
, +∞

)

遞增函數,

即 f ′(t) ≥ f ′
( 4

m2

)

=
48

m4
− m6

32
− 13m,

又設 G(m) =
48

m4
− m6

32
− 13m, (0 < m ≤ 1), 則 G′(x) = −192

m5
− 3m5

16
− 13 < 0,
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因 G(m) ≥ G(1) > 0, 故 f ′(t) > 0, 即 f(t) ≥ f
( 4

m2

)

=
(( 2

m

)3

−
(m

2

)2)2

即
2
∏

i=1

( 1

x3
i

− x2

i

)

≥
(( 2

m

)3

−
(m

2

)2)2

。

20 假設 n = k 時, 不等式成立。 即在
k
∑

i=1

ai = m 時, 有
k
∏

i=1

( 1

x3
i

−x2

i

)

≥
(( k

m

)3

−
(m

k

)2)k

,

則當 n = k + 1 時,
k
∑

i=1

xi = m − xk+1。

由假設知
k+1
∏

i=1

( 1

x3
i

− x2

i

)

≥
(( k

m − xk+1

)3

−
(m − xk+1

k

)2)k( 1

x3
k+1

− x2

k+1

)

。

設 f(x) =
(( k

m − x

)3

−
(m − x

k

)2)k( 1

x3
− x2

)

, 則

f ′(x) =

[

( k

m − x

)3

−
(m − x

k

)2
]k−1

(

[

3
( k

m − x

)4

+ 2(m − x)

]

( 1

x3
− x2

)

−
( 3

x4
+ 2x

)

[

( k

m − x

)3

−
(m − x

k

)2
]

)

。

設 f ′(x) = 0 可得方程

x−3 − x2

3x−4 + 2x
=

(m − x

k

)−3

−
(m − x

k

)2

3
(m − x

k

)−4

+ 2
(m − x

k

)

(14)

通過觀察, 易知 x =
m

k + 1
為 (14) 的一根。 下面我們特地證明 x =

m

k + 1
為 (14) 唯

一的根。

因為 x ∈ (0, m) (0 < m ≤ 1), 所以
m − x

k
∈
(

0,
m

k

)

(0 < m ≤ 1)。

設函數 g(x) =
x−3 − x2

3x−4 + 2x
=

x − x6

3 + 2x5
, 且 x1 = x, x2 =

m − x

k
, 則有 g(x1) = g(x2)。 欲

使 (14) 的解具有唯一性, 則函數 g(x) 必然是單調函數。 也就是說, 函數 g(x) 的定義域必然

是函數本身的單調遞減區間或單調遞增區間的子集。 既然使函數 g(x) 在 x = x1 和 x = x2

都有定義且 g(x1) = g(x2), 所以必須 x1 = x2。 即 g(x) 的定義域為
(

0,
m

k

)

。

於是, g′(x)=
3−26x5−2x10

(3 + 2x5)2
。 令 g′(x)=0 知 x=

5

√

5
√

7−13

2
。 則

(

0,
5

√

5
√

7−13

2

)

為 g(x) 的遞減區間且
(

5

√

5
√

7 − 13

2
, +∞

)

為 g(x) 遞增區間。 因為定義域屬於單調區間

的子集, 所以
m

k
<

5

√

5
√

7 − 13

2
。 欲使此不等式成立, 則

5

√

5
√

7 − 13

2
必須大於

m

k
的
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最大值; 由於 0 < m ≤ 1, 故
m

k
的最大值為

1

k
, 即

1

k
<

5

√

5
√

7 − 13

2
。 所以 k >

(

5

√

5
√

7 − 13

2

)−1

≈ 1.54288 與已知條件 k ≥ 2 完全吻合。 即

x =
m

k + 1
為方程

[

3
( k

m − x

)4

+ 2(m − x)
]( 1

x3
− x2

)

=
( 3

x4
+ 2x

)[( k

m − x

)3

−
(m − x

k

)2]

的唯一的根。

因此,
(

0,
m

k + 1

)

為 f(x) 的遞減區間且
( m

k + 1
, m
)

為 f(x) 的遞增區間。 故

f(x) ≥ f
( m

k + 1

)

=

(

(k + 1

m

)3

−
( m

k + 1

)2
)k+1

。

綜合 10 、 20 知不等式
n
∏

i=1

( 1

x3
i

− x2

i

)

≥
(( n

m

)3

−
(m

n

)2)n

成立。

例5: 魏烈斌先生在中國不等式研究小組主辦的 〈〈不等式研究通訊 (季刊)〉〉 2006年第 4

期 〈〈一對不等式姐妹花〉〉 一文已經證明: 若 a, b, c 是正數, 且 a + b + c = 1, 則
( 1

a + b
− c
)( 1

b + c
− a
)( 1

c + a
− b
)

≥
(7

6

)3

(當且僅當 a = b = c =
1

3
取等號)

在此推廣並予以證明: 若 xi > 0, i = 1, 2, . . . , n, n ≥ 3,
n
∑

i=1

xi = sn, sn ≤ m ≤ 1, 則

n
∏

i=1

( 1

m − xi

− xi

)

≥
( n

nm − sn

− sn

n

)n

。

證明: (1) 當 n = 3 時, 設 m − x1 = x, m − x2 = y, m − x3 = z, 則 x1 = m − x,

x2 = m − y, x3 = m − z。 因為 x1 + x2 + x3 = s3, 所以 x + y + z = 3m − s3。

∑

cyclic

x(x − m) =
∑

cyclic

(x2 − xm) =
∑

cyclic

x2 − m
∑

cyclic

x

=

(

∑

cyclic

x

)2

− 2
∑

cyclic

xy − m(3m − s3)

= (3m − s3)
2 − m(3m − s3) − 2

∑

cyclic

xy;

(x−m)(y−m)(z−m) = xyz−m
∑

cyclic

xy +m2(2m−s3);

∑

cyclic

xy(x − m)(y − m) =
∑

cyclic

x2y2 − m
∑

cyclic

xy(x + y) + m2
∑

cyclic

xy
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=
∑

cyclic

x2y2 − m
∑

cyclic

xy(3m−s3−z) + m2
∑

cyclic

xy

=
∑

cyclic

x2y2 + m(s3 − 2m2)
∑

cyclic

xy + m
∑

cyclic

xyz

= 3mxyz +
∑

cyclic

x2y2 + m(s3 − 2m2)
∑

cyclic

xy;

據 Cauchy 不等式, 得
∑

cyclic

1

x
≥ 9

3m − s3

; 據算幾何不等式, 得
∑

cyclic

xy

z
≥ 3(xyz)

1

3 以及

∑

cyclic

xy = xy + yz + zx ≤
(x + y

2

)2

+ z(x + y) =
1

4
(3m − s3 − z)(3m − s3 + 3z)

=
1

12
(9m − 3s3 − 3z)(3m − s3 + 3z) ≤ (3m − s3)

2

3
。 於是,

( 1

m − x1

− x1

)( 1

m − x2

− x2

)( 1

m − x3

− x3

)

=
(1

x
+ x − m

)(1

y
+ y − m

)(1

z
+ z − m

)

=

1 +
∑

cyclic

x(x − m) +
∑

cyclic

xy(x − m)(y − m)

xyz
+ (x − m)(y − m)(z − m)

=
1 + 6m2 + s2

3 − 5ms3

xyz
+
∑

cyclic

xy

z
+ (ms3 − 2m2 − 2)

∑

cyclic

1

x
+ xyz

−m
∑

cyclic

xy + m2(2m − s3) + 3m

≥ 1 + 6m2 + s2
3 − 5ms3

xyz
+ 3(xyz)

1

3 +
9(ms3 − 2m2 − 2)

3m − s3

+ xyz

−m(3m − s3)
2

3
+ m2(2m − s3) + 3m

設

G(ϑ) =
1 + 6m2 + s2

3 − 5ms3

ϑ
+ 3ϑ

1

3 +
9(ms3 − 2m2 − 2)

3m − s3

+ ϑ − m(3m − s3)
2

3

+m2(2m − s3) + 3m

且 ϑ ≤
(3m − s3

3

)3

, 則 G′(ϑ) = −1 + 6m2 + s2
3 − 5ms3

ϑ2
+

1

ϑ
2

3

+ 1。

因為 0 < s3 ≤ m ≤ 1, 所以 1 + 6m2 + s2
3 − 5ms3 > 0。 因此, G′(ϑ) 在 0 < ϑ ≤

(3m − s3

3

)3

為單調遞增函數。

於是, G′(0) < G′(ϑ) ≤ G′
((3m − s3

3

)3)

< 0。
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所以, G(ϑ) ≥ G
((3m − s3

3

)3)

=
( 3

3m − s3

− s3

3

)3

,

因此, 不等式
3
∏

i=1

( 1

m − xi

− xi

)

≥
( 3

3m − s3

− s3

3

)3

成立。

(2) 假設 n = k 時, 不等式成立。 即在
k
∑

i=1

xi = sk 時, 有
k
∏

i=1

( 1

m − xi

−xi

)

≥
( k

mk − sk

−

sk

k

)k

, 則當 n = k + 1 時, 在滿足條件
k+1
∑

i=1

xi = sk+1, 即
k
∑

i=1

xi = sk+1 − xk+1, 由假設知

k+1
∏

i=1

( 1

m − xi

− xi

)

≥
( 1

m − xk+1

− xk+1

)( k

mk − (sk+1 − xk+1)
− sk+1 − xk+1

k

)k

.

設 f(x) =
( 1

m − x
− x
)( k

mk − sk+1 + x
− sk+1 − x

k

)k

, x ∈ (0, m)。 則

f ′(x) =
( k

mk−sk+1+x
− sk+1−x

k

)k−1

·
{

( 1

(m−x)2
− 1
)

(

1

m− sk+1−x

k

− sk+1−x

k

)

−
( 1

m − x
− x
)

(

1
(

m − sk+1 − x

k

)2
− 1

)

}

。

設 f ′(x) = 0 可得方程

(m − x)−2 − 1

(m − x)−1 − x
=

(

m − sk+1 − x

k

)2

− 1
(

m − sk+1 − x

k

)−1

− sk+1 − x

k

。 (15)

通過觀察, 易知 x =
sk+1

k + 1
為 (15) 的一根。 下面我們特地證明 x =

sk+1

k + 1
為 (15) 唯一的

根。

因為 x ∈ (0, sk+1) (0 < sk+1 ≤ m ≤ 1), 所以
m − x

k
∈ (0,

sk+1

k
) (0 < sk+1 ≤ m ≤

1)。

設函數 g(x) =
(m − x)−2 − 1

(m − x)−1 − x
且 x1 = x, x2 =

sk+1 − x

k
, 則有 g(x1) = g(x2)。 欲使 (15)

的解具有唯一性, 則函數 g(x) 必然是單調函數。 也就是說, 函數 g(x) 的定義域必然是函數本

身的單調遞減區間或單調遞增區間的子集。 既然使函數 g(x) 在 x = x1 和 x = x2 都有定義

且 g(x1) = g(x2), 所以必須 x1 = x2。 即 g(x) 的定義域為
(

0,
sk+1

k

)

。
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設 t = m − x, t ∈
(

m − sk+1

k
, m
)

則

g(x) =
t−1 − t

(

t − m

2

)2

+ 1 − m2

4

= ĝ(t)。

根據複合函數的單調性的性質“對於值域皆為正值且皆為單調遞減函數的兩個函數的乘積

形成的新的函數為單調遞減函數” 以及 0 < sn ≤ m ≤ 1, 易知, ĝ(t) 在 t ∈
(m

2
, +∞

)

單調

遞減, 又考慮到其定義域

(

m − sk+1

k
, m
)

, 故
m

2
< m − sk+1

k
。 即 k > 2 (與已知的 k ≥ 3

相符)

於是, g(x) 在定義域內為單調遞增函數。

因此, 函數 f(x) 單調遞減區間為 x ∈
(

0,
sk+1

k + 1

)

, 單調遞增區間為 x ∈
( sk+1

k + 1
, sk+1

)

。 故

f(x) ≥ f

(

sk+1

k + 1

)

=

(

k + 1

m(k + 1) − sk+1

− sk+1

k + 1

)k+1

。

k+1
∏

i=1

(

1

m − xi

− xi

)

≥
(

k + 1

m(k + 1) − sk

− sk+1

k + 1

)k+1

。

綜合 (1), (2) 知不等式

n
∏

i=1

( 1

m − xi

− xi

)

≥
( n

nm − sn

− sn

n

)n

成立。

從以上列舉的例題可以看出, 這種方法在證明不等式時需要求一個高階多項式的根, 例如

方程 (12) 、 (14) 、 (15)。 認真觀察這三個方程, 易得共同的特點是: 對稱。 如果設方程的左端

為 ξ(x) 那麼其右端為 ξ
(m − x

k

)

, 然後, 如前文所述, 得出方程的唯一的根。 此法在求解高階

多項式的根時, 並沒有運用求高階方程的現有的公式, 只是依據函數關係式的對稱性而已。

5. 結束語:

“微分 — 數歸法”是一種專門證明一些條件不等式的新的方法。 從本文列舉的實例我們可

以看出, 這種方法應用方便, 無須引理, 思維自然流暢, 簡潔優美, 特別是在由假設到目標的過

渡中; 但是我們必須還注意到應用的前提條件是由假設到預期的不等式的獲證必須保證相對變

量的唯一性, 否則, 一旦出現多元變量, 問題就變得複雜和頗有難度。 獨木難以成林。 欲使此法

應用更加廣泛, 還需同行共同努力。
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