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談一道美國大學生數學競賽題

蘇化明 · 潘 傑

摘要: 給出了美國普特南大學生數學競賽一道試題的一般形式並對相關問題進行了

討論。

關鍵詞: 數學競賽 、 不等式 、 單調性 、 最小值 、 一致收斂。

第 63屆 (2002年) 美國大學生數學競賽 (The William Lowelll Putnam Mathematical

Competition) 試題的 B3題 (可見 [1]) 是:

設整數 n > 1, 證明
1

2ne
<

1

e
−

(

1 −
1

n

)

n

<
1

ne
。 (1)

文 [1] 給出了 (1) 的一種解法, 文 [2] 利用級數方法給出了 (1) 的又一種證法, 本文首先

給出 (1) 的另外一種證法, 然後再討論與 (1) 相關的問題。

由於不等式
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而不等式
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等價於

1

n
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)

−
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n
> 0。 (3)

由於 n > 1, 若令 x =
1

n
, 因而只要證明, 當 0 < x < 1 時,

f(x) = (1 − x) ln(1 − x) + x > 0, (4)

g(x) = x ln

(

1 −
x

2

)

− ln(1 − x) − x > 0。 (5)
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因為 f ′(x) = − ln(1 − x) > 0 (0 < x < 1), 所以 f(x) 在 [0, 1] 上單調遞增。 又

f(0) = 0, 故當 0 < x < 1 時, f(x) > f(0) = 0, 因此

(

1 −
1

n

)

ln
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1 −
1

n

)

+
1

n
> 0, (2)

因為 g′(x) = ln
(

1 −
x

2

)

−
x

2 − x
+

1

1 − x
− 1 (0 < x < 1),

g′′(x) =
−1

2 − x
−

2

(2 − x)2
+

1

(1 − x)2
=

x(x2 − 5x + 5)

(2 − x)2(1 − x)2
> 0 (0 < x < 1),

所以 g′(x) 在 [0, 1] 上單調遞增, 又 g′(0) = 0, 故當 0 < x < 1 時 g′(x) > g′(0) = 0,

從而當 0 < x < 1 時, g(x) 在 [0, 1] 上單調遞增, 而 g(0) = 0, 故當 0 < x < 1 時,

g(x) > g(0) = 0, 因此

1

n
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)
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(
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)

−
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n
> 0。 (3)

由 (2), (3) 知不等式 (1) 成立。

眾所周知, 數列
{(

1−
1

n

)

n
}

單調遞增收斂於
1

e
, 所以不等式 (1) 實質上是給出了

1

e
與

(

1 −
1

n

)

n

之差的一種估計。 又由於數列
{(

1 +
1

n

)

n
}

單調遞增收斂於 e, 因而我們自然地

聯想到應該存在 e 與
(

1 +
1

n

)

n

之差的估計式。 事實上, 我們可以在更廣的範圍內討論這些問

題, 相關結論以定理形式陳述如下。

定理 1: 設整數 n > 1, t 為實數且 0 < t ≤ 2, 則有

t2

2n
e−t < e−t −

(

1 −
t

n

)

n

<
t2

n
e−t。 (6)

定理 2: 設整數 n > 1, t 為實數且 1 ≤ t ≤ 2, 則有

t

2n + 2
et < et −

(
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t

n

)

n

<
t2
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et。 (7)

註: 據作者所知, 對 e−t −
(

1 −
t

n

)

n

的單邊估計已有結果是:

若 a 和 t 是實數, a ≥ 1 且 |t| ≤ a, 則有

0 ≤ e−t −

(

1 −
t

a

)

a

≤
t2

a
e−t; (8)
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若整數 n > 1, t 為實數且 0 ≤ t ≤ n, 則有

t2

n2
e−t ≤ e−t −

(

1 −
t

n

)

n

。 (9)

(8), (9) 可分別見 [3], [4]。

對 et −
(

1 +
t

n

)

n

的單邊估計已有結果是 (可見 [5]):

若 n 為自然數且實數 t > 0, 則有

et −

(

1 +
t

n

)

n

<
t2

2n
et。 (10)

定理 1的證明:

不等式
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)
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e−t (11)

等價於
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n
+ et

(
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)
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當 0 < t ≤ n 時, 易知 e
t
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n
, 從而

et >
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。

由著名的 Bernoulli 不等式 (可見 [6]) 知
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由 n > 1, 所以當 0 < t ≤ 2 時,
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+ et
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n

> 1。 (12)

不等式 (12) 也可用下面的方法證明。

令 f(t) =
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n
+ et
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)

n

(0 ≤ t ≤ n), 則
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t

n

[
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,
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解 f ′(t) = 0 可求得函數 f(t) 在 (0, n) 內的穩定點為 t0, 由此知

et0

(

1 −
t0

n

)

n−1

= 2,

於是

f(t0) =
t2
0

n
+ 2

(

1 −
t0

n

)

=
1

n

[

(t0 − 1)2 + 2n − 1
]

≥ 2 −
1

n
> 1。

又 f(0) = 1, f(n) = n, 故連續函數 f(t) 在 [0, n] 上的最小值為 1, 所以當 0 < t ≤ 2 時,

不等式 (12) 成立, 因而不等式 (11) 成立。

不等式

e−t −

(

1 −
t

n

)

n

>
t2

2n
e−t, (13)

等價於 et

(

1 −
t

n

)

n

< 1 −
t2

2n
, 或

ln

(

1 −
t2

2n

)

− t − n ln

(

1 −
t

n

)

> 0。 (14)

令 g(t) = ln
(

1 −
t2

20

)

− t − n ln
(

1 −
t

n

)

(0 < t < 2), 則

g′(t) = −
2t

2n − t2
− 1 +

n

n − t
=

t2(2 − t)

(2n − t2)(n − t)
。

由於 n ≥ 2, 所以當 0 < t < 2 時, g′(t) > 0, 從而 g(t) 在 [0, 2] 上單調遞增, 又 g(0) = 0,

所以 g(t) > g(0) = 0 從而當 0 < t < 2 時, 不等式 (14) 成立。

又數列

{(

1−
2

n

)

n−1
}

單調遞減收斂於 e−2, 故

(

1 −
2

n

)

n−1

< e−2, 從而當 t = 2 時

不等式 (13) 也成立。 因此當 0 < t ≤ 2 時不等式 (13) 成立。

由不等式 (11), (13) 知不等式 (6) 成立。 特別在定理 1中取 t = 1 即可得到不等式 (1)。

定理 2的證明:

當 t = 1 時, 不等式 (7) 為

e

2n + 2
< e −

(

1 +
1

n

)

n

<
e

2n + 1
, (15)

此為文 [7] 的已有結果, 故不等式 (7) 當 t = 1 時成立。

不等式
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t

n

)

n

<
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et (16)
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等價於
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或
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(
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t

n

)
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(
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)

> 0。 (17)

令 p(t) = n ln
(

1 +
t

n

)

− t − ln
(

1 −
t2

2n + 1

)

(1 ≤ t ≤ 2), 則

p′(t) =
n

n + t
− 1 +

2t

2n + 1 − t2
=

t(t2 + 2t − 1)

(2n + 1 − t2)(n + t)
。

由於 n ≥ 2, 故當1 ≤ t ≤ 2 時, p′(t) > 0, 從而 p(t) 在 [1, 2] 上單調遞增, 又由 (15)

知 p(1) > 0, 所以 p(t) > p(1) > 0, 故當 1 ≤ t ≤ 2 時不等式 (17) 成立, 從而不等式 (16)

成立。

不等式

et −

(

1 +
t

n

)

n

>
t

2n + 2
et (18)

等價於

et

(

1 −
t
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)

<

(
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n

)

n

或

t + ln

(

1 −
t
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)

− n ln

(

1 +
t

n

)

> 0。 (19)

令 q(t) = t + ln
(

1 −
t

2n + 2

)

− n ln
(

1 +
t

n

)

(1 ≤ t ≤ 2), 則

q′(t) = 1 −
1

2n + 2 − t
−

n

n + t
=

2nt + t − t2 − n

(n + t)(2n + 2 − t)
。

因為分子 > nt + t − t2 − n = (t − 1)(n − t) ≥ 0, 又 n ≥ 2, 所以當 1 ≤ t ≤ 2 時

q′(t) > 0, 從而 q(t) 在 [1, 2] 上單調遞增。 又由 (15) 知 q(1) > 0, 所以 q(t) > q(1) > 0, 故

當 1 ≤ t ≤ 2 時不等式 (19) 成立, 從而不等式 (18) 成立。

由不等式 (16)、 (18) 知不等式 (7) 成立。

最後, 我們僅舉兩例說明定理 1、 定理 2的應用。

例 1: 證明: 函數項級數
∞
∑

n=1

1

n

[

e−x −
(

1 −
x

n

)

n
]

在 [0, 1] 上一致收斂.
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證: 將定理 1中的 t 換成 x, 可知, 當整數 n > 1, x 為實數且 0 < x ≤ 2 時,

x2

2n
e−x ≤ e−x −

(

1 −
x

n

)

n

<
x2

n2
e−x。 (20)

當 x = 0 時 (20) 式右端不等式等號成立, 故由 (20) 式知, 對任意的 x ∈ [0, 1],

1

n

[

e−x −
(

1 −
x

n

)

n
]

≤
x2

n2
e−x ≤

1

n2
。

由於數項級數
∞
∑

n=1

1

n2
收斂, 故由函數項級數一致收斂的 Weierstrass 判別法知級數

∞
∑

n=1

1

n

[

e−x −
(

1 − x

n

)

n
]

在 [0, 1] 上一致收斂。

註: 由於 (6) 式右端不等式當 0 ≤ t ≤ n 時也成立, 故對 ∀b > a ≥ 0 (b ≤ n), 級數
∞
∑

n=1

1

n

[

e−x −
(

1 −
x

n

)

n
]

在 [a, b] 上一致收斂。

例 2: 證明:

lim
n→∞

nα

[

e −
(

1 +
1

n

)

n

]

=







0, α < 1,
e

2
α = 1。

證: 由 (7) [或 (15)] 知

e

2n + 2
< e −

(

1 +
1

n

)

n

<
e

2n + 1
,

所以當 α < 1 時, lim
n→∞

nα

[

e −
(

1 +
1

n

)

n
]

= 0, 而 lim
n→∞

n
[

e −
(

1 + 1

n

)

n
]

= e

2
, 因而原命

題成立。

感謝審稿人提出的寶貴意見。
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