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二○○七年全國高中數學能力競賽專題演講

從鋼琴調音談數學與音樂

游森棚

閏餘成歲, 律呂調陽。 — 〈千字文〉。
音樂和數學, 兩者都博大精深, 卻又非常抽象。 可以說, 音樂和數學是人類所創造的最了不

起的文化。 這個演講裡, 我們來談一談音樂與數學的奇妙聯繫。

1. 大自然的規律

大自然運行的規律告訴我們, 一個物體以頻率 v 震動時, 也會同時以頻率 2v, 3v, . . . 震

動。 因此若此物體震動發出了頻率為 v 的音高, 它也同時發出頻率為 2v, 3v, . . . 的音高。 這些

音叫做泛音。 在音樂上, 從 v 發出的音高到 2v 發出的音高稱為一個八度 (聽起來就是低音 Do

到 高音 Do 的感覺)。 從 2v 發出的音高到 3v 發出的音高稱為一個完全五度 (聽起來就是 Do

到 Sol 的感覺)。

泛音聽得到嗎? 可以。 古典吉他的演奏中就有 ‘泛音’ 的技巧。 比如, 輕觸弦的第十二格

位置, 然後撥弦的同時把手指放開, 則同學會聽到高八度的泛音。 底下我們聽聽吉他的泛音 (示

範)。 為什麼? 因為古典吉他第十二格的位置剛好是弦的一半長, 撥弦的同時把手指放開, 相當

於用手指抵銷頻率 v 的震動, 凸顯頻率為 2v 的震動, 這就是第一泛音。

人也是震動聲帶才能發出聲音。 所以, 理論上人的聲音也有泛音。 有沒有可能唱出泛音,

或是同時唱兩個音? 可以。 西伯利亞的圖瓦族 (Tuva) 有一種稱為 “泛音唱法” (overtone

singing) 的傳統歌唱方式, 可以同時唱出兩個音。 聽聽這個例子 (播放音樂)。

即使發出相同的音高, 我們仍然能分辨不同樂器的音色 (timbre), 因為音色就是不同泛音

疊合之後的結果 — 也許長笛的第四泛音比單簧管的第四泛音大, 諸如此類。 有程式設計經驗的

同學可以試著寫個簡單的程式讓電腦發出單一頻率, 沒有泛音的震動非常乾澀, 毫無美感可言。
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2. 畢達哥拉斯的音階

傳說中畢達哥拉斯 (Pythagoras (579-520 B.C.)) 路過一家鐵匠店發現四個鐵匠打鐵的

聲音異常悅耳而開始研究聲音。 他用以下的兩個規則試圖建立起西洋音樂的音階。

1. 由 v → 2v: 高八度。

2. 由 v → 3
2
v: 完全五度。

現行的西方音樂是 12 音階, 即一個八度共有 12 個半音。 我們按照畢達哥拉斯的兩個規

則可幫樂器調音: 以中央 C 為基準。 設這個音的頻率是 v, 則高八度的 C 頻率是 2v, 高八度

G 的頻率是 3v。 因此 G 的頻率是 3
2
v。 因此我們得到 G 的頻率了。

3v3v

2

2v 3vv

同理, 下一個得到的音是 D, 頻率為 9
8
v. 再下一個得到的音是 A, 頻率為 27

16
v。

在此我們要強調, 這個調音方法是合理的, 是符合大自然的規律的。 按此我們可得到調音

的順序:

C(= v) → G
(

=
3

2
v
)

→ D
(

=
9

8
v
)

→ · · ·
注意到每下一個音是完全五度 (7 個半音), 但因為一個八度有 12 個半音, 而

gcd(7, 12) = 1,

因此會繞回來。 這樣繞一圈回來所出現的音的順序, 稱為一個五度圈。 五度圈是古典音樂中所有

轉調與和聲的基礎。

F
C

G

D

A

E

B
F

C

G

A

D

我們按五度圈一直調音下去: C → G → D → A → · · · → · · ·F 。 此時 F 的頻率為

177147
131072

v。 按照五度圈, 再下一個要變成高音 C, 頻率為 177147
131072

× 3
2

= 531441
262144

v。 但是不要忘了原
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來起始的 C 頻率為 v, 因此這個高音 C 的頻率是 2v。 我們得到一個非常難堪的結果:

531441

262144
∼ 2.02728653 6= 2

同學知道這有多糟糕吧, 這告訴我們, 按照大自然的規則調音, 調出來的音階是走音的。 而

且還往上走音。

3. 永遠調不準

問題出在哪裡? 問題在於按照五度圈調音的過程中, 每往上五度都是頻率由 v → 3
2
v, 每

降八度都是把頻率除以 2。 上式就是 312

218 6= 2, 換句話就是

(3

2

)12

6= 27,

即把從 C 開始每個音都走一次 (五度往上 12 次) 到很高音的 C (離基準的 C 有 7 個八度),

不會等於從 C 開始直接頻率兩倍兩倍兩倍 · · · 七次後走到的 C。

追根究底, 就是一開始打定一個八度有 12 個半音, 這是錯誤的抉擇。 那放開這個假設, 假

設一個八度有若干個半音, 那按照大自然的規律, 這個若干要是多少? 這相當於要求 (3
2
)a = 2b

的正整數解。 就是要求

2x = 3y

的正整數解。 很不幸, 根據算術基本定理, 這是不可能的。 因此, 調音永遠調不準, 不管一個八

度有多少半音都一樣, 反正就是想按照大自然的規律調音, 一定調不準。

這是非常令人驚嚇的哲學性問題。 音樂不過就是空氣的震動, 所有理論的發展都應該依循

著大自然的規律。 但是我們用數學證明了, 整個音樂系統有根本的缺陷。

4. 調律

調律因此變成西方音樂發展中非常重要的問題。 許多音樂家和理論家都試圖解決這樣的困

境。 歷史發展的過程中出現了許多調律的方法。 因為一定調不準, 所以不管怎麼調, 就是會有一

些音不對, 一些調子比較不諧和。 巴哈寫名為 “十二平均律” 的鋼琴曲, 其中的一個意圖就是為

了證明所謂 “十二平均律” 的調律是可行 (人耳可以接受) 的。 十二平均律是一個複雜的調律方

法, 在此不擬討論。

我們已經證明了調律這個問題無解。 那怎麼辦呢? 人們早已妥協了, 我們決定讓每個音都

不對。 現在絕大多數的樂器調律採取等律 (equal temperament)。 這是非常暴力數學的調律

— 把 v → 2v 的八度按等比分成 12 個半音, 所以每一格為
12
√

2。 (註: 十二平均律不是等律,
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這是長久以來的誤解。) 現代的等律調音, 多以 A = 440 mHz 為基準, 往上往下一直乘
12
√

2

而得到下一個音:

音高 頻率

中央 C 261.625565300598634

C# = Db 277.182630976872096

D 293.664767917407560

D# = Eb 311.126983722080910

E 329.627556912869929

F 349.228231433003884

F# = Gb 369.994422711634398

G 391.995435981749294

G# = Ab 415.304697579945138

A 440 標準音高

A# = Bb 466.163761518089916

B 493.883301256124111

C ′ 523.251130601197269

標準音高 440 mHz 到底聽起來多高? 隨便拿一支電話起來聽。 話筒中長長的 “嘟—” 聲,

音高就是 440 mHz。 有些音樂家喜歡把樂器音高調高一點, 聽起來會比較亮。 事實上, 標準音

A 的頻率要調多高, 在音樂史上一直變來變去。 三十年前, A = 440 mHz 是標準的, 但是現在

調 A = 442 mHz 似乎快要凌駕 A = 440 mHz, 變成主流了。 現在不少演出場地在出租鋼琴

時, 都會順便詢問演奏者要把基準的 A 調成 440mHz 還是 442mHz。 每個人的習慣不同, 那

合奏時怎麼辦呢? 所以演出前一定要調音。 下次聽管弦樂音樂會時可以注意節目一開始樂團的

調音 — 雙簧管首席會吹一個 A, 整個樂團的其他樂器就必須以這個 A 為基準, 不管這個音是

A = 440 還是 A = 442。

用等律調音, 兩個音之間的比例是固定的。 由 C 到 G 的完全五度 (有 7 個半音) 頻率比

是 ( 12
√

2)7 = 1.498307077 倍。 但回憶大自然的規律, 完全五度應是 3
2

= 1.5 倍。 因此等律調

音中, 完全五度是往下走音的。 同理, C 到 D 的全音 (兩個半音) 是 ( 12
√

2)2 = 1.122462048

倍; 但按照五度圈調音, 應該是 9
8

= 1.125 倍。 這樣的小差距, 有些敏感的耳朵是可以聽得出差

別的。 在這些特殊的耳朵聽起來, 鋼琴的每個音都走音。 有些音樂家的耳朵已經到了匪夷所思的

地步, 這就是所謂的 “絕對音感”。
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由上面的討論知道, “絕對音感” 是存在的 (對於音的比例特別敏銳), 這和 “絕對音高” 完

全不同 — “絕對音高” 是一個空泛的概念, 不過就是把音背起來而已。

5. 連分數

我們回到數學。 上述音階和調律的討論基於 219 ∼ 312, 就是說 (x, y) = (19, 12) 是

2x = 3y 的一個 ‘差不多的解’。 還有沒有其他 (x, y) 也是差不多的解? 有沒有方法找? 有的,

用連分數。

觀察
√

2 = 1 + (
√

2 − 1) = 1 + 1
1+

√
2

= 1 + 1
2+(

√
2−1)

, 因此迭代下去得到

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + · · ·

,

這就是
√

2 的連分數展開式。 為節省篇幅, 記為

√
2 = [1, 2, 2, 2, 2, . . . ]

仔細想想是有點不可思議的,
√

2 是無理數, 但是寫成連分數後居然有這麼漂亮的表示。 最簡潔

的連分數是黃金分割:
1 +

√
5

2
= [1, 1, 1, 1, 1, . . . ]

圓周率呢? 很不幸, π 寫成連分數後還是沒什麼規律

π = [3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, . . . ]

但神奇的是 e, 它的連分數表示有神奇的規律:

e = [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, . . . ]

連分數有什麼用? 想法很簡單: 既然無限多層後是原來的數, 所以只取有限多層, 就是此

數的近似值。 比如
√

2 = [1, 2, 2, . . . ], 取 [1], [1, 2], [1, 2, 2], [1, 2, 2, 2], [1, 2, 2, 2, 2], . . . 展

開後為

1,
3

2
,
7

5
,
17

12
,
41

29
, . . . ,

這些分數就可以當作
√

2 的近似值。
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黃金比例 φ = 1+
√

5
2

的漸近分數是什麼?

1,
2

1
,
3

2
,
5

3
,
8

5
,
13

8
,
21

13
,
34

21
, . . .

就是相鄰兩項費波那契數的比例!

直覺上取愈多層, 這個近似值會愈好。 對。 而且不只如此, 連分數還是最好的! 看底下這個

神奇的結果:

Theorem 5.1. 對於無理數 x = [a0, a1, . . . ], 假設 pn

qn

:= [a0, a1, . . . an] 為 x 的第 n 個漸

近分數。 則對於任意整數 0 < q ≤ qn, 都有
∣

∣

∣
x − pn

qn

∣

∣

∣
<

∣

∣

∣
x − p

q

∣

∣

∣

即, 在所有分母小於 qn 的整數中, pn

qn

是 x 的最佳近似值。

來看看 π 的近似值。 取連分數, 得到漸近分數

3,
22

7
,
333

106
,
355

113
,
103993

33102
, . . .

非常令人吃驚的是, 22
7

和 355
113

就是祖沖之算出來的疏率和密率。 所以祖沖之不止得出 355
113

這個

分數, 這個分數還是所有分母不超過 113 的分數之中, π 的最佳近似值! 祖沖之的神奇密率領

先了西方整整一千年, 這真是不簡單。 他怎麼弄出來的? 沒人知道。 祖沖之難道不會繼續往下

找下一個分數嗎? 我猜他會。 但數學告訴我們, 下一個更好的逼近是 103993
33102

, 差太遠了。 以人力

可以達的範圍內, 祖沖之的密率已經做到頂了。 因此華羅庚猜測祖沖之已經有連分數的概念, 是

合理的猜測。

用漸近分數來當近似值, 夠不夠好? 誤差有多大? 也有一個簡潔的結果:

Theorem 5.2. 用 pn

qn

來當作 x 的近似值, 誤差可由下式估計:

∣

∣

∣
x − pn

qn

∣

∣

∣
<

1

qnqn+1
<

1

q2
n

因此用 355
113

當作 π, 誤差已經小於 1
113·33102 = 0.00000026 . . . 了。

6. 回到調音

回到我們的音階問題。 要找 2x = 3y 的 “差不多的解”, 兩邊取對數, 得 x
y

= log2 3。 所以

相當於要找 log2 3 的近似值。 把 log2 3 寫成連分數得到

log2 3 = [1, 1, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 2, 23, 2, 2, 1, . . . ],
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漸近分數為

1, 2,
3

2
,
8

5
,
19

12
,
65

41
,
84

53
,
485

306
, . . .

另一個神奇的事發生了。 若取 19
12

當作近似值, 就是原來的 “差不多的解” — 這表示一個八度

分成十二個半音。 這個 “12 音階” 的解是大自然與西方音樂家們共同努力很久的結果, 現在我

們用數學找到了。 附帶一提的是, 中國有五聲音階, 和 8
5

的分母恰好一致。 但奇怪的是, 在音樂

史發展的軌跡中, 出現過 19 音階, 22 音階, 24 音階, 31 音階, 34 音階, 53 音階, 72 音階, 88

音階, 但是沒有 41 音階。 數學告訴我們, 41 音階才是合理的選擇。

7. 閏年

只要遇到要取近似值的問題, 用連分數都管用。 地球繞太陽一週稱為一年, 一年其實是

365.24219878 · · · 天。 因此每隔幾年就會多出完整的一天。 怎麼閏年? 取 0.24219878 連分

數, 然後取漸近分數, 得到

1

4
,

7

29
,

8

33
,

31

128
,
163

673
,
1009

4166
, . . .

因此每四年閏一天, 但每二十九年閏七天, 但每三十三年閏八天, . . . 現行的每四年閏年一次, 但

是每一百年不閏, 四百又閏, 其實就是要湊到剛好。 更詳細的討論可參考 [3]。

8. 結語

數學無處不在, 這篇文章算是一個小小的例子。 文中的題材大部分取自 [1], 加上筆者個人

的經驗。 不少數學家有很高的音樂造詣, 我想這不是偶然的, 因為抽象思考是人類的天賦, 而數

學和音樂是最抽象的藝術。

如內文, 如果堅持連分數中每個分子都是 1, 那 π 的確不好看。 但是如果沒有這個堅持, 連

π 都有很漂亮的展開式, 比如

π = 3 +
1

6 +
9

6 +
25

6 +
49

6 + . . .

.

連分數在數學發展中有一定的地位, 但是在現代數學中沒有受到很大的重視, 也許未來會

有復興的時候。

調律在音樂史理論中是非常複雜的, 歷史上至少出現過有幾十種不同的調律方法, 材料足

以寫一本專書。 有興趣的同學可參考 [2]。
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回到畢達哥拉斯的四個鐵匠, 傳說他們用的鐵錘分別重 12 : 9 : 8 : 6。 因為 12 : 9 = 8 :

6 = 完全四度, 12 : 8 = 9 : 6 = 完全五度, 12 : 6 = 八度, 9 : 8 =大二度, 因此畢達哥拉斯聽

到的打鐵聲就是 Do, Fa, Sol, 高音 Do 這四個音, 難怪會異常悅耳。 不過真正的情形已經不

可考, 就當作浪漫的故事吧 — 就像 “閏餘成歲, 律呂調陽”, 就是這麼巧, 都和連分數有關!

最後謝謝彰化師範大學數學系的演講邀約, 以及審稿學者細心的修正。
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