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縮圖與 Pick 公式

郭錕霖

一、 動機

假設平面上有一個以格子點為頂點之凸多邊形, 則其面積為

a

2
+ b − 1

其中 a 為多邊形邊界上的格子點數, b 為多邊形內部的格子點數。 上式就是著名的 Pick 公式,

由 Georg Alexander Pick (1859−1943) 於 1899 年首度提出。 關於 Pick 公式的論述與證

明請見蔡聰明 (1994) 與楊惠后 (2007)。 我們用下例說明 Pick 公式的計算過程, 在圖一中有

一個五邊形, • 點處代表頂點位置, 其邊界上共通過 6 個格子點, 內部包含 5 個格子點, Pick

公式告訴我們此五邊形的面積為
6

2
+ 5 − 1 = 7

圖一

由上例可知 Pick 公式是一個相當簡易的計算面積方法。 然而, 在使用 Pick 公式時, 通常

是先以 「目測」 的方式逐點數出多邊形邊界上與內部所含的格子點數, 若是格線的繪製不精確,

則會造成格子點數的計算錯誤; 另一方面, 若格線的數目過多時, 計算格子點數也是很不輕鬆的

方式。 為了讓使用者在使用 Pick 公式時沒有上述的困擾, 本文將引進一個新概念—「縮圖」, 透

過縮圖的資訊讓使用者可以利用 Pick 公式來精確地計算多邊形的面積。
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二、 縮圖的繪製

縮圖的目的是要擷取原圖中足夠讓我們可以計算其面積的資訊, 使得在儲存圖形時較不佔

空間。 繪製縮圖時僅需要保留多邊形頂點的相對位置、 縱格線間與橫格線間的資訊即可。 接下

來, 我們以圖二來說明縮圖的繪製過程。

步驟一: 確定圖形中多邊形的頂點位置, 如圖二中的 • 點。

步驟二: 保留通過 • 點的縱格線與橫格線, 刪除其他格線, 並標上格線間的間距, 如圖三。

步驟三: 移動格線讓整張圖不需佔據太大的空間, 如圖四, 圖四就是圖二的縮圖。

圖二

圖三
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圖四

在圖四中, 數字的部分是縱格線間與橫格線間的資訊, 我們將利用這些資訊來計算 Pick

公式所需的格子點數。 很明顯的, 儲存圖四所需的資源 (如紙張的大小等) 遠比圖二來得少, 這

是縮圖的貢獻之一。

三、 利用縮圖計算格子點數

我們最終的目的是要使用 Pick 公式來計算圖二的面積, 本節將介紹如何利用圖四的資訊

讓我們可以計算出圖二中圖形其邊界上與內部所含的格子點數。 值得注意的是, 在接下來的討

論過程中, 我們會發現這個新的計算過程不再以目測的方式逐點數出圖形邊界上與內部所含的

格子點數, 因此也就沒有第一節所述的困擾。 我們將分兩個步驟說明。

步驟一: 首先我們先觀察如何由圖四的資訊獲取圖二的邊界上有幾個格子點。 由於圖形是五邊

形, 因此有五個邊, 我們將其個別討論並用圖五來表示。

(a) (b) (c) (d) (e)

圖五

在圖五 (a) 中, 兩 • 點當然是落在格子點上, 但這兩 • 點間的連線是否還有其他格子點

呢? 從數學的角度可使用最大公因數來獲得此資訊, 亦即落在兩 • 點間連線上的格子點數為

GCD(m, n) − 1 (1)

其中 m 與 n 分別是縱格線與橫格線的資訊, GCD 表示最大公因數。
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公式 (1) 的證明: 若兩 • 點間的連線為橫線段或縱線段, 則 (1) 式成立。 若為斜線段,

不失一般性, 我們考慮圖六中的線段, 則我們的問題就轉換成在 0 < x < n 的範圍中, 直線

y =
m

n
x 上有幾個 (x, y) ∈ Z × Z, 其中 Z 為整數集。 存在 m1, n1 ∈ Z, 使得 m =

GCD(m, n)m1 與 n = GCD(m, n)n1, 其中 GCD(m1, n1) = 1。 則直線方程式可改寫成

y =
m1

n1

x, 由於 m1 與 n1 互質, 因此使得 y ∈ Z 的整數 x 僅有 kn1 這種型式, 其中 k ∈ Z,

所以我們必須在 0 < x < n 的範圍下找到 kn1 這種型式的值。 由於 n = GCD(m, n)n1, 因

此 k 值的集合為 {1, 2, . . . , GCD(m, n) − 1}, 也就是說落在兩 • 點間連線上的格子點數為

GCD(m, n) − 1, 得證。

圖六

透過公式 (1), 我們可求得圖五中各圖之兩 • 點間連線上的格子點數分別為

(a) GCD(3 + 2, 4) − 1 = 0;

(b) GCD(3, 1 + 2) − 1 = 2;

(c) GCD(2 + 3, 3) − 1 = 0;

(d) GCD(3, 2 + 3) − 1 = 0;

(e) GCD(0, 4 + 1) − 1 = 4

綜合以上討論, 我們由圖四的資訊獲取圖二的邊界上含有的格子點數為

5 + (GCD(3 + 2, 4) − 1) + (GCD(3, 1 + 2) − 1) + (GCD(2 + 3, 3) − 1)

+(GCD(3, 2 + 3) − 1) + (GCD(0, 4 + 1) − 1) = 11

其中 5 是圖四的頂點數。 觀察一下上式, 可發現 5 與五個 −1 抵銷了, 事實上由於一個凸多邊

形若有 k 個邊, 則必有 k 個頂點, 反之亦然。 因此在計算邊界上的格子點數時, 我們只需使用

最大公因數即可, 亦即

GCD(3+2, 4)+GCD(3, 1+2)+GCD(2+3, 3)+GCD(3, 2+3)+GCD(0, 4+1)=11
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步驟二:

接下來, 我們要把五邊形內部的格子點數確定。 首先, 我們將圖四用分割線 (僅用縱線或橫

線, 在這種分割下, 只會分割出直角三角形與矩形) 作分解, 分解成四個直角三角形與兩矩形,

如圖七所示。 事實上, 我們使用了五條分割線來分解圖四。 接著, 我們先計算這五條分割線上有

幾個格子點, 因為這五條分割線都是直線, 因此我們很容易可以透過圖七格線上的資訊來得到

落在分割線上的格子點數, 依序 (逆時針方向) 為 3+2−1 = 4, 1+2−1 = 2, 2+3−1 = 4,

1 + 2 + 3 − 1 = 5, 3 − 1 = 2, 如圖九所示。

圖七 圖八

在圖七中我們將五邊形內部分成六個區域, 為方便起見, 我們命名為 I, II, III, IV, V, VI

區, 如圖八所示。 只要再把這六個區域內所含的格子點數算出, 那麼所有格子點數就可以完整得

到。 那麼要如何要計算剩下的格子點數呢? 我們以 I 區為例, 圖十 (a) 是縮圖的資訊, 圖十 (b)

則是原始的圖形。

圖九
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(a) (b) (c)

圖十

在圖十 (c) 中我們畫上一個矩形, 這個矩形含有 (3+2−1)×(4−1) = 12 個格子點, 分別

是 6 個實心小方形與 6 個空心小方形, 而這 6 個實心小方形正好是 I 區內的格子點, 因此從圖

十 (a) 的縮圖資訊, 我們可計算 I 區內的格子點數為
(3 + 2 − 1) × (4 − 1)

2
= 6 個。 讓我們再

看 II 區, 見圖十一, 仿照 I 區的作法, 我們畫出一個矩形, 這個矩形含有 (3−1)×(1+2−1) = 4

個格子點, 分別是 1 個實心小方形、 1 個空心小方形與 2 個實心小圓, 然而這 2 個實心小圓已

在步驟一算過了, 因此我們不能再考慮, 因此只剩下 2 個格子點, 除以 2 之後, 就得到 II 區只

含 1 個格子點, 換言之, 從圖十一 (a) 的縮圖資訊, 我們可計算 II 區內的格子點數為

(3 − 1) × (1 + 2 − 1) − (GCD(3, 1 + 2) − 1)

2
= 1

其中 GCD(3, 1 + 2) − 1 = 2 是步驟一中計算邊界上的格子點數。 事實上, 由於 GCD(3 +

2, 4)− 1 = 0, 因此之前在計算 I 區內的格子點數時, 沒有考慮到需要引入最大公因數的想法。

(a) (b)

圖十一

綜合以上對 I 與 II 區的討論, 我們觀察到一個公式為

(m − 1) × (n − 1) − (GCD(m, n) − 1)

2
(2)
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其中 m 與 n 分別是縱格線與橫格線的資訊。 注意到公式 (2) 僅適用於當分割區為直角三角形

時, 若分割區為矩形時, 不難看出其內部格子點數為 (m− 1)× (n − 1), 因此接下來我們僅證

明公式 (2)。

公式 (2) 的證明: 假設我們想求在圖十二中 A 內部的格子點數, 其中 m 與 n 分別是

縱格線與橫格線的資訊。 作虛線使圖形成為一個矩形, 則粗線段為矩形的對角線, 由於對稱的性

質, 矩形的對角線可使 A 內部與 B 內部具有相同的格子點數。 另一方面, 整個矩形內部具有

(m − 1) × (n − 1) 個格子點, 且粗線段上扣除兩端點後具有 GCD(m, n) − 1 個格子點 (見

公式 (1)), 因此 A 內部的格子點數可用公式 (2) 來計算, 得證。

圖十二

現在, 我們可以計算其他區內的格子點數了, 分別是

III 區 :
(2 + 3 − 1) × (3 − 1) − (GCD(2 + 3, 3) − 1)

2
= 4

IV 區 : (2 − 1) × (1 + 2 − 1) = 2

V 區 :
(3 − 1) × (2 + 3 − 1) − (GCD(3, 2 + 3) − 1)

2
= 4

VI 區 : (3 − 1) × (1 − 1) = 0

因此圖七中六區內所含的格子點數為 6 + 1 + 4 + 2 + 4 + 0 = 17 個, 而分割線上的格子點數

為 4 + 2 + 4 + 5 + 2 = 17, 於是步驟二共計算出 17 + 17 = 34 個格子點數。

在經過步驟一與步驟二的討論後, 我們已經透過圖四的縮圖資訊可以知道圖二的五邊形中,

邊界上共有 11 個格子點 (步驟一), 內部共有 34 個格子點 (步驟二), 代入 Pick 公式, 可得到

此五邊形的面積為
11

2
+ 34 − 1 = 38.5。

由上面的論述可知圖四所含計算面積的資訊與圖二是相同的, 然而繪製圖二需要較大的空

間, 因此我們認為用圖四來儲存資訊較經濟, 再配合步驟一與步驟二的計算過程, 我們依然可以

計算其面積。 最後, 有一點必須注意, 由於縮圖並非等比例縮小, 因此大部分的原圖與縮圖間沒
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有相似的關係, 舉例來說, 圖十三 (b) 為圖十三 (a) 的縮圖, 但圖十三 (a) 是凸多邊形, 圖十三

(b) 卻是凹多邊形。

(a) (b)

圖十三

四、Pick 公式的小推廣

傳統的 Pick 公式必須假設多邊形的頂點是若在格子點上, 在本節中, 我們稍微放寬這個

限制。 考慮當縱格線間與橫格線間的資訊為有理數的情況, 如圖十四 (a) 所示, 而真實的圖形繪

製在座標平面上就如圖十四 (b) 所示。 顯然, 計算圖十四 (b) 的面積已不能使用傳統的 Pick

公式, 因為多邊形的頂點有些不落在格子點上。

(a) (b)

圖十四
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幸運的是, 我們可以作一些轉換來處理這個問題。 這個轉換的概念非常簡單, 就是將圖十四 (b)

的圖形放大至所有的頂點座標都變成整數, 如圖十五所示, 我們將圖形往水平方向 (正向) 放大

20 倍, 而垂直方向 (正向) 放大 10 倍, 因此我們就可用 Pick 公式來計算圖十五 (b) 的面積。

另一方面, 圖十五 (b) 的面積是圖十四 (b) 面積的 20× 10 = 200 倍, 因此, 將圖十五 (b) 的

面積除以 200 就可以得到圖十四 (b) 的面積。 然而, 要用 Pick 公式來計算圖十五 (b) 的面積

似乎不太容易, 幸好我們有圖十五 (b) 的縮圖 (圖十五 (a)), 讓我們再次用前一節的方法來計

算圖十五 (b) 的面積。

(a) (b)

圖十五

步驟一:

邊界上的格子點數為

GCD(25 + 17, 0) + GCD(30, 16 + 40) + GCD(17 + 30, 65) + GCD(25, 40 + 65)

+GCD(0, 16) = 66

步驟二:

1. 分割線上的格子點數為 (25+17−1)+ (16+40−1)+ (17+30−1)+ (40+65−1) = 246

2. I 區內的格子點數為 (25 + 17 − 1) × (16 − 1) = 615

3. II 區內的格子點數為
(30−1)× (16+40−1)− (GCD(30, 16+40)−1)

2
= 797

4. III 區內的格子點數為
(17+30−1)× (65−1) − (GCD(17+30, 65)−1)

2
= 1472
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5. IV 區內的格子點數為 (17 − 1) × (40 − 1) = 624

6. III 區內的格子點數為
(25−1) × (40+65−1)− (GCD(25, 40+65)−1)

2
= 1246

將步驟一與步驟二所獲得的資訊代入 Pick 公式, 得到圖十五 (b) 的面積為

66

2
+ (246 + 615 + 797 + 1472 + 624 + 1246)− 1 = 5032

由於圖十五 (b) 的面積是圖十四 (b) 面積的 200 倍, 因此圖十四 (b) 的面積為
5032

200
= 25.16。

最後我們使用測量師公式 (A surveyor’s formula, 可見蔡聰明 (1994)) 來檢驗我們的答案是

否正確, 由圖十四 (b) 可知圖形的頂點為 (0, 3), (2.8, 0), (6.05, 4.7), (0.8, 7.2), (0, 7.2) 五

點, 代入測量師公式, 可得圖十四 (b) 的面積為

1

2
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= 25.16

果然與我們的方法所計算的結果一致。

五、 結語

本文透過縮圖的概念提供一個避免目測計算格子點的方法, 此法的計算過程只引用了最大

公因數這一個數學工具, 整體來說不難瞭解。 此外, 透過縮圖可讓使用者在利用 Pick 公式時更

加便利。 本文僅對凸多邊形進行討論, 至於凹多邊形就留給後續有興趣的讀者繼續論述。
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