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一個無理不等式的推廣

蔣明斌

文 [1]給出了如下二元不等式: 設 x, y > 0, 且 x + y = 1, 則

(
√

x +
√

y)
( 1
√

1 + x
+

1
√

1 + y

)

≤
4
√

3
. (1)

文 [2]給出了 (1) 左邊的下界: 設 x, y > 0, 且 x + y = 1, 則

(
√

x +
√

y)
( 1
√

1 + x
+

1
√

1 + y

)

> 1 +
1
√

2
. (2)

文 [3]考慮了 (2) 的指數推廣, 得到: 設 x, y > 0, 且 x + y = 1, k ∈ N , k > 0, 則

( k
√

x + k
√

y)
[ 1

k
√

1 + x
+

1
k
√

1 + y

]

> 1 +
1

k
√

2
, (3)

( k
√

x + k
√

y)
[ 1

k
√

1 + (k − 1)x
+

1
k
√

1 + (k − 1)y

]

> 1 +
1

k
√

2
. (4)

文 [4]給出了 (1) 的類似: 設 x, y, z > 0, 且 x + y + z = 1, 則

(
√

x +
√

y +
√

z)
( 1
√

1 + x
+

1
√

1 + y
+

1
√

1 + z

)

≤
9

2
, (5)

並在文末提出了猜想: 設 xi > 0 (i = 1, 2, . . . , n), 且

n
∑

i=1

xi = 1, 則

(

n
∑

i=1

√
xi

)

n
∑

i=1

1
√

1 + xi

≤
n2

√
n + 1

. (6)

文 [5]、[6]證明了猜想不等式 (6) 是成立的, 本文給出上述幾個不等式的推廣。

定理1: 設 xi > 0 (i = 1, 2, . . . , n), 2 ≤ n ∈ N , 且滿足

n
∑

i=1

xi = 1, 2 ≤ m ∈ N ,

(I) 若 0 < λ ≤
n

n − 1
, 則

(

n
∑

i=1

m
√

xi

)

n
∑

i=1

1
m
√

1 + λxi

≤
n2

m
√

n + λ
. (7)
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(II) 若 0 < λ ≤ m, 則

(

n
∑

i=1

m
√

xi

)

n
∑

i=1

1
m
√

1 + λxi

> n − 1 +
1

m
√

1 + λ
. (8)

證明: (I) 用數學歸納法證, 對 m 作歸納。(i) 當 m = 2 時, 由柯西不等式有

1
√

n
·
√

x1 +
√

x2 ·
1
√

n
+
√

x3 ·
1
√

n
+ · · · +

√
xn ·

1
√

n

≤
√

(1

n
+ x2 + x3 + · · ·+ xn

)(

x1 +
n − 1

n

)

=

√

(1

n
+ 1 − x1

)(

x1 +
n − 1

n

)

=

√

−x2
1 +

2

n
x1 +

n2 − 1

n2

即

n
∑

i=1

√
xi ≤

√
n ·

√

−x2
1 +

2

n
x1 +

n2 − 1

n2

令 1+λxi =yi (i=1, 2, . . . , n), 則 xi =
yi−1

λ
, yi >1 (i=1, 2, . . . , n),

n
∑

i=1

yi =n+λ, 且

n
∑

i=1

√
xi

√
1 + λxi

≤
√

n
√

y1

·

√

−
(y1 − 1

λ

)2

+
2

n
·
y1 − 1

λ
+

n2 − 1

n2

=

√
n

λ
·

√

−y1 +
2(n + λ)

n
+

(n2 − 1)λ2 − 2nλ − n2

n2
·

1

y1

同理, 有

n
∑

i=1

√
xi

√
1 + λx2

≤
√

n
√

λ
·

√

−y2 +
2(n + λ)

n
+

(n2 − 1)λ2 − 2nλ − n2

n2
·

1

y2

,

...
n
∑

i=1

√
xi

√
1 + λxn

≤
√

n
√

λ
·

√

−yn +
2(n + λ)

n
+

(n2 − 1)λ2 − 2nλ − n2

n2
·

1

yn

,

將這 n 個不等式相加, 並應用柯西不等式, 有

(

n
∑

i=1

√
xi

)

n
∑

i=1

1
√

1+λxn

≤
√

n

λ
·

n
∑

i=1

√

−yi +
2(n+λ)

n
+

(n2−1)λ2−2nλ−n2

n2
·

1

yi
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≤
√

n

λ
·
√

n

√

√

√

√

n
∑

i=1

[

−yi+
2(n+λ)

n
+

(n2−1)λ2−2nλ−n2

n2
·
1

yi

]

=

√
n

λ
·
√

n

√

√

√

√−
n
∑

i=1

yi+2(n+λ)+
(n2−1)λ2−2nλ−n2

n2
·

n
∑

i=1

1

yi

=
n

λ
·

√

√

√

√n + λ +
(n2−1)λ2−2nλ−n2

n2
·

n
∑

i=1

1

yi

又由柯西不等式, 有

n
∑

i=1

1

yi

≥
n2

n
∑

i=1

yi

=
n2

n + λ
, 由已知 0 < λ ≤

n

n − 1
, 知

(n2 − 1)λ2 − 2nλ − n2

n2
=

[(n − 1)λ − n][(n + 1)λ + n]

n2
≤ 0, 所以,

(n2−1)λ2−2nλ−n2

n2
·

n
∑

i=1

1

yi

≤
(n2−1)λ2−2nλ−n2

n2
·

n2

n+λ
=

(n2−1)λ2−2nλ−n2

n+λ
,

因此,
(

n
∑

i=1

√
xi

)

n
∑

i=1

1
√

1+λxn

≤
n

λ
·
√

n+λ+
(n2−1)λ2−2nλ−n2

n + λ
=

n

λ
·

nλ
√

n + λ

=
n2

√
n + λ

, 即當 m = 2 時不等式 (7) 成立。

(ii) 假設 m = k (k ≥ 2) 時不等式 (7) 成立, 即有

(

n
∑

i=1

k
√

xi

)

n
∑

i=1

1
k
√

1+λxi

≤
n2

k
√

n + λ
(9)

下面證明當 m = k + 1 時不等式 (7) 也成立。

首先應用冪平均不等式: “ 設 ai > 0 (i = 1, 2, . . . , n), 則當 α > β 時,

(

n
∑

i=1

aα
i

n

)
1

α

≥

(

n
∑

i=1

a
β
i

n

)
1

β

(∗)

且等號成立的充要條件為 a1 = a2 = · · · = an ”, 有

(

n
∑

i=1

aα
i

n

)
1

α

≥

n
∑

i=1

ai

n
(ai >0, α≥1), 即

(

n
∑

i=1

ai

)α

≤nα−1

n
∑

i=1

aα
i (ai >0, α≥1). (10)
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應用 (10) 可得

(

n
∑

i=1

k+1
√

xi

)
k+1

k ≤ n
k+1

k
−1

n
∑

i=1

( k+1
√

xi)
k+1

k = n
1

k

n
∑

i=1

k
√

xi

⇔
n
∑

i=1

k+1
√

xi ≤ n
1

k+1

(

n
∑

i=1

k
√

xi

)
k

k+1

(11)

(

n
∑

i=1

1
k+1
√

1 + λxi

)
k+1

k ≤ n
k+1

k
−1

n
∑

i=1

( 1
k+1
√

1 + λxi

)
k+1

k

= n
1

k

n
∑

i=1

1
k
√

1 + λxi

⇔
n
∑

i=1

1
k+1
√

1 + λxi

≤ n
1

k+1

(

n
∑

i=1

1
k
√

1 + λxi

)
k

k+1

. (12)

(11)、(12) 兩邊相乘並應用歸納假設 (9) 有

(

n
∑

i=1

k+1
√

xi

)

n
∑

i=1

1
k+1
√

1 + λxi

≤ n
2

k+1

[

(

n
∑

i=1

k
√

xi

)

n
∑

i=1

1
k
√

1 + λxi

]
k

k+1

≤ n
2

k+1

( n2

k
√

n + λ

)
k

k+1

=
n2

k
√

n + λ
,

即 m = k + 1 時不等式 (7) 也成立。

由 (i)、(ii) 可知, 對 m ≥ 2 (m ∈ N) 不等式 (7) 成立。

(II) 不妨設 x1 是 x1, x2, . . . , xn 中最大的, 注意到 0 < xi < 1 (i = 1, 2, . . . , n), 則

n
∑

i=1

k
√

xi

k
√

1 + λx1

>

n
∑

i=1

xi

k
√

1 + λx1

=
1

k
√

1 + λx1

>
1

k
√

1 + λ
,

當 i = 2, 3, . . . , n 時, 注意到 0 < λ ≤ k, 有

n
∑

i=1

k
√

xi

k
√

1 + λxi

=

k

√

(

n
∑

i=1

k
√

xi

)k

k
√

1 + λxi

=

k

√

n
∑

i=1

( k
√

xi)
k + C1

k(
k
√

x1)
k−1 k

√
xi + · · ·

k
√

1 + λxi

>

k

√

n
∑

i=1

xi + k( k
√

xi)
k−1 k

√
xi

k
√

1 + λxi

=
k
√

1 + kxi

k
√

1 + λxi

≥ 1

將這 n 個不等式相加即得 (8)。

考慮 (7) 的進一步推廣, 我們有
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猜想: 設 x1, x2, . . . , xn 是正數, 且滿足

n
∑

i=1

x1 = 1, 0 < α < 1, 0 < λ ≤ n
n−1

, 則

(

n
∑

i=1

xα
i

)

n
∑

i=1

1

(1 + λxi)α
≤

n2

(n + λ)α
(13)

對於指數大於1的情形, 我們有

定理2: 設 x1, x2, . . . , xn 是正數, 且滿足

n
∑

i=1

x1 = 1, α > 1, λ > 0, 則

(

n
∑

i=1

xα
i

)

n
∑

i=1

1

(1 + λxi)α
≥

n2

(n + λ)α
. (14)

證明: 因 α ≥ 1, 由冪平均不等式(∗), 有

(

n
∑

i=1

xα
i

n

)
1

α

≥

n
∑

i=1

xi

n
= 1

n
, 所以

n
∑

i=1

xα
i ≥

n

nα
,

應用權方和不等式: 設 ai, bi > 0 (i = 1, 2, . . . , n), 則當 α > 0 或 α < −1 時

n
∑

i=1

aα+1

i

bα
i

≥
(

n
∑

i=1

ai

)α+1/(
n
∑

i=1

bi

)α

(∗∗)

且等號成立的充要條件為
a1

b1

=
a2

b2

= · · · =
an

bn

, 有

n
∑

i=1

1

(1 + λxi)α
=

n
∑

i=1

1α+1

(1 + λxi)α
≥

nα+1

[

n
∑

i=1

(1 + λxi)
]α

=
nα+1

(n + λ)α
,

所以,
(

n
∑

i=1

xα
i

)

n
∑

i=1

1

(1 + λxi)α
≥

n

nα
·

nα+1

(n + λ)α
=

n2

(n + λ)α
, 即 (14) 成立。
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