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圓周積分的三種看法

陳正宗 · 周克勳

摘要: 作者有幸在2006年暑假訪問中央研究院數學研究所, 看到數學傳播很多有趣

的文章。 相信對學子、 工程師或數學教師均有正面意義。 本人在海洋大學教授工程數

學十餘年, 對於學生學習的成效一直相當注意。 工程數學為工學院與電資學院大學部

同學必修的課程, 如何讓學生不畏懼與有效學習也一直是工程教育的重要課題。 本文

根據作者多年的工程數學教學經驗, 在接續上期數學傳播工程數學教學拾趣一文, 此

次再列舉一個有趣的圓周積分問題, 分別以複變、 偏微與勢論三個觀點來進行創意教

學的思考。 藉此範例提供學生與教師另一類的學習思考與教導方式。

關鍵字: 工程數學, 創意教學, 圓周積分, 複變, 偏微, 勢論。

1. 前言

近年來台灣高等教育在大學入學招生錄取率近達九成六後, 已進入一個完全不同的局面。

政府當局一則以喜, 一則以憂。 喜的是高等教育的普及對國家競爭力有所助益; 憂的是如何在資

源有限的情況下維持大學教育的品質。 身為大學教師首當其衝, 因為我們所面對學生的求知慾

與好學心, 均已今不如昔。 所謂草莓族之說, 即是反應此事。 雖然教育部與國科會近幾年已在卓

越教學與科學教育提供經費, 並有所謂補強教學, 然而學生的學習效果似乎未見提昇。 因此, 在

這種情況下, 如何在工程數學的教學上激發學生的興趣與潛力, 使得學習是一種樂趣而非應付

考試的粗略想法, 是目前學校教師極大的挑戰。 如何對學生群作出拔尖、 汰後與提中間的教學效

果, 是我們目前最重要的課題 [3]。 本文將以圓周積分的計算為例, 有別於傳統教科書是各自獨

立的敘述方式, 根據作者多年教學與研究心得的累積予以串連綜整。 或許是野人獻曝, 但至少可

提供另一個思路來學習, 希望能對初學者學習與教師教學有所幫助。

對一個學過數學的學生而言, 可能學過複變, 偏微與勢論, 然對其間關係有所體會的並不

多。 讀者對複變、 偏微與勢論若不是很熟悉, 建議可先行複習, 或許較有助瞭解本文的思緒脈絡。

在此舉一個有趣的圓周積分問題, 來說明如何以複變、 偏微與勢論的觀念來計算。 並從中了解各

類計算方法的相關性與對應的幾何及物理意義。 將細談邊界路徑積分所含極點的留數與內外域
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Laplace 問題的 Poisson 積分式及勢論中單雙層勢能的分離核函數積分, 以三個面向分別說明

之。

考慮如下的圓周積分,
∫ 2π

0

g(θ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ, p 為常數

其中可將 g(θ) 表成 Fourier 級數如下:

g(θ) = a0 +

∞
∑

m=1

(am cos(mθ) + bm sin(mθ))

其中, am 與 bm 是Fourier 係數。 則圓周積分可拆成兩部份:
∫ 2π

0

cos(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ, m ∈ N 或

∫ 2π

0

sin(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ, m ∈ N

2. 簡式及通式示範說明

2.1. 簡式說明

今先以一簡例 g(θ) = 1 說明, 分別以複變留數定理、 偏微 Poisson 積分公式與單雙層勢

論的分離核觀念來計算, 敘述如下:

方法一: 複變留數定理

求解

∫ 2π

0

1

1 − 2p cos θ + p2
dθ, 其中, (1) |p| < 1; (2) |p| > 1, 可取複變積分路徑為

C : |z| = 1, 則 z = eiθ, 0 < θ ≤ 2π, cos θ = 1
2
(z + 1

z
), dθ = 1

iz
dz, 參見圖一, 則圓周積分

可轉換成複變路徑積分如下:
∫ 2π

0

1

1 − 2p cos θ + p2
dθ =

∮

1

1 − p(z + 1
z
) + p2

dz

iz

可整理得
∮

1

z−pz2−p + p2z

dz

i
= i

∮

1

pz2−(1 + p2)z + p
dz

其中, 複數函數 f(z)= 1
pz2

−(1+p2)z+p
, 則 f(z) 在 z = p 與 z = 1

p
各有一個一階極點, 參見圖

一。

(1) 當 |p| < 1 時, 在單位圓內僅有 z = p 的一個極點, 如圖一 (a) 所示

Resz=p[f(z)] = lim
z→p

(z − p)

pz2 − (1 + p2)z + p
=

1

p2 − 1
其中, Res 表留數。
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故

∫ 2π

0

1

1 − 2p cos θ + p2
dθ = i

∮

1

pz2 − (1 + p2)z + p
dz

= i2πi
1

p2 − 1
=

−2π

p2 − 1
=

2π

1 − p2

(2) 當 |p| > 1 時, 則只有 z = 1
p

在單位圓 C 內, 參見圖一 (b), 可得

Resz= 1

p
[f(z)] = lim

z→ 1

p

(z − 1
p
)

pz2 − (1 + p2)z + p
=

1

1 − p2

故

∫ 2π

0

1

1 − 2p cos θ + p2
dθ = i

∮

1

pz2 − (1 + p2)z + p
dz

= i2πi
1

1 − p2
=

2π

p2 − 1

(a). |p| < 1 (b). |p| > 1

圖一. 複數路徑的積分 (a). |p| < 1, (b). |p| > 1

方法二: Poisson 積分公式

由內外域 Poisson 積分公式可知

(1) u(ρ, φ) =
1

2π

∫ 2π

0

(R2 − ρ2)g(θ)

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
dθ, |p| < 1

(內域 Laplace 問題場解表示式)

(2) u(ρ, φ) =
1

2π

∫ 2π

0

(ρ2 − R2)g(θ)

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
dθ, |p| > 1

(外域 Laplace 問題場解表示式) 註: 與內域差個負號
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其中, u(ρ, φ) 可視為滿足 Laplace 方程式 ∇2u = 0 與 Dirichlet 邊界條件 u(R, θ) = g(θ)

的解。 若選取 (ρ, φ) = (p, 0), (R, θ) = (1, θ), 可得

(1) 當 |p| < 1 時, 當 g(θ) = 1 則 u(p, 0) = 1。 以圖二 (a) 內域 Laplace 問題的 Poisson

積分式可得

u(p, 0) =
1

2π

∫ 2π

0

1 − p2

1 + p2 − 2p cos θ
g(θ)dθ,

∫ 2π

0

1

1 + p2 − 2p cos θ
dθ =

2π

1 − p2

(2) 當 |p| > 1 時, 當 g(θ) = 1 則 u(p, 0) = 1, 以圖二 (b) 外域 Laplace 問題的 Poisson

積分式可得

u(p, 0) =
1

2π

∫ 2π

0

p2 − 1

1 + p2 − 2p cos θ
g(θ)dθ,

∫ 2π

0

1

1 + p2 − 2p cos θ
dθ =

2π

p2 − 1
,

所得結果與方法一是吻合的。

(a). 內域 Laplace 問題, |p| < 1 (b). 外域 Laplace 問題, |p| > 1

圖二. 內外域 Laplace 問題 (a). |p| < 1, (b). |p| > 1。

方法三: 積分方程的勢能計算以分離核處理 [6]

勢論主要係由牛頓重力位能而來, 本文係探討二維勢論, 其基本解由 1/r 轉成 ln r, 其中

r 為場點 x 與源點 s 的距離, r = |x− s|。 讀者若不熟悉勢論, 可參考 Kellogg 經典之作。 至

於對偶積分方程描述勢論中的單雙層勢能及微分可參考陳與洪的邊界元素法一書, 有較基礎與

詳細的介紹。 定義場點 x = (ρ, φ), 源點 s = (R, θ), 則由勢能理論的基本解, 以單層勢能核函

數 ln r = ln |x − s| (核函數 U ) 的基本解可展成分離核表示式如下 (詳細推導見附錄一):

U(s, x) = ln
√

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ) =











ln R −
∞
∑

m=1

1
m

(

ρ

R

)m

cos(θ − φ), R ≥ ρ

ln ρ −
∞
∑

m=1

1
m

(

R
ρ

)m

cos(θ − φ), ρ > R
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而雙層勢能 (T )、 單層勢能法向微分 (L)、 雙層勢能法向微分 (M) 分別可寫成

T (s, x) =
∂U(s, x)

∂R
=

R−ρ cos(θ−φ)

R2+ρ2−2Rρ cos(θ−φ)
=











1
R

+
∞
∑

m=1

ρm

Rm+1 cos m(θ−φ), R ≥ ρ

−
∞
∑

m=1

Rm−1

ρm cos m(θ−φ), ρ > R

L(s, x) =
∂U(s, x)

∂ρ
=

ρ−R cos(θ−φ)

R2+ρ2−2Rρ cos(θ−φ)
=











−
∞
∑

m=1

ρm−1

Rm cos m(θ−φ), R ≥ ρ

1
ρ
+

∞
∑

m=1

Rm

ρm+1 cos m(θ−φ), ρ > R

M(s, x) =
∂2U(s, x)

∂R∂ρ
=

∂T (s, x)

∂ρ
=

−2Rρ + (R2 + ρ2) cos(θ − φ)

[R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)]2

=











∞
∑

m=1

m ρm−1

Rm+1 cos m(θ − φ), R ≥ ρ

∞
∑

m=1

mRm−1

ρm+1 cos m(θ − φ), ρ > R

其中, U、T 、L 及 M 為勢論中對偶邊界積分方程的四個核函數, 詳見 [15]。

將上述四個核函數中的 x = (ρ, φ) 定義成 x = (p, 0), s = (R, θ) 定義成 s = (l, θ), 而

|p| < 1 表示 ρ < R, |p| > 1 表示 ρ > R。

U(s, x) = ln
√

1 + p2 − 2p cos θ =











ln p −
∞
∑

m=1

1
m

(

1
p

)m

cos m(θ − φ), |p| > 1

−
∞
∑

m=1

1
m

(p)m cos m(θ − φ), |p| < 1

而雙層勢能 (T )、 單層勢能法向微分 (L)、 雙層勢能法向微分 (M) 分別可寫成

T (s, x) =
∂U(s, x)

∂R
=

1 − p cos θ

p2 + 1 − 2p cos θ
=











−
∞
∑

m=1

1
pm cos mθ, |p| > 1

1 +
∞
∑

m=1

pm cos mθ, |p| < 1

L(s, x) =
∂U(s, x)

∂ρ
=

p − cos θ

p2 + 1 − 2p cos θ
=











1
p

+
∞
∑

m=1

1
pm+1 cos mθ, |p| > 1

−
∞
∑

m=1

pm−1 cos mθ, |p| < 1

M(s, x) =
∂2U(s, x)

∂R∂ρ
=

∂T (s, x)

∂ρ
=

−2p + (1 + p2) cos θ

(1 + p2 − 2p cos θ)2

=











∞
∑

m=1

m 1
pm+1 cos mθ, |p| > 1

∞
∑

m=1

mpm−1 cos mθ, |p| < 1
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則 pL(s, x) − T (s, x) 可得

1

p2 + 1 − 2p cos θ
=















1
p2

−1

[

1 + 2
∞
∑

m=1

(

1
p

)m

cos mθ

]

, |p| > 1

1
1−p2

[

1 − 2
∞
∑

m=1

pm cos mθ

]

, |p| < 1

∫ 2π

0

1

1+p2−2p cos θ
dθ =















1
p2

−1

[

∫ 2π

0

(

1+2
∞
∑

m=1

(

1
p

)m

cos mθ

)

dθ

]

= 2π
p2

−1
, |p| > 1

1
1−p2

[

∫ 2π

0

(

1−2
∞
∑

m=1

pm cos mθ

)

dθ

]

= 2π
1−p2 , |p| < 1

將以上簡例 g(θ) = 1, 推廣成通式 (g(θ) = cos(mθ), sin(mθ)) 說明如下:

2.2. 通式說明

方法一: 複變留數定理
∫ 2π

0

cos(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ,

∫ 2π

0

sin(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ,

其中, (1)|p| < 1; (2)|p| > 1, 可取複變積分路徑為 C : |z| = 1, 則 z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π,

cos θ = 1
2
(z + 1

z
), dθ = 1

iz
dz, 參見圖一, 則

∫ 2π

0

cos(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ = Re

{
∫ 2π

0

(eiθ)m

1 − 2p cos θ + p2
dθ

}

= Re

{
∮

zm

1 − p(z + 1
z
) + p2

dz

iz

}

其中, Re 表取實部, 上式可整理得

Re

{
∮

zm

z − pz2 − p + p2z

dz

i

}

= Re

{

i

∮

zm

pz2 − (1 + p2)z + p
dz

}

其中, 複數函數 f(z) = zm

pz2
−(1+p2)z+p

, 則 f(z) 在 z = p 與 z = 1
p

各有一個一階極點。

(1) 當 |p| < 1 時, 在單位圓內僅有 z = p 的一個極點,, 如圖一 (a) 所示, 可得

Resz=p[f(z)] = lim
z→p

(z − p)zm

pz2 − (1 + p2)z + p
=

pm

p2 − 1

故
∫ 2π

0

cos(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ = Re

{

i

∮

zm

pz2 − (1 + p2)z + p
dz

}

= i2πi
pm

p2 − 1
= −

2πpm

p2 − 1
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(2) 當 |p| > 1 時, 則只有 z = 1
p

在單位圓 C 內, 如圖一 (b) 所示, 可得

Resz= 1

p
[f(z)] = lim

z→ 1

p

(z − 1
p
)zm

pz2 − (1 + p2)z + p
=

p−m

1 − p2

故

∫ 2π

0

cos(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ = Re

{

i

∮

zm

pz2 − (1 + p2)z + p
dz

}

= i2πi
p−m

1 − p2
= −

2πp−m

p2 − 1

同理可得,

當 |p| < 1 時,
∫ 2π

0
sin(mθ)

1+p2
−2p cos θ

dθ = Im
{

∫ 2π

0
(eiθ)m

1+p2
−2p cos θ

dθ
}

= 0,

當 |p| > 1 時,
∫ 2π

0
sin(mθ)

1+p2
−2p cos θ

dθ = Im
{

∫ 2π

0
(eiθ)m

1+p2
−2p cos θ

dθ
}

= 0,

其中, Im 表取虛部。

方法二: Poisson 積分公式

同前, 若選取 (ρ, φ) = (p, 0), (R, θ) = (1, θ),

(1) 當 |p| < 1 時, 以圖二 (a) 內域 Laplace 問題的 Poisson 積分式可得

u(p, 0) =
1

2π

∫ 2π

0

1 − p2

1 + p2 − 2p cos θ
g(θ)dθ

其中, g(θ) = cos(mθ), 則 Laplace 偏微分方程 u(ρ, φ) 的解為 u(ρ, φ) = ρm cos(mφ)。

因此 u(p, 0) = pm 代入 Poisson 內域問題積分公式可得

∫ 2π

0

cos(mθ)

1 + p2 − 2p cos θ
dθ = −

2πpm

p2 − 1

(2) 當 |p| > 1 時, 以圖二 (b) 外域 Laplace 問題的 Poisson 積分式可得

u(p, 0) =
1

2π

∫ 2π

0

p2 − 1

1 + p2 − 2p cos θ
g(θ)dθ

其中, g(θ) = cos(mθ), 則 Laplace 偏微分方程 u(ρ, φ) 的解為 u(ρ, φ) = ρ−m cos(mφ)。

因此 u(p, 0) = p−m 代入 Poisson 外域積分公式

∫ 2π

0

cos(mθ)

1 + p2 − 2p cos θ
dθ =

2πp−m

p2 − 1
, 所得結果與前述方法是吻合的。

同理可得,
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當 |p| < 1 時,

∫ 2π

0

sin(mθ)

1 + p2 − 2p cos θ
dθ = 0,

當 |p| > 1 時,

∫ 2π

0

sin(mθ)

1 + p2 − 2p cos θ
dθ = 0。

方法三: 積分方程的勢能計算以分離核處理 [6]

通式亦可透過單雙層分離核函數的一些操作算得, 於此便不再贅述。 這些結果對於了解單

雙層勢能及其微分場於橫越邊界之連續行為的了解是有幫助的。 對於現今流行的數值方法—對

偶邊界元素法, 即是在這個基礎下由台大洪宏基教授與本文第一作者所發展出來的。

綜整以上結果, 吾人可得通式之解為

∫ 2π

0

g(θ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ =

∫ 2π

0

a0 +
∞
∑

m=1

(am cos(mθ) + bm sin(mθ))

1 − 2p cos θ + p2
dθ

故

∫ 2π

0

g(θ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ =











a0

(

2π
1−p2

)

+
∞
∑

m=1

am

(

2πpm

1−p2

)

, |p| < 1,

a0

(

2π
p2

−1

)

+
∞
∑

m=1

am

(

2πp−m

p2
−1

)

, |p| > 1

其中, bm 無法貢獻進來, 係由於反對稱關係。 故此, 爾後若遇到任何形式之 g(θ) 則可直接由此

結果得知其解。

3. 結語

當學生時跟老師學數學, 後來當老師則教學生數學。 做研究時, 利用數學的知識思考問題

並尋找解決途徑。 此文希望能讓學生體驗一個簡單的圓周積分式, 竟可以用三種不同的觀點予

以瞭解, 開啟了旁徵博引與左右逢源之求學興趣, 這樣對大學畢業後進入研究所做研究、 寫作論

文及如何與指導教授溝通, 應有正面意義。 因此, 啟發式的工數教學已是刻不容緩的當務之急。

本文舉一圓周積分例, 以三種不同的觀點 (1) 複變的留數定理 (2) 偏微的 Poisson 積分

公式 (3) 積分方程的勢能理論配合分離核想法進行計算, 說明參見表一, 並加以闡述如何計算

通式
∫ 2π

0
g(θ)

1−2p cos θ+p2 dθ 之值, 包括閉合式與級數型, 並比較各類看法的實質內涵, 參見表二。

並從中了解一個積分式, 嘗試以三種方式來了解其數學幾何與物理及力學內涵。 並提供學生另

一思路, 提高學生學習的興趣。 學問不是零星丁豆, 而是一套的; 一個全面性的看法, 受用不盡。

從前項羽棄劍習兵法, 關鍵在於一人敵終不敵萬人敵。 本文綜合各類觀點, 充份反映工數的教法

並非現代八股、 一成不變。 而是生動活潑, 其中一些奧妙有趣的關係, 仍待我們去發掘。 所謂溫
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故能知新, 方能為人師。 唯有以啟發代替填鴨, 才能教出一些對數學有興趣, 且將其運用自如的

學生。 我想這才是學習數學的目的 (有趣與有用)。 本文一些更詳細資料可參閱網頁 [1]或講義

[2]。 也歡迎對工程數學有興趣的師生予以賜教。

表一. 各類圓周積分計算結果綜整

∫ 2π

0

cos(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ, m ∈ N

∫ 2π

0

sin(mθ)

1 − 2p cos θ + p2
dθ, m ∈ N

|p| < 1 −2πpm

p2
−1 0

|p| > 1 2πp−m

p2
−1 0

表二. 各類看法的綜整

複變 (留數定理) 偏微 Poisson 積分公式 勢能理論分離核

|p| < 1, |p| > 1 所包含的極點不同 內域與外域 Laplace 問題 內外分離核

型式 閉合型 (closed form) 閉合型 (closed form) 級數型 (series form)

圖說 圖一 圖二 圖三

(a). |p| < 1, ρ < R (b). |p| > 1, ρ > R (c). 合成

圖三. 內外域分離核 (U(s, x)) (a). |p| < 1, (b). |p| > 1, (c). 合成
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附錄一

在複數平面上 s = (s1, s2) 與 x = (x1, x2), 可分別以極座標複數表示 s = Reiθ 及

x = ρeiφ, 則

ln s = lnR + iθ, ln x = ln ρ + iφ,

將 ln(s − x) 寫成下式

ln(s − x) = ln(s(1 −
x

s
)) = ln s + ln(1 −

x

s
) (A1)

若 R > ρ, 即
∣

∣

x
s

∣

∣ < 1, 則 ln(1 − x
s
) 可展成泰勒級數如下

ln(1 −
x

s
) = −

∞
∑

m=1

1

m
(
x

s
)m,

∣

∣

∣

x

s

∣

∣

∣
< 1 (A2)

將 (A2) 式代入 (A1) 式再取實部, 可得

Re{ln(s − x)} = ln r = ln
√

(R cos θ − ρ cos θ)2 + (R sin θ − ρ sin θ)2

= ln R −
∞

∑

m=1

1

m
(
ρ

R
) cos(m(θ − φ)), R > ρ

同理可得

Re{ln(x − s)} = ln r = ln
√

(ρ cos θ − R cos θ)2 + (ρ sin θ − R sin θ)2

= ln ρ −
∞

∑

m=1

1

m
(
R

ρ
) cos(m(θ − φ)), ρ > R

結合上述所推導的結果, 可以得到核函數 U(s, x) 的級數型式:

U(s, x) = ln r = ln
√

(R cos θ − ρ cos θ)2 + (R sin θ − ρ sin θ)2

=











U i(s, x) = lnR −
∞
∑

m=1

1
m

( ρ

R
) cos(m(θ − φ)), R > ρ

Ue(s, x) = ln ρ −
∞
∑

m=1

1
m

(R
ρ
) cos(m(θ − φ)), ρ > R

得證之。
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