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不等式之基本解題方法

張福春 · 李姿霖

摘要: 在數學中經常要比較有興趣的各種量之大小, 因此就需要藉助不等式的運算。

證明不等式的技巧多樣化, 且方法不一。 本篇論文主要介紹數學競賽中常見的基本不

等式, 與探討證明不等式時經常使用的解題方法。

關鍵詞: 不等式、 公理、 三一律、 遞移律、 加法律、 乘法律、 解題方法、 算幾不等式、

柯西不等式、 排序不等式、 柴比雪夫不等式、 布奴利不等式、 三角不等式、 詹森不等

式、 變數代換法、 數學歸納法、 放縮法、 因式分解法、 配方法、 比較法、 反證法、 變形

法、 幾何法。

美國數學會2000年分類索引: 主要26D。

一. 前言

數學是以公理和定義為基礎,經過證明而得到定理。而不等式的基本公理 (axiom) 只有下

面四個: 假設 a, b, c 皆為實數。

公理1 (三一律, trichotomy axiom): 則 a, b 只可能有下面關係之一種: a > b, a < b 或

a = b。

公理2 (遞移律, transitive axiom): 若a > b 且 b > c, 則 a > c。

公理3 (加法律, additive axiom): 若 a > b, 則 a + c > b + c。

公理4 (乘法律, multiplicative axiom): 若 a > b 且 c > (<)0, 則 ac > (<)bc。

由上面的公理及其他的數學性質, 我們可以推演出所有不等式的定理。

不等式與各個數學分支都有密切的關係, 其理論很早就被大數學家 Gauss, Cauchy 等人

著重研究,而 Hardy, Littlewood and Pólya (1988) 及 Marshall and Olkin (1979)等名數

學家也相繼投入探討。 我們可以說數學分析, 不論是純理論或應用方面, 都需要不等式的運算。
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而不等式的證明之所以有趣, 主要是因為其證明技巧靈活多樣, 且證法常因題而異, 沒有固定的

程序, 尤其是各類數學競賽中不等式的問題。

嚴鎮軍 (2002) 利用50講來討論高中數學的範疇, 每一講皆是獨立的主題, 且皆舉出與主

題有關的例子講解概念, 其中介紹了證明不等式的基本方法和技巧與常用著名的不等式與例子。

但其證明不等式的例子大多技巧性非常強, 初學者讀來可能有些困難。而嚴鎮軍 (1993)討論初

中的數學問題, 分成代數、 幾何與解題方法, 其中證明不等式的例子較簡單一些。 Rusczyk 在

Art of Problem Solving 網頁中, 收錄了許多的數學問題, 包括代數學、 組合學、 幾何學、 不

等式、 數論等, 有些不等式的題目已解決有答案了, 而有些還在待解中, 其中不乏有國際奧林匹

克數學競賽 (International Mathematics Olympic 簡稱 IMO) 的題目, 與世界各國數學競

賽的試題。 但若要搜尋世界各國的競賽試題, 則可連結到 Scholes 的 Maths problems 網頁,

這個網頁以各國家舉辦的數學競賽試題作分類, 蒐集了約 4100 題奧林匹克題目與1700題其他

的問題。

本篇論文探討常用不等式的證明方法, 從簡單的例子循序漸進, 瞭解基本概念後, 再綜合

應用到較艱澀的例子。 在第二節先介紹一些數學競賽中常用著名的基本不等式, 而其證明請參

見附錄 A。 第三節列舉出基本的解題方法與例子。 因為很多不等式的證明不只會用到一個基本

不等式或一種解題方法, 因此第四節我們將舉出一些例子, 這些例子會多次應用到第二節提到

的基本不等式與第三節的解題方法做綜合應用。

二. 常用基本不等式

首先介紹不等式常出現的兩種形式: 對稱不等式與齊次函數。 當不等式有對稱或齊次的性

質時, 可假設一限制條件, 這對解題會有很大的幫助, 這樣的技巧經常使用。

定義2.1 (對稱不等式): 考慮一包含 a1, a2, . . . , an 的不等式, 若將任兩個變數 ai 與 aj

(i 6= j) 位置交換, 都不會改變此不等式, 則稱不等式有對稱性。

由於對稱不等式中, 各變數的地位相同, 因此可將變數排序。 例如假設a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥
an。 常用於排序不等式的問題。

定義2.2 (齊次函數): 設 k ∈ N 為變數個數, 對一固定的實數 n, t ∈ R, 若滿足

f(ta1, ta2, . . . , tak) = tnf(a1, a2, . . . , ak), 則函數 f 稱為 n 次齊次函數。

當 n = 0 時, 稱 f 為零次齊次函數, 且對任意實數 t, 皆有 f(ta1, ta2, . . . , tak) =

f(a1, a2, . . . , ak)。 因此若 a1+a2+ · · ·+ak 6= 1, 令其和為 s 6= 0, 即 a1+a2+ · · ·+ak = s,

則a1

s
+ a2

s
+ · · ·+ ak

s
= 1。 且滿足

f
(a1

s
,
a2

s
, . . . ,

ak

s

)

= f(a1, a2, . . . , ak).
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所以當 f 為零次齊次函數時, 可假設 a1 + a2 + · · · + ak = 1。

接下來介紹一些常用著名的基本不等式: 算幾不等式、 柯西不等式、 排序不等式、 柴比雪

夫不等式、 布奴利不等式、 三角不等式、 詹森不等式。

2.1. 算術、 幾何與調和平均不等式 (arithmetic-geometric-harmonic inequal-

ity)

定理 2.1 (算術、 幾何與調和平均不等式): 設 a1, a2, . . . , an 為 n 個正實數, 則

a1 + a2 + · · · + an

n
≥ n

√
a1a2 · · ·an ≥ n

1

a1
+ 1

a2
· · ·+ 1

an

,

等號成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = an。

若假設

A =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
, G = n

√
a1a2 · · ·an , H =

n
1

a1
+ 1

a2
· · ·+ 1

an

.

則 A, G, H 分別稱為算術平均、 幾何平均與調和平均。 最常用的是算術平均 ≥ 幾何平均, 簡

稱算幾不等式。算幾不等式與接下來要介紹的柯西不等式, 在證明不等式的題目中經常使用, 是

非常重要的不等式。

例 2.1: 設 a, b, c 為三個正數, 且 a + 2b + 3c = 6, 求證

ab2c3 ≤ 1.

證明: 因為
a + 2b + 3c

6
=

a + b + b + c + c + c

6
.

利用算幾不等式, 有
a + b + b + c + c + c

6
≥ 6

√
ab2c3.

又已知 a + 2b + 3c = 6, 故 1 ≥ 6
√

ab2c3, 即 ab2c3 ≤ 1。

2.2. 柯西不等式 (Cauchy inequality)

定理 2.2 (柯西不等式): 設 a1, a2, . . . , an 及 b1, b2, . . . , bn 為兩組實數數列, 則

(a2

1 + a2

2 + · · · + a2

n)(b2

1 + b2

2 + · · ·+ b2

n) ≥ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2,

等號成立若且唯若 a1

b1
= a2

b2
= · · · = an

bn
。
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柯西不等式實際上是 Hölder 不等式的特例, 在此我們就不特別介紹 Hölder 不等式, 有

興趣可參考 Hardy et al. (1988)。 而柯西不等式可由 Lagrange 恆等式得到, Lagrange 恆等

式如下

(a2

1 + a2

2 + · · ·+ a2

n)(b2

1 + b2

2 + · · · + b2

n) = (a1b1 + a2b2 + · · · + anbn)2

+
∑

1≤i<j≤n

(aibj − ajbi)
2.

展開化簡即得上式的證明。 因為等式右邊第二項≥ 0, 故可得柯西不等式。

例 2.2: 設 a − b + c = 6, 求證

a2 + b2 + c2 ≥ 12.

證明: 利用柯西不等式

(12 + (−1)2 + 12)(a2 + b2 + c2) ≥ (1 · a + (−1)b + 1 · c)2 = 36

將上式兩邊同除以 3 得

a2 + b2 + c2 ≥ 36

3
= 12.

2.3. 排序不等式 (arrangement inequality)

定理 2.3 (排序不等式): 設有兩組實數有序數列 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an 及 b1 ≤ b2 ≤
· · · ≤ bn, 則

a1b1 + a2b2 + · · · + anbn (順序和)

≥ a1bj1 + a2bj2 + · · ·+ anbjn
(亂序和)

≥ a1bn + a2bn−1 + · · · + anb1 (逆序和)

其中 j1, j2, . . . , jn 是 1, 2, . . . , n 的任一排序。 等號成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = an 或

b1 = b2 = · · · = bn。

排序不等式可推導出許多不等式, 例如算幾不等式、 柯西不等式及接下來要介紹的柴比雪

夫不等式。

例 2.3: 設 a, b, c 為正實數, 求證

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2
.
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證明: 因為此不等式是對稱的, 不妨假設 a ≤ b ≤ c, 則有 1

b+c
≤ 1

c+a
≤ 1

a+b
。 利用排序

不等式有

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ a

c + a
+

b

a + b
+

c

b + c
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ a

a + b
+

b

b + c
+

c

c + a

將上面二式相加得

2

(
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

)

≥ a + b

a + b
+

b + c

b + c
+

c + a

c + a
= 3.

故
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2
.

2.4. 柴比雪夫不等式 (Chebyshev inequality)

定理 2.4 (柴比雪夫不等式): 設 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn為兩遞增實數

列, 則
n∑

j=1

ajbn+1−j ≤
1

n

(
n∑

j=1

aj

)(
n∑

j=1

bj

)

≤
n∑

j=1

ajbj ,

等號成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = an 或 b1 = b2 = · · · = bn。

柴比雪夫不等式可視為排序不等式的推廣, 因為它是由排序不等式的 n 個式子相加得到,

其證明詳見附錄 A。

例 2.4: 若 n 個正數 x1, x2, . . . , xn 滿足
∑n

i=1
xi = 1, 求證

n∑

i=1

1

xi
≥ n2.

證明: 此為對稱不等式, 不妨假設 x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn, 則有 1

xn
≤ · · · ≤ 1

x2
≤ 1

x1
, 利

用柴比雪夫不等式, 我們有

x1 ·
1

x1

+ x2 ·
1

x2

+ · · ·+ xn · 1

xn

≤ 1

n

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)

(2.1)

在 (2.1) 中, 因為左式和為n, 且已知
∑n

i=1
xi = 1, 故得

n∑

i=1

1

xi
≥ n2.
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此例亦可利用算術平均、 調和平均不等式或柯西不等式證明之。

2.5. 布奴利不等式 (Bernoulli inequality)

定理 2.5 (布奴利不等式): 設a > −1, 且 r ≥ 1 或 r ≤ 0, 則

(1 + a)r ≥ 1 + ar,

等號成立若且唯若 r = 0 或 r = 1。

在上述布奴利不等式中, 若r的範圍為0 < r < 1, 則有 (1 + a)r < 1 + ar 的結果。 此不

等式的證明亦可利用泰勒展開式的餘項證之。

例 2.5: 設 n 為正整數, 求證

(

1 +
1

n

)n

≥ 2.

證明: 利用布奴利不等式, 因為 1/n > 0, 且 n 為正整數, 所以

(

1 +
1

n

)n

≥ 1 +
1

n
· n = 2.

2.6. 三角不等式 (triangle inequality)

定理 2.6 (三角不等式): 設 ~a = (a1, a2, . . . , an) 和 ~b = (b1, b2, . . . , bn) 為兩個向量, 則

|~a| − |~b| ≤ |~a +~b| ≤ |~a| + |~b|,

第一個等號成立若且唯若 ~a 和 ~b 為反向的向量, 第二個等號成立若且唯若 ~a 和 ~b 為同向的向

量。

從幾何角度來看, 上式右邊不等式即三角形中任兩邊長的和大於第三邊長, 左邊不等式即

三角形中任兩邊長的差小於第三邊長。

例 2.6: 對任意四邊形 ABCD, 求證

AB + BC + CD > AD.

證明: 這裡只證明當 ABCD 為一凸四邊形時, 凹四邊形的證明相同, 故省略。 畫一補助

凸四邊形 ABCD 如圖 2.1
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A

B C

D

圖 2.1. 凸四邊形

若做B、D補助線, 則四邊形ABCD可分成兩個三角形∆ABD與∆BCD, 利用三角不等

式

AB + BD > AD (2.2)

BC + CD > BD (2.3)

將 (2.3) 左右加上AB, 則有

AB + BC + CD > AB + BD (2.4)

又由 (2.2) 與 (2.4), 得證

AB + BC + CD > AD.

2.7. 詹森不等式 (Jensen inequality)

在介紹詹森不等式之前, 先定義何謂 (嚴格) 凸函數 (convex function)。 一函數 f 稱為

在區間 I ⊆ R 上的 (嚴格) 凸函數, 若滿足 a1, a2 ∈ I 皆為實數, 0 < λ < 1 且

f [λa1 + (1 − λ)a2](<) ≤ λf(a1) + (1 − λ)f(a2). (2.5)

若將 (2.5) 不等號變號, 則 f(x) 即為 (嚴格) 凹函數 (concave function)。 如何判斷一函數

是 (嚴格) 凸函數? 若 x 在 I 區間上滿足 f ′′(x)(>) ≥ 0, 則 f(x) 在 I 上為一 (嚴格) 凸函

數。 反之, 若 x 在 I 區間上滿足 f ′′(x)(<) ≤ 0, 則 f(x) 在 I 上為一 (嚴格) 凹函數。

定理 2.7: (詹森不等式) 設 f在區間 I 中為一凸函數, a1, a2, . . . , an ∈ I 且 0 <

t1, t2, . . . , tn < 1, 滿足 t1 + t2 + · · · + tn = 1, 則

f(t1a1 + t2a2 + · · ·+ tnan) ≤ t1f(a1) + t2f(a2) + · · ·+ tnf(an), (2.6)
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如果 f 為一嚴格凸函數, 則 (2.6) 等號成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = an。

若 f(x) 為凹函數, 則會滿足 (2.6) 中將不等號變號之不等式。 最常見的詹森不等式是,若

f(x) 為凸函數且 t1 = t2 = · · · = tn = 1/n, 有

f

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)

≤ f(a1) + f(a2) + · · ·+ f(an)

n
, (2.7)

同理, 若 f(x) 為凹函數, 則滿足 (2.7) 中將不等號變號之不等式。

例 2.7: 對一三角形ABC中, 求證

sin A + sin B + sin C ≤ 3
√

3

2
.

證明: 令 f(x) = sin x, 則 f ′′(x) = − sin x, 且當 0 < x < π 時, f ′′(x) < 0, 故 f(x)

為凹函數。 利用詹森不等式

sin A + sin B + sin C

3
=

f(A) + f(B) + f(C)

3

≤ f

(
A + B + C

3

)

= sin

(
A + B + C

3

)

= sin
π

3

=

√
3

2
.

將上式結果同乘以 3 得

sin A + sin B + sin C ≤ 3
√

3

2
.

上述的基本不等式中, 除了布奴利不等式與詹森不等式外, 其餘皆為齊次不等式。

三. 基本解題方法

證明不等式的途徑是先觀察不等式的形式, 如有需要, 再對原不等式作代數變形。 證明不

等式沒有固定的程序,證法因題而異, 而且靈活多樣, 技巧性強。一個不等式的證法常不只一種,

一種證法中也可能要用到多種基本的不等式, 因此這一節我們將介紹一些常用的方法: 變數代

換法、 數學歸納法、 放縮法、 因式分解法、 配方法、 比較法、 反證法、 變形法、 幾何法。 在每個解

題方法中, 我們都用一個例子做為說明。
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3.1. 變數代換法 (method of substitution)

變數代換是數學中應用相當廣泛的解題方法。 引進適當的變數作代換, 不僅能使不等式的

證明簡化, 而且也比較容易找到證題的思路, 不過具體使用何種代換, 因題而異。 常使用三角函

數作代換。變數代換的目的是要用新的變數, 代替原式的一個部分或改造原來的式子, 使問題容

易解決。

例 3.1: 設 x, y ∈ R, 且 x2 + y2 ≤ 1, 求證

|x2 + 2xy − y2| ≤
√

2.

證明: 假設 x2 + y2 = r2, 則 0 ≤ r ≤ 1。 利用變數代換, 令 x = r cos θ, y = r sin θ,

且 0 ≤ θ ≤ 2π, 則

|x2 + 2xy − y2| = | r2(cos2 θ + 2 cos θ sin θ − sin2 θ)| (3.1)

= r2| cos 2θ + sin 2θ| (3.2)

= r2

∣
∣
∣

√
2
(

cos 2θ sin
π

4
+ sin 2θ cos

π

4

)∣
∣
∣ (3.3)

=
√

2r2

∣
∣
∣sin

(

2θ +
π

4

)∣
∣
∣ (3.4)

≤
√

2. (3.5)

(3.1) 由變數代換的假設可得, (3.2) 利用二倍角公式: cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ, 與sin 2θ =

2 sin θ cos θ, (3.3) 由輔助角公式可得,而 (3.4) 利用和差公式, (3.5) 因為r2 ≤ 1, 且 | sin(2θ

+π
4
)| ≤ 1, 因此

√
2r2
∣
∣sin

(
2θ + π

4

)∣
∣ ≤

√
2。

3.2. 數學歸納法 (method of induction)

一些與正整數或非負整數n有關的命題, 往往可以採用數學歸納法來證明。 數學歸納法的

證明方法就如同推骨牌一樣, 若我們能使第一張牌在推倒後也能推倒第二張牌, 則不難想像第

三張牌、 第四張牌· · ·都應該會被推倒。 故若要確定排在某處的一張牌是否會被推倒的話, 只要

知道在此牌前的那一張牌是否會被推倒即可, 若能確定每張牌之前的那張牌會被推倒, 則我們

可說所有的牌都會被推倒。

在此所說的推倒第一張牌即為數學歸納法中的第一步: 檢驗當n = n0時, 不等式會成立,

其中n0為起點, 通常n0為1。 而確定排在某處的一張牌是否會被推倒的話, 只要知道在此張牌前

的那一張牌是否會被推倒, 因此第二步為: 假設n = k時, 不等式成立。 最後證明當n = k+1時,

不等式亦成立。
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例 3.2: 設 n ∈ N, 且 n ≥ 3, 求證

2n > 2n + 1.

證明: 當 n = 3 時, 8 = 23 > 2 × 3 + 1 = 7, 因此不等式成立。 假設當 n = k 時, 不等

式亦成立, 即

2k > 2k + 1.

考慮當n = k + 1時, 則 2k+1 = 2 · 2k = 2k + 2k。 因為當 k > 1 時, 2k > 2, 因此

2k+1 = 2k + 2k > (2k + 1) + 2 = 2(k + 1) + 1.

故對所有 n ≥ 3, 得知 2n > 2n + 1。

3.3. 放縮法 (method of stretching)

證明不等式時, 放大或縮小一些項的方法稱為放縮法。 例如, 若要證 A ≤ B, 一種方式是:

借助於一個或多個中間量 C 來比較。 換句話說, 若有某種方法能斷定 A ≤ C, 就可以試著去

證明 C ≤ B。 則由不等式的遞移律即得 A ≤ B。 這是一種把 A 放大的方法, 不過可能由於放

大得太多, 以致 C ≤ B 不成立, 那就只有另行設法。 當然也可以採用把 B 縮小的辦法。 其過

程可用圖 3.1 表示

A ≤ C1 ≤ C2 ≤ · · ·
︸ ︷︷ ︸

≤ B

êÝ
� �

圖 3.1. 放縮法

而另一種方式是將A分解為多項的和 (或乘積), 即A = A1 + A2 + · · · + An (或 A =

A1 × A2 × · · · × An), A1 ≥ 0, A2 ≥ 0, . . . , An ≥ 0, 若我們可以證明A1 ≤ B1, A2 ≤
B2, . . . , An ≤ Bn, 則逐項相加 (或相乘), 可得A = Σn

i=1Ai ≤ Σn
i=1Bi(或A = Πn

i=1Ai ≤
Πn

i=1Bi), 再利用上述的方式, 試著證明Σn
i=1Bi(或Πn

i=1Bi)≤ B, 即得A ≤ B。 其過程可用下

圖表示

A ≤
∑n

i=1
Ai,

∑n
i=1

Bi ≤ B

或

A ≤∏n
i=1

Ai,
∏n

i=1
Bi ≤ B

−→







A1 ≤ B1

...

An ≤ Bn

−→ A ≤ B.
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例 3.3: 設 a1, a2, . . . , an 是 n 個互不相同的正整數, 且 n > 1, 求證

1

a2
1

+
1

a2
2

+ · · ·+ 1

a2
n

< 2.

證明: 此不等式有對稱性, 又因為a1, a2, . . . , an為互不相同的正整數, 不妨假設a1 < a2 <

· · · < an, 因此a1 ≥ 1, a2 ≥ 2, . . . , an ≥ n, 則我們有

a2

1 ≥ 12 ⇒ 1

a2
1

≤ 1

12
,

a2

2 ≥ 22 ⇒ 1

a2
2

≤ 1

22
,

...

a2

n ≥ n2 ⇒ 1

a2
n

≤ 1

n2
.

將上面n個不等式相加得

1

a2
1

+
1

a2
2

+ · · · + 1

a2
n

≤ 1 +
1

22
+

1

32
+ · · · + 1

n2

≤ 1 +
1

1 × 2
+

1

2 × 3
+ · · · + 1

(n − 1) × n

= 1 +

(

1 − 1

2

)

+

(
1

2
− 1

3

)

+ · · ·+
(

1

n − 1
− 1

n

)

= 2 − 1

n

< 2.

此題證法是將每一項1/a2
i分別放大, 再利用加法的保序性得證。

3.4. 因式分解法 (method of factorization)

因式分解就是將一個多項式化成因式乘積的形式, 常用的技巧有拆項與添項。 拆項是將某

項拆成兩項或更多項的和;而添項是將原式添上兩個符號相反的項。 在拆項或添項後, 我們常會

在各項之間造出公因式, 來達到因式分解的目的。 熟知的十字交乘法其實是拆項的一種,而配方

法則是一種特殊的添項法, 如何拆項或添項, 基本上要依賴於對題目特性的觀察與分析。

例 3.4: 設 a, b, c 皆為實數, 且滿足 |a| > 1, |b| > 1, |c| > 1, 求證

a2 + b2 + c2 − a2b2 − b2c2 − c2a2 + a2b2c2 − 1 > 0.
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證明: 將原不等式重新排序, 得

(a2 − a2b2 − c2a2 + a2b2c2) + (b2 + c2 − b2c2 − 1)

= a2(1 − b2 − c2 + b2c2) − (1 − b2 − c2 + b2c2)

= (a2 − 1)(1 − b2 − c2 + b2c2)

= (a2 − 1)(b2(c2 − 1) − (c2 − 1))

= (a2 − 1)(b2 − 1)(c2 − 1)

> 0 (3.6)

(3.6) 由於|a| > 1, |b| > 1, |c| > 1, 因此a2 > 1, b2 > 1, c2 > 1。

3.5. 配方法 (method of completing square)

配方就是把某些項配成一個或幾個多項式正整數次冪的和之形式。通過配方解決數學問題

的方法就叫配方法, 其中最常用的是配成完全平方式。 而在不等式的證明中, 常會利用到“平方

數非負”的性質。

例 3.5: 設 a, b 皆為實數, 求證

a2 − 3ab + 3b2 ≥ 0.

證明: 將不等式左式配成一完全平方式, 得

a2 − 3ab + 3b2 = a2 − 3ab +
9

4
b2 +

3

4
b2

=

(

a − 3

2
b

)2

+
3

4
b2

≥ 0.

3.6. 比較法 (method of comparison)

比較法通常有兩種形式

1. 差值比較法: 欲證 A > B, 只需證 A − B > 0。

2. 商值比較法: 由乘法保序性, 若 B > 0, 欲證 A > B, 只需證
A

B
> 1。

例 3.6: 設 a, b, c 皆為不小於 1 的實數, 求證

(1 + a)(1 + b)(1 + c) ≥ 2(1 + a + b + c).
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證明:

左式 − 右式 = (1 + a)(1 + b)(1 + c) − 2(1 + a + b + c)

= 1 + a + b + c + ab + bc + ac + abc − 2(1 + a + b + c)

= (ab − a) + (bc − c) + (ac − 1) + (abc − b) (3.7)

= a(b − 1) + c(b − 1) + (ac − 1) + b(ac − 1) (3.8)

= (a + c)(b − 1) + (b + 1)(ac − 1) (3.9)

≥ 0 (3.10)

展開合併同類項得 (3.7), 再將每個括號提出公因式得 (3.8), 而因式分解得 (3.9), 又因 a, b, c

皆為不小於1的實數, 因此 b − 1 ≥ 0 且 ac − 1 ≥ 0, 所以 (3.10) 成立。

3.7. 反證法 (method of contradiction)

反證法是一種間接證法, 它先假設結論不真, 於是提出一個與命題的結論相反之假設, 從

這個假設出發, 經過正確的推理, 導致矛盾, 從而否定相反的假設, 達到肯定原命題為真的一種

方法。 導出矛盾的過程沒有固定的模式, 但必須從反設出發, 而種類有以下幾種: 與已知條件矛

盾; 與已知的公理、 定義矛盾; 與反設矛盾; 自相矛盾· · ·等。

例 3.7: 設 a, b 皆為正實數, 且滿足 a3 + b3 = 2, 求證

a + b ≤ 2.

證明: 反設 a + b > 2, 因此 a > 2 − b。 我們想要得到與 a3 + b3 = 2 矛盾, 所以從反設

出發, 其過程如下

a3 + b3 > (2 − b)3 + b3 (3.11)

= 8 − b3 + 6b2 − 12b + b3

= 6b2 − 12b + 8

= 6(b − 1)2 + 2 (3.12)

≥ 2.

(3.11) 由反設條件 a > 2− b 可得, 再將 (3.11) 展開配方得 (3.12)。 因此 a3 + b3 > 2, 與題

意矛盾。 即反設 a + b > 2 不成立, 因此我們有 a + b ≤ 2。
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3.8. 變形法 (method of deformation)

此種方法不是直接對問題進攻, 而是採取迂迴策略。 當所求問題無法直接求得, 或是太過

於複雜時, 則需要對問題由未知向已知進行變形。 將原始問題Q, 變形為問題Q∗, 其過程可由圖

3.2 表示 ®ÞQ ®ÞQ∗

��A ��A∗

��
à)

圖 3.2. 變形法

例 3.8: 設 a, b, c 皆為實數, 且滿足 a + b + c = 0 與 abc = 8, 求證

1

a
+

1

b
+

1

c
< 0.

證明: 將原不等式做變形, 通分得

1

a
+

1

b
+

1

c
=

bc + ca + ab

abc
=

ab + bc + ca

8
. (3.13)

因為 abc = 8, 所以 (3.13) 第二個等式成立。 因此要證明 1

a
+ 1

b
+ 1

c
< 0, 相當於要證明

ab + bc + ca < 0。 因a + b + c = 0, 所以

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + ca) = 0.

移項得

ab + bc + ca = −1

2
(a2 + b2 + c2) < 0. (3.14)

在 (3.14) 中, 因為abc = 8, 可知a, b, c不全為0, 因此有a2 + b2 + c2 > 0。

3.9. 幾何法 (geometric method)

幾何法是一種輔助方法, 將原來的不等式透過適當的圖形及幾何的性質來幫助解題。

例 3.9: 設 0 < x < π
2
, 求證

sin x < x < tanx.

證明: 如圖 3.3 所示, 做一個半徑為1, 圓心角為 x 的扇形 OBD
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1

x

sin x

tanx
x

O

A
B

C D

圖 3.3. sin x < x < tanx

因為 OB = OD = 1, 所以 BC = sin x, AD = tanx, 而
︷ ︷

BD = x。 因兩點間以

直線為最短距離, 且三角形BCD中, 斜邊BD大於股長BC, 得知
︷ ︷

BD > BD > BC, 所以

x > sin x。 又因為扇形 OBD面積= π × x
2π

= x
2
, 且三角形 OAD面積= tan x

2
, 由圖形得知

tanx

2
= 三角形 OAD 面積 > 扇形 OBD面積 =

x

2
.

因此tanx > x, 故

sin x < x < tanx.

四. 綜合應用

在本節中我們舉出四個比較複雜的例子, 這些例子的解法會應用到第二節的基本不等式,

與第三節的基本解題方法, 這說明了一個不等式的證法, 常必須藉助一個或多個基本不等式與

多種解題方法來完成。

例 4.1(IMO 2001 #2): 設 a, b, c 為正實數, 求證

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

≥ 1.

證明: 此不等式左式為零次齊次函數, 可令 a+b+c = 1。考慮函數 f(x) = 1√
x
, 則 f(x)

在 x > 0 上連續可微, 則

f ′(x) = −1

2
x−3/2,

f ′′(x) =
3

4
x−5/2.

當x > 0時, f ′′(x) > 0, 所以f(x)為凸函數。 假設x1 = a2+8bc, x2 = b2+8ca, x3 = c2+8ab,

根據詹森不等式得

af(x1) + bf(x2) + cf(x3) ≥ f(ax1 + bx2 + cx3).
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因此
a√

a2 + 8bc
+

b√
b2 + 8ac

+
c√

c2 + 8ab
≥ 1√

a3 + b3 + c3 + 24abc
.

利用放縮法, 若可證明

1√
a3 + b3 + c3 + 24abc

≥ 1. (4.1)

即可證明原不等式。 因為a + b + c = 1, 所以

1 = (a + b + c)3 = a3 + b3 + c3 + 3(a2b + a2c + b2a + b2c + c2a + c2b) + 6abc. (4.2)

利用算幾不等式

a2b + a2c + b2a + b2c + c2a + c2b

6
≥ 6

√
a6b6c6

⇒ a2b + a2c + b2a + b2c + c2a + c2b ≥ 6abc (4.3)

由 (4.2) 與 (4.3), 可得

1 ≥ a3 + b3 + c3 + 24abc. (4.4)

將 (4.4) 開根號再取倒數, 即得 (4.1)。 故

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ac
+

c√
c2 + 8ab

≥ 1√
a3 + b3 + c3 + 24abc

≥ 1.

註: 本題利用零次齊次函數性質、 廣義詹森不等式、 放縮法、 算幾不等式完成證明。

例 4.2 (1st Balkan 1984): 設 x1, x2, . . . , xn 皆為正數, n ≥ 1, 且滿足 x1 + x2 + · · ·
+xn = 1, 求證

x1

2 − x1

+
x2

2 − x2

+ · · ·+ xn

2 − xn
≥ n

2n − 1
.

證明: 此為對稱不等式, 不妨假設x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn, 則有 1

2−x1
≤ 1

2−x2
≤ · · ·

≤ 1

2−xn
。 利用柴比雪夫不等式, 我們有

x1

2 − x1

+
x2

2 − x2

+ · · ·+ xn

2 − xn

≥ 1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

(
1

2 − x1

+
1

2 − x2

+ · · ·+ 1

2 − xn

)

=
1

n

(
1

2 − x1

+
1

2 − x2

+ · · ·+ 1

2 − xn

)

. (4.5)
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利用放縮法, 從 (4.5) 若可證明

1

n

(
1

2 − x1

+
1

2 − x2

+ · · · + 1

2 − xn

)

≥ n

2n − 1
.

即可證明原不等式。 由算幾不等式知

1

n

(
1

2 − x1

+
1

2 − x2

+ · · ·+ 1

2 − xn

)

≥ n

√
1

2 − x1

× 1

2 − x2

× · · · × 1

2 − xn

≥ n

(2 − x1) + (2 − x2) + · · ·+ (2 − xn)
(4.6)

=
n

2n − (x1 + x2 + · · ·+ xn)
(4.7)

=
n

2n − 1
.

利用幾何與調和平均不等式可得 (4.6), 而 (4.7) 再次利用到已知條件x1 +x2 + · · ·+xn = 1。

註: 本題利用對稱性、柴比雪夫不等式、 放縮法、 算幾不等式、 幾何與調和平均不等式完成證明。

例 4.3: 設 x, y 皆為正實數, 求證

xy + yx > 1.

證明: 討論 x 的範圍, 當然也可以討論 y 的範圍, 因為此不等式對 x 與 y 而言是對稱的。

因為 x, y > 0, 假設 x ≥ 1, 則 xy ≥ 1, 且 yx > 0, 所以 xy + yx > 1。 若 0 < x < 1, 則有

1/x > 1。 因為 1/x > 1 > 0, 且 x/y > 0 > −1, 利用布奴利不等式, 我們有

(

1 +
x

y

)1/x

≥ 1 +
x

y
× 1

x
= 1 +

1

y
.

因此
(

1 +
x

y

)1/x

≥ 1 +
1

y
(

1 +
x

y

)1/x

>
1

y

1 +
x

y
>

(
1

y

)x

x + y

y
>

(
1

y

)x

(4.8)

將 (4.8) 取倒數, 則有

y

x + y
< yx. (4.9)
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利用對稱性, 同理可得

x

x + y
< xy. (4.10)

將 (4.9) 與 (4.10) 相加, 即可得xy + yx > 1。

註: 本題利用布奴利不等式、 放縮法完成證明。

例 4.4: 設三角形三邊長分別為 a, b, c, 其對應角為 α, β, γ, 求證

π

3
≤ aα + bβ + cγ

a + b + c
≤ π

2
.

證明: 此為對稱不等式, 不妨假設 a ≥ b ≥ c, 根據大邊對大角得知 α ≥ β ≥ γ, 則

aα + bβ + cγ 為順序和。 先證明 aα+bβ+cγ
a+b+c

≥ π
3
, 利用排序不等式, 我們有

aα + bβ + cγ ≥ aα + bβ + cγ (4.11)

aα + bβ + cγ ≥ aβ + bγ + cα (4.12)

aα + bβ + cγ ≥ aγ + bα + cβ (4.13)

將 (4.11)、(4.12)、(4.13) 相加且移項整理得

3(aα + bβ + cγ) ≥ (a + b + c)(α + β + γ)

aα + bβ + cγ

a + b + c
≥ α + β + γ

3
.

因為α, β, γ為三角形三內角和, 所以α + β + γ = π, 故得

aα + bβ + cγ

a + b + c
≥ π

3
. (4.14)

接下來證明 aα+bβ+cγ
a+b+c

< π
2
, 利用三角不等式, 兩邊和大於第三邊, 有 b+c−a > 0, c+a−b >

0, a + b − c > 0, 因此

α(b + c − a) > 0 ⇒ α(a + b + c) > 2aα (4.15)

β(c + a − b) > 0 ⇒ β(a + b + c) > 2bβ (4.16)

γ(a + b − c) > 0 ⇒ γ(a + b + c) > 2cγ (4.17)

將 (4.15)、(4.16)、(4.17) 相加且移項整理得

(a + b + c)(α + β + γ) > 2(aα + bβ + cγ)

aα + bβ + cγ

a + b + c
<

α + β + γ

2
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一樣α + β + γ = π, 所以

aα + bβ + cγ

a + b + c
<

π

2
. (4.18)

由 (4.14) 與 (4.18) 得證。

註: 本題利用對稱性、 排序不等式、 放縮法、 三角不等式完成證明。

附錄 A: 常用基本不等式之證明

A.1. 算術、 幾何與調和平均不等式之證明

證明: 先利用數學歸納法證明算幾不等式。 首先證明當 n = 2 時, 算幾不等式會成立。 由

於
(√

a1 −
√

a2

)2 ≥ 0 ⇒ a1+a2

2
≥ √

a1a2。 且等式成立

a1 + a2

2
=

√
a1a2 ⇔ (

√
a1 −

√
a2)

2 = 0 ⇔ a1 = a2.

假設當 n = 2r, 而 r 是正整數時, 算幾不等式成立。 即

a1 + a2 + · · ·+ a2r

2r
≥ 2r

√
a1a2 · · ·a2r (A.1)

等式成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = a2r。 考慮當n = 2r+1時,

a1 + a2 + · · ·+ a2r + · · ·+ a2r+1

2r+1

=
1

2

(
a1 + a2 + · · ·+ a2r

2r
+

a2r+1 + a2r+2 + · · ·+ a2r+1

2r

)

≥ 1

2
( 2

r
√

a1a2 · · ·a2r + 2
r
√

a2r+1 a2r+2 · · ·a2r+1 ) (A.2)

≥
√

2r
√

a1a2 · · ·a2r
2
r
√

a2r+1 a2r+2 · · ·a2r+1 (A.3)

= 2
r+1√a1a2 · · ·a2ra2r+1 · · ·a2r+1. (A.4)

(A.2) 由假設 (A.1) 可得, (A.3) 再利用當 n = 2 時, 算幾不等式會成立的事實, 將 (A.3) 的

雙重根號整理可得 (A.4)。 而等式成立若且唯若

{

a1 = a2 = · · · = a2r及 a2r+1 = a2r+2 = · · · = a2r+1

a1a2 · · ·a2r = a2r+1a2r+2 · · ·a2r+1

即 a1 = a2 = · · · = a2r = a2r+1 = a2r+2 = · · · = a2r+1。 所以當 r 是正整數且 n = 2r+1

時, 算幾不等式成立。
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若 n 不是 2 的正整數次方, 即欲證當 2r−1 < n < 2r 時, 算幾不等式會成立。 假設

n = 2r − s, 則 0 < s < 2r−1。 考慮 n + s 個正數 a1, a2, . . . , an, k, k, . . . , k (s 個 k), 而

k = a1+a2+···+an

n
。 因為當 2r = n + s 時, 算幾不等式成立, 所以

a1 + a2 + · · ·+ an + sk

n + s
≥ n+s

√

a1a2 · · ·anks (A.5)

(
nk + sk

n + s

)n+s

≥ a1a2 · · ·anks (A.6)

kn+s ≥ a1a2 · · ·anks (A.7)

kn ≥ a1a2 · · ·an (A.8)

a1 + a2 + · · · + an

n
≥ n

√
a1a2 · · ·an (A.9)

由於 k = a1+a2+···+an

n
, 故 a1 + a2 + · · · + an = nk, 再將 (A.5) 左右取 n + s 次方, 可得

(A.6)。 又因為 ks > 0, 因此將 (A.7) 左右同除以 ks 得 (A.8), 最後把 k = a1+a2+···+an

n
代

入 (A.8), 左右開 n 次方, 即得 (A.9), 而等式成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = an。

接著利用算幾不等式證明幾何與調和平均不等式。 因為 1

a1
, . . . , 1

an
皆為正實數, 利用算幾

不等式有

1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

n
≥ n

√
1

a1a2 . . . an
.

將上式取倒數可得

n
√

a1a2 . . . an ≥ n
1

a1
+ 1

a2
+ · · · + 1

an

,

等號成立若且唯若a1 = a2 = · · · = an。

A.2. 柯西不等式之證明

證明: 如果 ai’s 全為 0, 很顯然不等式恆成立, 因此僅需證明 ai’s 不全為 0 的情形。 考慮

二次函數 f(x) = (a1x−b1)
2+(a2x−b2)

2+· · ·+(anx−bn)2, 其中 ai 6= 0, i = 1, 2, . . . , n。

將右式展開得

f(x) = (a2

1 + a2

2 + · · ·+ a2

n)x2 − 2(a1b1 + a2b2 + · · · + anbn)x + (b2

1 + b2

2 + · · ·+ b2

n)

因為平方和≥ 0, 即對於所有的x ∈ R, f(x) ≥ 0 ⇒ f(x)的判別式D ≤ 0。 因此

D = 4(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2 − 4(a2

1 + a2

2 + · · · + a2

n)(b2

1 + b2

2 + · · ·+ b2

n) ≤ 0
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將上式皆除以4再移項得

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2 ≤ (a2

1 + a2

2 + · · ·+ a2

n)(b2

1 + b2

2 + · · · + b2

n).

等號成立⇔ a1x − b1 = a2x − b2 = · · · = anx − bn ⇔ b1
a1

= b2
a2

= · · · = bn

an
。

A.3. 排序不等式之證明

先證明順序和 ≥ 亂序和, 不妨假設在亂序和 S 中, jn 6= n (若 jn = n, 則考慮 jn−1),

且在和 S 中含有項 akbn(k 6= n)。 因為

(an − ak)(bn − bjn
) ≥ 0,

展開上式得

akbjn + anbn ≥ akbn + anbjn
(A.10)

由不等式 (A.10) 知, 在 S = a1bj1 + a2bj2 + · · ·+ anbjn
中, 調換 bn 與 bjn

的位置 (其餘不

動), 所得新和 S1 ≥ S。 調整好 an 與 bn 後, 接著仿上調整 an−1 與 bn−1, 又得新和 S2 ≥ S1,

如此至多經 n − 1 次調整得順序和

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≥ a1bj1 + a2bj2 + · · ·+ anbjn
(A.11)

顯然, 當 a1 = a2 = · · · = an 或 b1 = b2 = · · · = bn 時, (A.11) 等號成立。 再證明亂序和 ≥
逆序和, 考慮兩組數 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an 及 −bn ≤ −bn−1 ≤ · · · ≤ −b1, 應用已證得的不等

式 (A.11) 得

−a1bn − a2bn−2 − · · · − anb1 ≥ −a1bj1 − a2bj2 − · · · − anbjn
.

即

a1bj1 + a2bj2 + · · ·+ anbjn
≥ a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1.

A.4. 柴比雪夫不等式之證明

證明: 令 A 及 B 分別為逆序和及順序和, 由排序不等式, 得

A ≤ a1b1 + a2b2 + · · ·+ an−1bn−1 + anbn ≤ B

A ≤ a1b2 + a2b3 + · · · + an−1bn + anb1 ≤ B
...

A ≤ a1bn + a2b1 + · · · + an−1bn−2 + anbn−1 ≤ B
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將以上 n 個式子相加, 再除以 n, 即得柴比雪夫不等式, 且當 a1 = a2 = · · · = an 或

b1 = b2 = · · · = bn 時, 等號成立。

A.5. 布奴利不等式之證明

證明: 令 f(a) = (1 + a)r − 1 − ar, 欲證 f(a) ≥ 0。 f(a) 是連續且可微分函數, 所以

f ′(a) = r(1 + a)r−1 − r.

且極值發生在 f ′(a) = 0 的點上, 解 r(1 + a)r−1 − r = 0, 得 a = 0。 再對 f(a) 作二次微分,

判斷極值為極大值或極小值。

f ′′(a) = r(r − 1)(1 + a)r−2.

當 r ≥ 1 或 r ≤ 0, 則對於所有的 a > −1, 皆有 f ′′(a) ≥ 0, 即 f(a) 為凸函數。 故當 a = 0

時有極小值 f(0) = 0, 也就是說 f(a) ≥ 0。

A.6. 三角不等式之證明

證明: 記 ~a ·~b 為 ~a 與 ~b 的內積, 先證明 |~a +~b| ≤ |~a| + |~b|, 因為

|~a +~b|2 = |~a|2 + |~b|2 + 2~a ·~b, 且

(|~a| + |~b|)2 = |~a|2 + |~b|2 + 2|~a||~b|

利用柯西不等式, 有

~a ·~b = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≤
√

(a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n)(b2

1 + b2
2 + · · ·+ b2

n) = |~a||~b|.

所以 |~a +~b|2 ≤ (|~a| + |~b|)2, 將前式兩邊開根號, 即得 |~a +~b| ≤ |~a| + |~b|。
接下來證明 |~a| − |~b| ≤ |~a +~b|。 令 ~c = ~a − ~d, 利用上述證明的結果, 有

|~c + ~d| ≤ |~c| + |~d| (A.12)

|~a| ≤ |~a − ~d| + |~d| (A.13)

|~a| − |~d| ≤ |~a − ~d| (A.14)

將 ~c = ~a − ~d 帶入 (A.12) 可得 (A.13), 而移項後可得 (A.14)。 再令 ~b = −~d, 則 |~b| = |~d|,
因此由 (A.14) 可得 |~a| − |~b| ≤ |~a +~b|。
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A.7. 詹森不等式之證明

證明: 利用數學歸納法。 當 n = 2 時, 詹森不等式為

f(t1a1 + t2a2) ≤ t1f(a1) + t2f(a2). (A.15)

由凸函數定義知 (A.15) 成立。 假設當 n = k 時, 詹森不等式亦成立, 即有

f(t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak) ≤ t1f(a1) + t2f(a2) + · · ·+ tkf(ak). (A.16)

考慮當 n = k + 1 時, 欲證 f(t1a1 + t2a2 + · · ·+ tk+1ak+1) ≤ t1f(a1) + t2f(a2) + · · ·+
tk+1f(ak+1), 而

f

(
k+1∑

i=1

tiai

)

= f

(

(1 − tk+1)

(

1

1 − tk+1

k∑

i=1

tiai

)

+ tk+1ak+1

)

(A.17)

≤ (1 − tk+1)f

(

1

1 − tk+1

k∑

i=1

tiai

)

+ tk+1f(ak+1) (A.18)

= (1 − tk+1)f

(
k∑

i=1

ti
1 − tk+1

ai

)

+ tk+1f(ak+1)

≤ (1 − tk+1)

(
k∑

i=1

ti
1 − tk+1

f(ai)

)

+ tk+1f(ak+1) (A.19)

=

k∑

i=1

tif(ai) + tk+1f(ak+1)

=

k+1∑

i=1

tif(ai)

(A.17) 將前 k 項同除以 1− tk+1, 利用 n = 2 的結果可得 (A.18), 而 (A.19) 可從我們的假

設 (A.16) 得到。 故當 n = k + 1 時, 詹森不等式成立。

最後證明若 f 為嚴格凸函數則等號成立的條件。 利用反證法, 反設 a1, a2, . . . , an 不全相

等, 令

T =

{

j : aj 6= max
1≤i≤n

ai

}

.

則 T 為 {1, 2, . . . , n} 的子集合, 再假設

p =
∑

j∈T

tj , x =
∑

j∈T

tj
p

aj , 且 y =
∑

j /∈T

tj
1 − p

aj .
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因為f為嚴格凸函數, 所以

f

(
n∑

j=1

tjaj

)

= f(px + (1 − p)y) < pf(x) + (1 − p)f(y). (A.20)

利用詹森不等式得

pf(x) + (1 − p)f(y) ≤ p
∑

j∈T

tj
p

f(aj) + (1 − p)
∑

j /∈T

tj
1 − p

f(aj) =
n∑

j=1

tjf(aj). (A.21)

由 (A.20) 與 (A.21) 得

f

(
n∑

j=1

tjaj

)

<

n∑

j=1

tjf(aj). (A.22)

(A.22) 與 f

(
n∑

j=1

tjaj

)

=
n∑

j=1

tjf(aj)矛盾, 因此等號成立若且唯若a1 = a2 = · · · = an。
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