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以費氏數列表示的無窮級數和

與收斂半徑

林智勇 · 易正明 · 許天維

壹. 前言

筆者在閱讀日文期刊時, 讀到一篇 「
1

89
的不可思議」(註1), 本文作者萱場 修老師利用無

窮級數對消, 推證出
1

89
可以以費氏數列的無窮級數來表示。 首先, 利用電算機可計算出

1

89
的

值:
1

89
= 0.01123595505617977 . . .

此數字的小數第二位是1, 第三位是1, 而其第四位是2, 剛好是第二位與第三位的相加, 而

第五位是3, 剛好也是第三位與第四位的相加, 因此萱場 修老師推測
1

89
可以用費氏數列的一

種無窮級數來表示:

0 1 1 2 3 5 9 5 5 0 5 6 1 7 9 7

F1 1

F2 1

F3 2

F4 3

F5 5

F6 8

F7 1 3

F8 2 1

F9 3 4

F10 5 5

F11 8 9

F12 1 4 4

F13 2 3 3

F14 3 7 7

F15 6 1 0
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最後萱場 修老師證明了
1

89
可以用下列的無窮級數來表示:

1

89
=

∞
∑

k=1

Fk

( 1

10

)k+1

筆者利用類似的方法, 發現了
1

71
這個分數也可以用費氏數列的無窮級數來表示。 首先,

利用電算機可算出
1

71
的值:

1

71
= 0.0140845070422535211 . . .

而筆者將此值用表格表示:

0 1 4 0 8 4 5 0 7 0 4 2 2 5 3 5

F2 1

F4 3

F6 8

F8 2 1

F10 5 5

F12 1 4 4

F14 3 7 7

F16 9 8 7

F18 2 5 8 4

F20 6 7 6 5

F22 1 7 7 1 1

F24 4 6 3 6 8

F26 1 2 1 3 9 3

F28 3 1 7 8 1 1

F30 8 3 2 0 4 0

於是, 筆者推測
1

71
應可以表示為:

1

71
=

∞
∑

k=1

F2k

( 1

10

)k+1

然而在筆者用此方法推證出
1

71
的型式後, 有試著想找出一般式, 但是在用此推證方法遇

到許多困難, 後來參閱了數學傳播季刊第25期林炳炎老師所寫的一篇文章 「有關費氏數之無窮

級數的分數和」(註2), 其中有關一般式的介紹, 筆者嘗試融合了萱場 修老師的方法去推導一般
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式的型式。 本文一開始先提出費氏數列型式的說明, 後來應用萱場 修老師推證
1

89
的方法導出

1

71
, 最後順利地推得一般式的型式。 在此, 筆者先介紹一般式的型式:

∞
∑

k=1

Fakr
b(k+1) =

Far
2b

1 − Larb + (−1)ar2b

當 a = 1, b = 1, r =
1

10
, L1 = 1, 我們可得

∞
∑

k=1

Fk

( 1

10

)k+1

=
1

89

而當 a = 2, b = 1, r =
1

10
, L2 = 3, 我們可得

∞
∑

k=1

F2k

( 1

10

)k+1

=
1

71
.

貳. 本文

一. 費氏數列與路卡斯數列

首先, 費氏數列的定義是

F1 = 1 F2 = 1 Fn = Fn−1 + Fn−2 n ∈ N

而利用這樣的定義, 我們可以推導出費氏數列的一般式

Fn =
1√
5

[(1 +
√

5

2

)n

−
(1 −

√
5

2

)n]

(1)

其次, 路卡斯數列的定義是

L1 = 1 L2 = 3 Ln = Ln−1 + Ln−2 n ∈ N

而利用這樣的定義, 我們也可以推導路卡斯數列的一般式

Ln =
(1 +

√
5

2

)n

+
(1 −

√
5

2

)n

(2)
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二. 一般式
∑∞

k=1 Fakr
b(k+1) 的推導

筆者參閱了林炳炎老師如何利用費氏數列與路卡斯數列的一般式, 推導出費氏數列的無窮

級數的分數和公式:

∞
∑

k=1

Fak(
1

10
)b(k+1) =

Fa

(−1)a − La(10b) + 102b
.

在這個公式, 林老師是推證了在 r =
1

10
的型式, 筆者現在想要利用林老師的方法來將此

式子一般化, 其一般化的型式是:

∞
∑

k=1

Fakr
b(k+1) =

Far
2b

1 − Larb + (−1)ar2b
(3)

以下, 筆者要來推證 (3) 式。

首先, 我們定義一個級數和

lim
n→∞

Sn =

∞
∑

k=1

Fakr
b(k+1)

由 (1) 式我們可得

lim
n→∞

Sn =
n

∑

k=1

1√
5

[(1 +
√

5

2

)ak

−
(1 −

√
5

2

)ak]

rb(k+1)

=
n

∑

k=1

rb

√
5

[((1 +
√

5)a

2a
rb

)k

−
((1 −

√
5)a

2a
rb

)k]

又因為

(1 ±
√

5)a = 2a−1(La ± Fa

√
5)

此式是利用(1) 式與 (2) 式推得, 筆者將此推導放在附錄, 有興趣的讀者可以參閱。 由此式可得

lim
n→∞

Sn =

∞
∑

k=1

rb

√
5

[(2a−1(La + Fa

√
5)

2a
rb

)k

−
(2a−1(La − Fa

√
5)

2a
rb

)k]

則

lim
n→∞

Sn =

∞
∑

k=1

rb

√
5

[((La + Fa

√
5)

2
rb

)k

−
((La − Fa

√
5)

2
rb

)k]
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如此形成兩個無窮等比級數, 令
(La + Fa

√
5)

2
rb = x,

(La − Fa

√
5)

2
rb = y, 在公比介在 −1

到 1 之間時, 利用無窮等比級數的公式可得總和為

lim
n→∞

Sn =
rb

√
5

[( x

1 − x

)

−
( y

1 − y

)]

=
rb

√
5

[ x − y

1 − (x + y) + xy

]

利用四則運算與 Fa 和 La 的定義可得

x − y =
√

5Far
b

x + y = Lar
b

xy = (−1)ar2b

因此

lim
n→∞

Sn =
rb

√
5

(

√
5Far

b

1 − Larb + (−1)ar2b

)

則
∞

∑

k=1

Fakr
b(k+1) =

Far
2b

1 − Larb + (−1)ar2b
(得證)

三.
∑∞

k=1 Fk

(

1
10

)k+1
= 1

89 的推導

在前面, 筆者介紹了林炳炎老師利用費氏與路卡斯兩個數列的一般式去推導出其無窮級數

分數和的一般型式, 而在參閱了萱場 修老師的 「
1

89
的不可思議」 文章, 想用另一種角度來推

導其一般型式。 筆者推測萱場 修老師的想法, 是利用一些技巧, 使得出現可以相消的項。 這種技

巧, 我們在高中推導等比級數的公式也有用過。 現在, 筆者將介紹萱場 修老師的推導方法。

首先, 我們定義一個 n 項的級數和

Sn =

n
∑

k=1

Fkr
k+1 = F1r

2 + F2r
3 +

n−2
∑

k=1

Fk+2r
k+3 (4)

其次, 為了要利用費氏數列的定義 Fk+2 = Fk+1 + Fk, 我們將 Sn 做下列的處理

rSn =

n
∑

k=1

Fkr
k+2 = F1r

3 +

n−2
∑

k=1

Fk+1r
k+3 + Fnrn+2 (5)

r2Sn =

n
∑

k=1

Fkr
k+3 =

n−2
∑

k=1

Fkr
k+3 + Fn−1r

n+2 + Fnr
n+3 (6)
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如此, 我們出現了可以相消的項, 將 (4) 式減 (5) 式後再減 (6) 式可得

(1 − r − r2)Sn = F1r
2 + F2r

3 − F1r
3 +

n−2
∑

k=1

(Fk+2 − Fk+1 − Fk)r
k+3

+(−Fnrn+2 − Fn−1r
n+2 + Fnrn+3) (7)

其中 (7) 式右側的第4項, 因為費氏數列的定義是 Fk+2 = Fk+1 + Fk, 故為0。

再來我們要證明 (7) 式右側的第5項為0。 利用 (1) 式可得

Fn

( 1

10

)n+1

=
[(1 +

√
5

20

)n

−
(1 −

√
5

20

)n]

(8)

因為
1 +

√
5

20
與

1 −
√

5

20
都介在 −1 到 1 之間, 則當 n 趨近於無窮大時, (8) 式會趨近於 0,

所以 (7) 式右側的第5項亦趨近於 0。 因此當 r 為
1

10
時, 則

(

1 − 1

10
−

( 1

10

)2)
∞

∑

k=1

Fk

( 1

10

)k+1

= F1

( 1

10

)2

+ F2

( 1

10

)3

− F1

( 1

10

)3

則
∞

∑

k=1

Fk

( 1

10

)k+1

=
1

89
(推證)

我們利用之前的(3) 式, 將 a = 1, b = 1, r =
1

10
, L1 = 1代入, 也會得到同樣的結果。

四.
∑∞

k=1 F2k

(

1
10

)k+1
= 1

71
的推導

參閱了萱場 修老師的文章, 筆者試著利用萱場 修老師的方法, 推導當 (3) 式中 a = 2,

b = 1, r =
1

10
, L2 = 3 所形成的無窮級數的和。 首先定義一個新的 n 項級數和

Sn =

n
∑

k=1

F2kr
k+1

= F2r
2 +

n−1
∑

k=1

F2k+2r
k+2 (9)

= F2r
2 +

n−2
∑

k=1

F2k+2r
k+2 + F2nr

n (10)

其次將 Sn 做下列的處理

rSn =

n
∑

k=1

F2kr
k+2 =

n−1
∑

k=1

F2kr
k+2 + F2nrn+2 (11)
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為了要產生費氏數列的奇數項, 我們將 (9) 式減 (11) 式可得

(1 − r)Sn = F2r
2 +

n−1
∑

k=1

(F2k+2 − F2k)r
k+2 − F2nrn+2

= F2r
2 +

n−1
∑

k=1

F2k+1r
k+2 − F2nrn+2 (12)

= F2r
2 +

n−2
∑

k=1

F2k+1r
k+2 + F2n−1r

n+1 − F2nrn+2 (13)

為了利用 F2k+3 − F2k+2 − F2k+1 = 0, 我們對 (12) 式做下列的處理

(1 − r)

r
Sn = F2r +

n−1
∑

k=1

F2k+1r
k+1 − F2nr

n+1

= F2r + F3r
2 +

n−2
∑

k=1

F2k+3r
k+2 − F2nrn+1 (14)

則用 (14) 式去減 (10) 式再去減 (13) 式可得

(1 − 3r + r2)

r
Sn = F2r + F3r

2 − F2r
2 − F2r

2 +
n−2
∑

k=1

(F2k+3 − F2k+2 − F2k+1)r
k+2

+(−F2nrn+1 − F2nrn+1 − F2n−1r
n+1 + F2nr

n+2) (15)

其中 (15) 式右側的第5項, 因為費氏數列的定義是 F2k+3 = F2k+2 + F2k+1, 故為0。 再來我

們要證明 (15) 式右側的第6項為0。 利用 (1) 式可得

F2n

( 1

10

)n+1

=
1

10
√

5

[(1 +
√

5

2
√

10

)2n

−
(1 −

√
5

2
√

10

)2n]

(16)

因為
1 +

√
5

2
√

10
與

1 −
√

5

2
√

10
都介在 −1 到 1 之間, 則當 n 趨近於無窮大時, (16) 式會趨近於

0, 所以 (15) 式右側的第6項亦趨近於0。 因此當 r 為
1

10
時, 則

lim
n→∞

(1 − 3r + r2)

r
Sn = F2r + F3r

2 − F2r
2 − F2r

2 = r + 2r2 − r2 − r2 = r

則

lim
n→∞

Sn =
r2

1 − 3r + r2

因此可得
∞

∑

k=1

F2k

( 1

10

)k+1

=
1

71
(推證)
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同理, 我們將 a = 2, b = 1, r =
1

10
, L2 = 3 代入 (3) 式, 也會得到同樣的結果。

五. 應用

為了利用萱場 修老師方法去推證一般形式時, 筆者要先推證這個關係式:

LaFak = Fa(k+1) + (−1)aFa(k−1)

首先筆者先令兩個參數

α =
1 +

√
5

2
β =

1 −
√

5

2
(17)

利用 (1) 式與 (2) 式可得

LaFak = (αa + βa)
1√
5
(αak − βak)

=
1√
5

[

αa(k+1) − βa(k+1) + αaβak − αakβa

]

=
1√
5

[

αa(k+1) − βa(k+1) + αaβa(αa(k−1) − βa(k−1))
]

又因為 αβ = −1, 因此可得

LaFak = Fa(k+1) + (−1)aFa(k−1). (18)

再來, 筆者利用萱場 修老師的方法推導費氏數列在無窮級數的分數和一般式。 首先, 我們

先定義一個級數和:

Sn =
n

∑

k=1

Fakr
b(k+1) a ∈ N, b ∈ N

= Far
2b + F2ar

3b +
n−2
∑

k=1

Fa(k+2)r
b(k+3) (19)

此時筆者對 Sn 做了以下的變化

rbLaSn =
n

∑

k=1

LaFakr
b(k+2) = LaFar

3b +
n−1
∑

k=1

LaFa(k+1)r
b(k+3)

利用 (18) 式可得

rbLaSn = F2ar
3b +

n−2
∑

k=1

[

Fa(k+2) + (−1)aFak

]

rb(k+3)

+Fa(n+1)r
b(n+2) + (−1)aFa(n−1)r

b(n+2) (20)
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在 (20) 式中, 筆者透過費氏數列定義, 運算中出現 Fa(k+2) 與 Fak 的項, 而 Sn 有 Fa(k+2) 項,

為了要讓 Fak 此項能相互對消, 筆者再對 Sn 做了以下的變化

(−1)ar2bSn =

n
∑

k=1

(−1)aFakr
b(k+3)

=

n−2
∑

k=1

(−1)aFakr
b(k+3) + (−1)a

[

Fa(n−1)r
b(n+2) + Fanrb(n+3)

]

(21)

此時, 我們將 (19) 式加 (21) 式後再減 (20) 式, 此時
∑

內的項會彼此相消, 如此可得

[

1−Lar
b+(−1)ar2b

]

Sn = Far
2b+F2ar

3b−F2ar
3b+

[

(−1)aFanrb(n+3)−Fa(n+1)r
b(n+2)

]

(22)

同理, 若 (22) 式右側的第4項的值在 n 趨近於無窮大時為0, 可得

[

1 − Lar
b + (−1)ar2b

]

lim
n→∞

Sn = Far
2b

則可得
∞

∑

k=1

Fakr
b(k+1) =

Far
2b

1 − Larb + (−1)ar2b
(得證)

然而並非所有的 r 都符合這個公式的, 例如 r > 1 的值, 會使得 (3) 式中左側與右

側不相等, 但是 −1 < r < 1 時, 左側與右側也不一定相等, 這是因為當 (3) 式左側的
∑

∞

k=1 Fakr
b(k+1) 收斂, (3) 式才會成立。 在下一個章節筆者將會推導 r 的收斂半徑, 也就是推

導 r 在什麼範圍內才會使得 (3) 式左側的
∑

∞

k=1 Fakr
b(k+1) 收斂, 進而使得 (3) 式成立。 在

此筆者先提供一個 r 雖然介在 −1 到 1 之間但是依然不合的例子作為此章節的結束。 例如將

a = 1, b = 1, r = 0.7, L1 = 1 代入公式可得

∞
∑

k=1

Fk(0.7)k+1 = −49

19

左邊都是正的數字相加, 得來的結果卻是負的, 這是矛盾的! 可以知道當 −1 < r < 1, 這個式

子並不一定成立, 可以推測此式子的成立有更小的收斂範圍。

六. 收斂範圍

在推導 (3) 式時, 不論是利用林炳炎老師或是萱場 修老師的方法, 這兩位老師都有在某

個條件成立的狀況下才可導出, 並非所有的 r 都可成立。 林炳炎老師的方法, 在推導過程中會

出現兩個無窮等比級數, 而無窮等比級數的和要收斂的充要條件就是其公比要介在 −1 到 1 之
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間; 萱場 修老師的方法, 推導中出現了這個式子, 即前文的 (7) 式

(1 − r − r2)Sn = F1r
2 + F2r

3 − F1r
3 +

n−2
∑

k=1

(Fk+2 − Fk+1 − Fk)r
k+3

+(−Fnrn+2 − Fn−1r
n+2 − Fnr

n+3) (7)

而當 n 趨近於無窮大時, 若 lim
n→∞

Fnrn+1 = 0, (7) 式右側的第5項就會趨近於0, 而萱場 修老

師利用這個想法去推導當 r =
1

10
時 lim

n→∞

Fnrn+1 = 0, 進而可得 (7) 式右側的第5項為0而

導出公式。

兩位老師雖然推導的方式不同, 但是筆者分別依循兩位老師的想法所推導出的結果都是一

樣的。 在此, 筆者以萱場 修老師的想法來嘗試推導 r 的收斂範圍, 而以林炳炎老師的想法的推

導, 筆者將其放至附錄, 有興趣的讀者可以參閱。

筆者在推導一般式的過程中, 出現了下列的式子, 即前文的 (22) 式

[

1−Lar
b+(−1)ar2b

]

Sn = Far
2b+F2ar

3b−F2ar
3b+

[

(−1)aFanrb(n+3)−Fa(n+1)r
b(n+2)

]

(22)

當 lim
n→∞

Fanrb(n+1) = 0 時, 我們就可以知道 (22) 式右側的第4項會趨近於0。 利用費氏數列

定義 (1) 式以及 (17) 式中筆者所令的兩個參數 α 與 β 可得

lim
n→∞

Fanrb(n+1) = lim
n→∞

rb

√
5

[(

αarb

)n

−
(

βarb

)n]

(23)

若 −1 < αarb < 1 且 −1 < βarb < 1 時, 則 lim
n→∞

Fanrb(n+1) = 0。 因為 β 小於零, α 大於

零, 因此 βa = (−1)a|β|a 且 αa = |α|a, 而分別代入 −1 < αarb < 1 與 −1 < βarb < 1 式

子中, 並利用四則運算可得

−
( 1

|α|
)

a

b

< r <
( 1

|α|
)

a

b −
( 1

|β|
)

a

b

< r <
( 1

|β|
)

a

b

因為 αβ = −1, 即 |α| × |β| = 1 可得

−|β| a

b < r < |β| a

b − |α| a

b < r < |α| a

b

又因為

|α| > |β|

則同時成立的狀況是在比較小的範圍, 故可得 r 的收斂範圍

−|β| a

b < r < |β| a

b
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即

−
(

√
5 − 1

2

)
a

b

< r <
(

√
5 − 1

2

)
a

b

(24)

如此可知當 (24) 式成立時, lim
n→∞

Fanrb(n+1) = 0, 因此可得 (22) 式右側的第4項在 n 趨近於

無窮大時會趨近於0。 有了 (24) 式, 就可以探討為什麼當 a = 1, b = 1, r = 0.7, L1 = 1 代

入 (3) 式會產生不合, 筆者將這些值代入 (24) 式可得 r 的收斂半徑

−
(

√
5 − 1

2

)
1

1

< r <
(

√
5 − 1

2

)
1

1

而

√
5 − 1

2
此值為 0.618 . . ., 因此 r = 0.7 超過了收斂半徑, 所以才會使得此不合理的狀況。

參. 結論

本文推導出費氏數列的無窮級數的一般式以及其適用的範圍

∞
∑

k=1

Fakr
b(k+1) =

Far
2b

1 − Larb + (−1)ar2b
(3)

−
(

√
5 − 1

2

)
a

b

< r <
(

√
5 − 1

2

)
a

b

(24)

其中 a ∈ N , b ∈ N。 例如, 當 a = 1, b = 1, L1 = 1, r = 0.3 時, 代入 (3) 式可得

(0.3)2 + (0.3)2 + 2(0.3)4 + 3(0.3)5 + 5(0.3)6 + · · · =
9

61

筆者參閱了兩位老師的方法, 一是利用費氏數列的定義去直接求得, 另外一個方法是利用

無窮級數的對消方法求得, 後者的技巧, 在高中學習等比級數和的推導, 都有出現, 例如在高中

推導等比級數時, 我們先定義一個 n 項級數和, 並對此級數和乘以 r 而得

Sn = a1 + a1r + a1r
2 + a1r

3 + · · · + a1r
n−1

rSn = +a1r + a1r
2 + a1r

3 + · · ·+ a1r
n−1 + a1r

n

如此, 兩式左右各自相減即可對消許多項而使得只留下前後兩項, 而後推導出等比級數公式, 本

文所使用的想法即是類似這樣的想法。

而 (3) 式的適用範圍, 並非是一般多數人認為的 −1 < r < 1, 而是有更小的收斂範圍,

也就是筆者所推導的 (24) 式。 例如當 a = 2, b = 1, L2 = 3, r = 0.4 時, 代入 (3) 式左式

可得
∑

∞

k=1 F2k(0.4)(k+1), 而右式可得
F2(0.4)2

1 − 3(0.4) + (−1)2(0.4)2
, 且其值會等於 −4, 一個
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正項級數和的結果是負的, 顯然是矛盾的。 這是因為當 a = 2, b = 1, L2 = 3 時, 收斂半徑為

−
(

√
5 − 1

2

)
2

1

< r <
(

√
5 − 1

2

)
2

1

, 而
(

√
5 − 1

2

)2

近似為 0.3819 . . ., r = 0.4 超過其收斂

範圍, 因此才會產生矛盾。

上述的題材可以提供高中學習級數和的素材, 並有助於高中生在等比級數的推理訓練; 也

能提供一個收斂範圍的例子, 澄清學習者誤以為只要 r 在 (−1, 1) 時, 該類級數和必收斂的迷

思。

肆. 附錄

一. (1 ±
√

5)a = 2a−1(La ± Fa

√
5) 的推導

利用兩個數列的一般式

Fa =
1

(α − β)
(αa − βa) (A)

La = αa + βa (B)

利用四則運算將 (A) 式做下列的處理

(α − β)Fa = (αa − βa)

則
√

5Fa = (αa − βa) (C)

若我們需要算出 αa, 則只要讓 (B) 式與 (C) 式左右各自相加可得

2α2 = La +
√

5Fa

⇒ (1 +
√

5)a = 2a−1(La +
√

5Fa)

同理, 若要算出 βa, 只要讓 (B) 式與 (C) 式左右各自相減可得

2β2 = La −
√

5Fa

(1 −
√

5)a = 2a−1(La −
√

5Fa)

二. 另一個方法求得收斂半徑

在本文中, 筆者利用林炳炎老師的想法來推導費氏數列在無窮級數的分數和的過程中, 會

出現兩個無窮等比級數

lim
n→∞

Sn =

n
∑

k=1

rb

√
5

[((La + Fa

√
5)

2
rb

)k

−
((La − Fa

√
5)

2
rb

)k]
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因此, 若 Sn 要收斂, 則

−1 <
(La + Fa

√
5)

2
rb < 1

−1 <
(La − Fa

√
5)

2
rb < 1

又因為

La + Fa

√
5 = 2αa

La − Fa

√
5 = 2βa

⇒ −1 < αarb < 1

−1 < βarb < 1

因為 β 小於零, α 大於零, 因此 βa = (−1)a|β|a 且 αa = |α|a, 而分別代入 −1 < αarb < 1

與 −1 < βarb < 1 式子中, 並利用四則運算可得

−
( 1

|α|
)

a

b

< r <
( 1

|α|
)

a

b −
( 1

|β|
)

a

b

< r <
( 1

|β|
)

a

b

因為 αβ = −1, 即 |α| × |β| = 1 可得

−|β| a

b < r < |β| a

b − |α| a

b < r < |α| a

b

又因為

|α| > |β|
則同時成立的狀況是在比較小的範圍, 故可得 r 的收斂範圍

−|β| a

b < r < |β| a

b

即

−
(

√
5 − 1

2

)
a

b

< r <
(

√
5 − 1

2

)
a

b

(得證)
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