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摘要: 給出了北京市大學生數學競賽一道試題的一般形式並舉例說明其應用。
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第6屆北京市大學生 (非數學專業) 數學競賽 (1994年) (可參閱 [1]) 有這樣一道試題:

設 fn(x) = x + x2 + · · · + xn (n = 2, 3, . . .), 證明:

(i) 方程 fn(x) = 1 在 [0, +∞) 內有唯一的實根 xn;

(ii) 求 lim
n→∞

xn。

文 [2] 對同一問題則給出了如下結論:

(a) 方程 fn(x) = 1 在 (1
2
, 1) 內只有一個根;

(b) 設 xn ∈ (1
2
, 1) 是 fn(x) = 1 的根, 則 lim

n→∞
xn = 1

2
。

本文首先給出這一問題的一般性結論, 即如下的

定理: 設函數 f(x) 的馬克勞林 (Maclaurin) 展開式的收斂域為 I, 實數 α, β 滿足 α < β

且 [α, β] ⊂ I。 令 Pn(x) =
n
∑

k=0

f(k)(0)
k!

xk, 若 f(x) 及 Pn(x) 在 (α, β) 內為嚴格單調函數, 且

對於給定的實數 λ, Pn(α) − λ 與 Pn(β) − λ 異號, 則有

(1) 方程 Pn(x) = λ 在 (α, β) 內有唯一實根 xn;

(2) lim
n→∞

xn = f−1(λ), 其中 f−1 表示 f 的反函數。

為了證明定理, 我們首先介紹如下的

引理 [阿貝爾 (Abel) 第二定理]: 設冪級數
∞
∑

n=0
anxn 的收斂半徑為 R, 則

(i)
∞
∑

n=0
anxn 在 (−R, R) 上內閉一致收斂, 即在任意閉區間 [a, b] ⊂ (−R, R) 上一致收斂;

(ii) 若
∞
∑

n=0
anx

n 在 x = R 收斂, 則它在任意閉區間 [a, R] ⊂ (−R, R] 上一致收斂。

此引理的證明可見 [3]。

定理的證明:

(1) 因為 Pn(α)−λ, Pn(β)−λ 異號, 又顯然 Pn(x)−λ 為 [α, β] 上的連續函數, 故由閉

區間上連續函數的性質知方程 Pn(x) = λ 在 (α, β) 內至少有一個實根。 又 Pn(x) 在 (α, β)
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內為嚴格單調函數, 所以方程 Pn(x) = λ 在 (α, β) 內有且僅有一個實根 xn。

(2) 令 f(x) − Pn(x) = Rn(x), 由 xn ∈ (α, β) 知

f(xn) − Rn(xn) = Pn(xn) = λ.

由前面的引理知 {Pn(x)} 在 [α, β] 上一致收斂於 f(x), 從而在 [α, β] 上 {Rn(x)} 一致

收斂於0。 由於 |Rn(xn)| ≤ sup
x∈[α,β]

|Rn(x)|, 且 lim
n→∞

sup
x∈[α,β]

|Rn(x)| = 0, 故 lim
n→∞

Rn(xn) =

0, 所以 lim
n→∞

f(xn) = λ。 又因為 f(x) 是 (α, β) 內嚴格單調的連續函數, 故 f−1(x) 也為連

續函數, 所以

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

f−1(f(xn)) = f−1( lim
n→∞

f(xn)) = f−1(λ).

對於本文開始的問題, 可取 f(x) = 1
1−x

=
∞
∑

k=0
xk(1− < x < 1), Pn(x) =

n
∑

k=0
xk =

fn(x) + 1, λ = 2, α = 1
2
, β = 9

10
, [α, β] ⊂ (−1, 1), 當 n ≥ 2 時,

Pn

(

1

2

)

− 2 =
1

2
+

1

22
+ · · · + 1

2n
− 1 < 0,

Pn

(

9

10

)

− 2 =
9

10
+

(

9

10

)2

+
(

9

10

)3

+ · · ·+
(

9

10

)n

− 1 > 0,

又當 x ∈ (1
2
, 9

10
) 時, f ′(x) = 1

(1−x)2
> 0, P ′

n(x) =
n
∑

k=1
kxk−1 > 0, 從而 f(x), Pn(x) 在

(1
2
, 9

10
) 內嚴格單調遞增, 所以 Pn(x) = 2, 即 fn(x) = 1 在 (1

2
, 9

10
) 內有唯一實根 xn。

又 f−1(x) = x−1
x

, f−1(2) = 1
2
, 所以 lim

n→∞
xn = 1

2
。

由於 (1
2
, 9

10
) ⊂ (1

2
, 1) ⊂ [0, +∞), 因此前面的結論均成立。

下面再舉幾個例子說明這一定理的應用。

例1: 設 gn(x) = x + x2

2!
+ x3

3!
+ · · · + xn

n!
(n = 2, 3, . . .), 證明: 方程 gn(x) = 1 在

(0, 1) 內有唯一實根 xn, 且 lim
n→∞

xn = ln 2。

證明: 在已證的定理中取 f(x) = ex =
∞
∑

k=0

xk

k!
(−∞ < x < +∞), Pn(x) =

n
∑

k=0

xk

k!
=

gn(x) + 1, λ = 2, α = 0, β = 1。

因為 Pn(0) − 2 = −1 < 0, Pn(1) − 2 = 1
2!

+ 1
3!

+ · · · + 1
n!

> 0, 又當 x ∈ (0, 1) 時,

f ′(x) = ex > 0, P ′
n(x) =

n−1
∑

k=0

xk

k!
> 0, 從而 f(x), Pn(x) 在 (0, 1) 內嚴格單調遞增, 所以

Pn(x) = 2, 即 gn(x) = 1 在 (0, 1) 內有唯一實根 xn。

由於 f−1(x) = ln x, f−1(2) = ln 2, 所以 lim
n→∞

xn = ln 2。

例2: 設 hn(x) = x + x3

3
+ x5

5
+ · · ·+ x2n+1

2n+1
(n = 1, 2, . . .), 證明: 方程 hn(x) = 1

2
在

(0, 1
2
) 內有唯一實根 xn, 且 lim

n→∞
xn = e−1

e+1
。
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證明: 在已證的定理中取 f(x) = 1
2
ln 1+x

1−x
=

∞
∑

k=0

x2k+1

2k+1
(−1 < x < 1), Pn(x) =

n
∑

k=0

x2k+1

2k+1
= hn(x), λ = 1

2
, α = 0, β = 1

2
。

因為 Pn(0) − 1
2

= −1
2

< 0, Pn(1
2
) − 1

2
= 1

3
· 1

23 + 1
5
· 1

25 · · · + 1
2n+1

1
22n+1 > 0, 又當

x ∈ (0, 1
2
) 時, f ′(x) = 1

x
> 0, P ′

n(x) =
n
∑

k=0
x2k > 0, 從而 f(x), Pn(x) 在 (0, 1

2
) 內嚴格單

調遞增, 所以 hn(x) = Pn(x) = 1
2

在 (1, 1
2
) 內有唯一實根 xn。

又 f−1(x) = e2x−1
e2x+1

, f−1(1
2
) = e−1

e+1
, 所以 lim

n→∞
xn = e−1

e+1
。

例3: 設 rn(x) = x + 2x2 + 3x3 + · · ·+ nxn (n = 2, 3, . . .)。 證明: 方程 rn(x) = 1
2

在

(0, 1
2
) 內有唯一實根 xn, 且 lim

n→∞
xn = 2 −

√
3。

證明: 在已證的定理中取 f(x) = x
(1−x)2

=
∞
∑

k=1
kxk(−1 < x < 1), Pn(x) =

n
∑

k=1
kxk =

rn(x), λ = 1
2
, α = 0, β = 1

2
。

因為 Pn(0) − 1
2

= −1
2

< 0, Pn(1
2
) − 1

2
= 2 · 1

22 + 3 · 1
23 + · · · + n · 1

2n > 0, 又當

x ∈ (0, 1
2
) 時, f ′(x) = 1−x2

(1−x)4
> 0, P ′

n(x) =
n
∑

k=1
k2xk−1 > 0, 從而 f(x), Pn(x) 在 (0, 1

2
)

內嚴格單調遞增, 所以 rn(x) = Pn(x) = 1
2

在 (0, 1
2
) 內有唯一實根 xn。

又 f−1(x) = 1
2x

[2x + 1 −
√

4x + 1], f−1(1
2
) = 2 −

√
3, 所以 lim

n→∞
xn = 2 −

√
3。

例4: 設 un(x) = x − x3

3!
+ x5

5!
− · · · + (−1)n+1 x2n−1

(2n−1
(n = 2, 3, . . .), 證明: 方程

un(x) = 1
2

在 (0, 3
4
) 內有唯一實根 xn, 且 lim

n→∞
xn = π

6
。

證明: 在已證的定理中取 f(x) = sin x =
∞
∑

k=1
(−1)k+1 x2k−1

(2k−1)!
(−∞ < x < +∞),

Pn(x) =
n
∑

k=1
(−1)k+1 x2k−1

(2k−1)!
= un(x), λ = 1

2
, α = 0, β = 3

4
。

因為 Pn(0) − 1
2

= −1
2

< 0,

Pn

(

3

4

)

− 1

2
=

1

4
− 1

3!

(

3

4

)3

+
1

5!

(

3

4

)5

+ · · ·+ (−1)n+1 1

(2n − 1)!

(

3

4

)2n−1

> 0,

又當 x ∈ (0, 3
4
) 時,

f ′(x) = cos x > 0, P ′
n(x) = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− · · ·+ (−1)n+1 x2n−2

(2n − 2)!
> 0,
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從而 f(x), Pn(x) 在 (0, 3
4
) 內嚴格單調遞增, 所以 un(x) = Pn(x) = 1

2
在 (0, 3

4
) 內有唯一

實根。

又 f−1(x) = arcsin x, arcsin 1
2

= π
6
, 所以 lim

n→∞
xn = π

6
。

例5: 設 vn(x) = x− x2

2
+ x3

3
−· · ·+(−1)n−1 xn

n
(n = 2, 3, . . .), 證明: 方程 vn(x) = 1

3

在 (0, 1
2
) 內有唯一實根 xn, 且 lim

n→∞
xn = e

1
3 − 1。

證明: 在已證的定理中取 f(x) = ln(1 + x) =
∞
∑

k=1
(−1)k−1 xk

k
(−1 < x ≤ 1), Pn(x) =

n
∑

k=1
(−1)k−1 xk

k
= vn(x), λ = 1

3
, α = 0, β = 1

2
。

因為 Pn(0)− 1
3

= −1
3

< 0, Pn

(

1
2

)

− 1
3

= 1
6
− 1

2
· 1
22 + 1

3
· 1
23−· · ·+(−1)n−1 1

n
· 1
2n > 0, 又當

x ∈ (0, 1
2
) 時, f ′(x) = 1

1+x
> 0, P ′

n(x) = 1−x+x2+· · ·+(−1)n−1xn−1 = 1−(−1)nxn

1+x
> 0,

從而 f(x), Pn(x) 在 (0, 1
2
) 內嚴格單調遞增, 所以 vn(x) = Pn(x) = 1

3
在 (0, 1

3
) 內有唯一

實根。

又 f−1(x) = ex − 1, f−1
(

1
3

)

= e
1
3 − 1, 所以 lim

n→∞
xn = e

1
3 − 1。

我們最後再給出幾個類似問題, 供讀者練習。

問題1: 設 Fn(x) = x + x2

2
+ · · ·+ xn

n
(n = 2, 3, . . .), 證明: 方程 Fn(x) = 1 在 (1

2
, 3

4
)

內有唯一實根 xn, 且 lim
n→∞

xn = 1 − e−1。

問題2: 設 Gn(x) = x + x3

3!
+ · · · + x2n+1

(2n+1)!
(n = 2, 3, . . .), 證明: 方程 Gn(x) = 1 在

(0, 1) 內有唯一實根 xn, 且 lim
n→∞

xn = ln(1 +
√

2)。

問題3: 設 Sn(x) = x − x3

3
+ x5

5
− · · · + (−1)n x2n+1

(2n+1)
(n = 2, 3, . . .), 證明: 方程

Sn(x) = π
6

在 (0, 1) 內有唯一實根 xn, 且 lim
n→∞

xn =
√

3
3

。
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