
天羅地網CANTOR 集

陳怡全

在動力系統導論課中, 實數線上的 tent map 參數族

Ta(x) =





ax if x ≤ 1/2

a(1 − x) if x ≥ 1/2,
(1)

是最簡單同時也最先學習到展現混沌現象的例子之一。 令 Λa 代表 Ta 所有有界軌跡的點所成

的集合, 則我們在課堂中也學到 Λ3 是頂頂有名的 middle-third Cantor 集。 事實上, 由相同

的方法可證明當 a 大於2時 Λa 也都還是一 Cantor 集。 我們也知道, 當 a 大於 2時 tent map

的有界軌跡與擲銅板所可能產生的正反面序列有一對一的關係。 也就是說, Λa是一對一對應於

全部的0與1的序列所構成的集合。 令此集合為Σ, 即

Σ :=
{
s| s = {s0, s1, . . .}, sn = 0 or 1

}
.

進一步地, 如果賦給Σ予 product topology, 則從拓樸的觀點來看, 這一對一的關係可是同胚

的 (homeomorphic)關係, 而且 Ta 的有界軌跡的動力行為是共軛於一柏努利過程 (Bernoulli

process)。 (以上事實可參閱 [2, 4, 5, 6, 8]。) 所以當參數 a 大於2, 看起來 tent map 的有界

軌跡已不會有什麼新鮮有趣的事了。 然而對於一個再自然不過的問題: 集合 Λa 如何隨參數 a

變化? 尤其是當 a 逼近 2 或逼近無限大時? 似乎尚沒有任何文獻曾探討過。 由於好奇心驅使,

本文試著去一窺究竟。

首先, 我們簡要地從一不同的角度來看 Λa 這個集合和上述已知的結果。 就如同 Λ3 可表

示成係數為 0 或 2 的三進位:

Λ3 =
{ ∞∑

n=0

2 · sn

3n+1
: sn = 0 or 1

}
,

我們可將 Λa 展開成下列的形式

Λa = {

∞∑

n=0

sn(a − 1)a−n−1 : sn = 0 or 1}. (2)
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利用上式, 對任一給定序列 s = {s0, s1, s2, . . .}, 我們可決定 Λa 上的一點 x。 再將之代入 (1)

式, 很容易地就能得到

Ta(x) =

∞∑

n=0

s̃n(a − 1)a−n−1,

其中

s̃n =





sn+1 if s0 = 0

1 − sn+1 if s0 = 1.

因為 {s̃n} 還是由 0 與 1 所組成的序列, 所以 Ta(x) 也屬於 Λa, 也就是說 Λa 是 Ta 的不變集

(invariant set)。 相反地, 給定 Λa 上的一點 x 我們可找到一 0 與 1 的序列 {s0, s1, s2, . . .}

(稱之為編碼) 使得

x =

∞∑

n=0

sn(a − 1)a−n−1.

單單藉由比較大小, 我們可輕易證明此編碼是唯一的。 從比較動力系統的眼光來看,這是因為 x

是位於區間 [0, 1/2) 內若且唯若 x 的編碼是從 0 開始, 而 x 是位於區間 (1/2, 1] 若且唯若 x

的編碼是從 1 開始。 所以由 x 可決定 s0, 由 Ta(x) 可決定 s1, 由 T 2
a (x) 可決定 s2 等等。 由此

唯一性我們知道, Λa 的元素與 Σ 的元素是一對一的關係。 因 a > 2 時, 因 T k
a (1/2) → −∞

當 k → ∞, 所以 T n(1/2) 6∈ Λa ∀n ≥ 0。)

假設點 x 的編碼為 {s0, s1, . . .}, 而另一點 x̂ 的編碼為 {ŝ0, ŝ1, . . .}。 由於 tent map 是

連續的, 我們知道如果 x 很靠近 x̂, 則存在足夠大之自然數 N 使得

sn = ŝn ∀ 0 ≤ n < N,

反之亦然。 所以從系統之動力行為, 我們知道 Λa 與 Σ 間元素一對一的關係可以是同胚關係。

的確, 對 Σ 上的兩個點 s 和 ŝ, 我們可考慮以下之度量 (metric)

d(s, ŝ) =

∞∑

n=0

|sn − ŝn|(a − 1)a−n−1.

由此度量所得的拓樸為 product topology。 也因此拓樸, Λa 和 Σ 間一對一的關係則變成同

胚關係。 我們知道在此拓樸中Σ是個 Cantor 集。 因為 Cantor 集的同胚還是 Cantor 集, 所

以 Λa 是一 Cantor 集。

標準之幾何方法以建構 middle-α Cantor 集 Cα (0 < α < 1) 如下: 從 [0, 1] 區間挖掉

中間寬度為 α 的開區間, 然後對剩下的左右兩個寬度為 (1 − α)/2 的閉子區間 I0, I1再挖走

其中間比例為 α 的部分, 然後再對剩下的四個寬度為 (1 − α)2/22 的閉子區間 I00, I01, I10,



26 數學傳播 29卷4期 民94年12月

I11 再挖走其中間比例為 α 的部分。 而後無限次地重複執行。 假設 j1, j2, . . . , jn 為 0 或 1, 令

Ij1j2···jn
為一產生於第 n 個步驟寬度為 (1 − α)n/2n 的閉子區間, 則我們知道

Cα =
∞⋂

N=1

⋃

j1,...,jN=0,1

Ij1···jN
.

想知道集合 Λa 是如何隨參

數 a 變化的, 我們可利用關係式

(2) 將 Λa 對參數 a 做圖。 但為方

便起見我們令

α = 1 − 2/a, (3)

而做集合 Cα 的圖。 (小記: Λa ≡

C1−2/a.) 圖 1 為作圖的結果, 當中

縱座標為 α, 橫座標代表 x。 對給

定之α, Cα 在圖中是用 Cα 的 256

個點的子集來做近似。 這 256 點

為

圖一. middle-α Cantor 集

{ N−1∑

n=0

sn
1 + α

2

(
1 − α

2

)n

+ sN

(
1 − α

2

)N

: sn = 0 or 1 ∀ n = 0, . . . , N
}

(4)

其中 N = 7, 也就是編碼為 {s0, s1, . . . , s6, 0̄} 或 {s0, s1, . . . , s6, 1̄} 的那 256 個點, 又其中

0̄ 及 1̄ 表示無限多重複的 0 和 1。 在前述的標準幾何建構 Cantor 集方法裏, 這256個點乃是

集合
⋂7

N=1

⋃
j1,...,jN=0,1 Ij1···jN

的邊界集。

Cα 於 α → 0 或 α → 1 這兩個極限的情形 (對應於 a → 2 或 a → ∞), 是我們所特

別關心的。 似乎很顯然地limα→0 Cα = [0, 1], 而 limα→1 Cα = {0} ∪ {1}。 這相當符合我們的

幾何上直覺, 因為於這兩個極限下, 在“建構” Cα 時要不是全部的介於0和1之間的“middle”點

都被挖走, 或就是沒有任何的點被挖掉。 事實的確是如此, 我們能證明此結果。 另一特別是當 α

為 0 且 N = ∞ 時, (4) 式代表所有在 0 和 1 之間實數的二進位表示式。

讓我們從動力系統來理解這兩個極限。 當 α 趨近1時, tent map 趨近奇異極限 (singular

limit) a → ∞。 在 [0, 1] 區間內, 任意與邊界點 {0} 或 {1} 距離 1/a 外的起始點皆會被
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迭代至負無限大。 從式 (1) 我們能預期當 a 愈來愈大時, Ta的有界軌跡的點必定要愈來愈靠

近{0}或{1}。 在動力系統中, 我們稱此奇異極限為反可積分極限(anti-integrable limit) [1, 3,

7]。 利用反可積分理論, 我們可嚴格證明 limα→1 Cα = {0} ∪ {1} (以及 limα→0 Cα = [0, 1]),

並且系統的動力行為在反可積分極限時不是別的, 就是在 {0} 和 {1}這兩個“符號”上的符號動

力系統(symbolic dynamical system)。 基本上, 此理論是說假使令 Ta(xn) = xn+1, xn ∈ R,

則由 (3) 得知 {xn}, n ≥ 0, 是Ta的軌跡若且唯若

(1 − α)xn+1 =





2xn if xn ≤ 1/2

2(1 − xn) if xn ≥ 1/2.

當然上式的α < 1。 但我們可考慮極限α → 1−的情形。 當α = 1時, 對每個 n 我們得到 xn 等

於 0 或 1。 然而xn的值是0或1並不能決定xn+1的值為何, 話雖如此, 但如果給定一0與1所組成

之序列{xn}, 則很自然地我們有 xn+1 = σ({xn})n, 其中 σ 即為 Bernoulli shift。 更進一步

地, 可以將 tent map 改寫成一在 l
∞
空間上的映射

F : l
∞
× (−∞, 1] → l

∞
,

(x, α) 7→ F (x, α) = {F0(x, α), F1(x, α), F2(x, α), . . .}

其中 l
∞

:= {x| x = {x0, x1, x2, . . .}, xn ∈ R, 有界},

Fn(x, α) =





2xn + (α − 1)xn+1 if xn ≤ 1/2

2(1 − xn) + (α − 1)xn+1 if xn ≥ 1/2.

我們很容易可以推得一個 x 是 tent map 之有界軌跡若且唯若 F (x, α) = 0, 以及 F (x, 1) =

0 若且唯若 x ∈ Σ。 很容易地也可以檢驗 F 於 {x|xn 6= 1/2 ∀n} 時是 C∞, 其在 x 的導數

為一線性映射

L : l
∞

→ l
∞

, ξ 7→
{ ∞∑

m=0

Dxm
Fn(x, α)ξm

}
∞

n=0
.

表示成矩陣的形式則為

Lξ =




2t0 α − 1 0 0 · · ·

0 2t1 α − 1 0 · · ·

0 0 2t2 α − 1 · · ·

0 0 0 2t3 · · ·
...

...
...

...
. . .







ξ0

ξ1

ξ2

ξ3

...
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其中tn = 1當xn < 1/2, tn = −1當xn > 1/2。 因此當 α = 1 時, L 是可逆的。 再根據隱函數

定理我們能夠得到當 α 小於 1 但非常靠近1時 (即 a 非常大時) Ta 的所有有界軌跡。 如何利

用反可積分理論去探討 0 < α < 1 的動力行為, 以及證明這些用隱函數定理所得到的軌跡形

成一 Cantor 集, 已非是本文主題, 有興趣的讀者可參閱 [3]。

當 α 等於 0 時, 我們知道整個 [0, 1] 閉區間是 T2 的不變集 [4, 5, 6, 8]。 這是因為對於

任何大於或等於 2 的自然數 N , 序列 {s0, . . . , sN−2, 1, 0̄} 與序列 {s0, . . . , sN−2, 0, 1̄} 代表

相同的一個點。 因此可知有些點有相同的編碼。 事實上有可數地無限多個如此的點, 因為如此的

點的編碼必然是 {s0, . . . , sN−2, 1, 0̄} 或 {s0, . . . , sN−2, 0, 1̄}。 所以不變集 Cα 的拓樸, 在 α

等於 0 時改變, 特別是所有從 [0, 1] 區間起始的軌跡都變成有界的。這表明 tent map Ta 在 a

等於 2 時有分歧 (bifurcation) 發生。 當 α 非 0 時, 在建構 Cantor 集 Cα(≡ Λ2/(1−α)) 時,

對每個自然數N , 我們持續地在剩餘的子閉區間 Ij1···jN
中挖掉其比例為 α 的中間部分, 而在

每個 Ij1···jN
造成一寬度為 α(1 − α)N/2N 的洞“hole”, 即

hole = Ij1···jN
\ (Ij1···jN0 ∪ Ij1···jN1).

因為這樣的理由, 我們或可稱此分歧現象為 Cantor 集的“hole-annihilation”。

發揮想像力, 試想所有 α 介於 0 和 1 間的 Cantor 集 Cα, 於參數 α 和實數空間所形成

的聯集, 會不會是從蒼穹中撒下來的天羅地網呢?
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