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1. 引言

「如果將8封不同的信件隨機地投入4個不相同的郵筒中, 而每個郵筒都至少要投入一封,

究竟有多少種不同的投法呢?」

這是一個頗有趣的組合問題, 不妨稱之為 「投信問題」。 有關它的解法有很多種, 本文會介

紹如何應用 「生成函數」 (Generating Functions) 的方法, 去尋求此問題的解。

2. 生成函數的定義

定義: 設 {a0, a1, a2, . . . , ar
, . . .} 為一數列。

以下的無窮級數定義為 {a0, a1, a2, . . . , ar
, . . .} 的 「生成函數」:

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ a

r
zr + · · · .

例一: 對數列 {30, 31, 32, . . . , 3r, . . .} 而言, 其生成函數是:

f(z) = 30 + 31z + 32z2 + · · · + 3rzr + · · · .

若以閉式 (closed form) 表示, f(z) = 1
1−3z

。

例二: 設 n ∈ Z+。 由於 (1 + x)n = Cn

0 + Cn

1 x + Cn

2 x2 + · · ·+ Cn

n
xn,

所以 {Cn

0 , Cn

1 , Cn

2 , . . . , Cn

r
, 0, 0, . . .} 的生成函數是 (1 + x)n。

例三: 設 n ∈ Z+。

當 r > 0 時, 定義
(
−n

r

)

= (−n)(−n−1)(−n−2)···(−n−r+1)
r!

。

當 r = 0 時, 定義
(
−n

0

)

= 1。

由於 (1 + x)−n = 1 + (−n)x + (−n)(−n − 1)x
2

2!
+ · · · =

∑
∞

r=0

(
−n

r

)

xr
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所以
{(

−n

0

)

,
(
−n

1

)

,
(
−n

2

)

, . . .
}

的生成函數是 (1 + x)−n。

定義: 設 {a0, a1, a2, . . . , ar
, . . .} 為一數列。

以下的無窮級數定義為 {a0, a1, a2, . . . , ar
, . . .} 的 「指數生成函數」:

f(z) = a0 + a1z +
a2z

2

2!
+

a3z
3

3!
· · ·+

a
r
zr

r!
+ · · · .

例四: 設 n ∈ Z+。

由於 (1 + x)n = Cn

0 + Cn

1 x + Cn

2 x2 + · · ·+ Cn

n
xn

= P n

0 + P n

1 x +
P n

2 x2

2!
+ · · · +

P n

n
xn

n!

所以 {P n

0 , P n

1 , P n

2 , . . . , P n

r
, 0, 0, . . .} 的指數生成函數是 (1 + x)n。

3. 應用例子

本節是一個有關指數生成函數的應用例子。 相對於列舉法而言, 我們可以看到應用生成函

數去求解, 是一個十分簡便而有效的解題方法。

例五: 若在英文字 ENGINE 中任意選取4個字母作排列, 有多少種不同的方式?

解: (列舉法)

選取的字母 排列數目 選取的字母 排列數目

{E,E,N,N} 4!
2!2!

{E,G,N,N} 4!
2!

{E,E,G,N} 4!
2!

{E,I,N,N} 4!
2!

{E,E,I,N} 4!
2!

{G,I,N,N} 4!
2!

{E,E,G,I} 4!
2!

{E,I,G,N} 4!

因此有 4!
2!2!

+ 4!
2!
× 6 + 4! = 102 種的排列方式。

解: (生成函數方法) 先考慮每個字母可能被選中的個數。 E 和 N 的可能數目都是 0, 1或

2,而 G 和 I 的可能數目都是 0或1。 因此, 對 E 和 N而言, 它們的指數生成函數是 (1+x+ x
2

2!
),

而對 G 和 I 而言, 它們的指數生成函數是 (1 + x)。 現在考慮以下的函數:

f(x) =

E
︷ ︸︸ ︷
(

1 + x +
x2

2!

)

N
︷ ︸︸ ︷
(

1 + x +
x2

2!

) G
︷ ︸︸ ︷

(1 + x)

I
︷ ︸︸ ︷

(1 + x) .
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若我們在括號 E, N, G 和 I 中分別選取 x
2

2!
, x

2

2!
, 1及1, 則有:

x2

2!
×

x2

2!
× 1 × 1 =

x4

2!2!
=

4!

2!2!

(

x4

4!

)

此時 x
4

4!
的係數是 4!

2!2!
, 正好等於在 ENGINE 中選取2個 E 及2個 N, 而沒有選取 G 或 I 的

情況。 由此推論, 原問題的解即是 f(x) 展開後 x
4

4!
之係數。 沿此思路, 容易求得其解是102。

註: 有時可以利用 ex 或 e−x 來表示一些指數生成函數的閉式。 例如:

ex = 1 + x +
x2

2!
+ · · ·

或

e−x = 1 − x +
x2

2!
− · · ·

4. 投信問題的解

現在讓我們展示如何應用生成函數的方法, 去尋求投信問題的解。

設 A, B, C 和 D 分別代表該4個郵筒。 由於每個郵筒所投入的信件數目必大於0, 仿照

上節的思路方式, 可考慮其對應的指數生成函數 x + x
2

2!
+ x

3

3!
+ · · ·。 然後考慮以下的函數:

f(x)=

A
︷ ︸︸ ︷
(

x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

)

B
︷ ︸︸ ︷
(

x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

)

C
︷ ︸︸ ︷
(

x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

)

D
︷ ︸︸ ︷
(

x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

)

.

若投入郵筒 A, B, C, D 的信件數目分別是 1, 2, 2, 3, 則在 A 式中選取 x, 在 B 和 C

式中都選取 x
2

2!
, 在 D 式中選取 x

3

3!
, 則 x

8

8!
的係數正好反映此種情況之投法數目。 即:

x ×
x2

2!
×

x2

2!
×

x3

3!
=

(

8!

2!2!3!

)(

x8

8!

)

.

當然, 其他的可能情況, 亦可以用類似的方法處理。

為了方便計算, 我們可以把 f(x) 記成:

f(x) = (ex − 1)4

= e4x − 4e3x + 6e2x − 4ex + 1,

此時, 容易獲得 x
8

8!
的係數為 48 − 4(3)8 + 6(2)8 − 4 = 40824。 換言之, 不同的投信方式共有

40824種。
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5. 總結

生成函數方法是一個解決排列和組合問題的有效工具,而且可以適應同類型問題的各種變

化情況。 例如, 若要投8封不同的信入4個郵筒, 要求在第1和第2個郵筒中至少要投入1封, 在

第3個郵筒中最多投入5封, 而在第4個郵筒中要投入偶數封, 有多少種不同的投法呢? 1 若採

用生成函數的方法求解, 會很容易算出結果, 比使用列舉法簡單得多, 有興趣的讀者不妨動手一

試。
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1 提示: 考慮以下的展開式 (x + x
2

2!
+ x

3

3!
+ · · ·+ x

8

8!
)2 × (1 + x + x

2

2!
+ x

3

3!
+ x

4

4!
+ x

5

5!
)× (x

2

2!
+ x

4

4!
+ x

6

6!
+ x

8

8!
),

然後求 x
8

8!
的係數, 答案是20412。


