
不同反‘想’

顏德琮

一. 前言

不少學生在學習 「三角函數」 這一單元的時候, 確實是充滿恐懼和挑戰的, 拜讀 「數學傳

播」 第25卷3期 (p.63-67) 由李政豐等多位老師提出以圖解方法證明三角函數中許多公式, 深

覺藉由證明視覺化及結合代數與幾何等不同的觀點將有助於學生在這單元中學得更好, 同時學

習也將變得更有樂趣, 在此如野人獻曝般地提供個人另一種觀點來看三角函數。

從三角學的發展史上, 無論就其實用性或基本定義來看, 儘管在各個時期或國家使用著不

同的單位制度, 探討三角的過程始終脫離不了 「圓」, 而其發展也以尤拉 (Euler, 1707-1783)

在18世紀提出來的定義 (對應的函數線與圓半徑的比值) 及把圓半徑定為1最具實用性, 本文

即是從歷史的發展上找尋不同於教科書中的眼光來重新詮釋幾個三角函數的公式, 除了分享個

人的心得外, 同時也期望給中學教師及學生們不同的角度來欣賞三角函數。

二. 本文

(一) 在尤拉之前三角函數的定義都是指在固定半徑的圓內各函數線上的長, 其圓半徑則因

時代或地區的不同而相異甚鉅,若我們假定圓半徑為1, 則我們可以根據現在使用的定義在以下

圖形中找到常用的六個三角函數其相對應的線段:
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tan α = CD, cotα = OE

sec α = OD, csc α = OF
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而如此一來, 我們就可以輕易的由上圖中的直角三角形及相似形中分別推導出平方關係及

倒數關係:

平方關係: sin2 α + cos2 α = 1 (∆OAB中)

tan2 α + 1 = sec2 α (∆OCD中)

cot2 α + 1 = csc2 α (∆OEF中)

倒數關係: sin α × csc α = 1 (∆OAB ∼ ∆OEF )

cos α × sec α = 1 (∆OAB ∼ ∆OEF )

tanα × cotα = 1 (∆OCD ∼ ∆OEF )

(二) 以下即利用單位圓的便利性來推導正餘弦的和角、 差角及兩倍角公式:

1. 和角 (α + β) 公式: 令圓半徑為1
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sin(α + β) = OD

cos(α + β) = AD

分別過 C 做 OD 線段及線段 BD 之平行線, 得 ∠ACE = ∠OCF = β。
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OD = DF + FO = EC + FO

= AC × cos β + OC × sin β

= sin α × cos β + cos α × sin β

AD = DE − AE = CF − AE

= OC × cos β − AC × sin β

= cos α × cos β − sin α × sin β

2. 差角 (α − β) 公式: 令圓半徑為1

sin(α − β) = OD

cos(α − β) = BDO A
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過E 做 OD線段之平行線, 得 ∠GEB = β, 再過O 做 BC 線段之平行線, 得 ∠FOE =

β。
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OD = GF = GE − EF

= BE × cos β − OE × sin β

= sin α × cos β − cos α × sin β

DB = GB + DG = GB + OF

= BE × sin β + OE × cos β

= sin α × sin β + cos α × cos β

3. 兩倍角 (2α) 公式: 令圓半徑為1

OB=2 cos α

sin 2α=OC =OB×sin α=2 cosα×sin α

cos 2α=CA = BC−AB=OB×cos α−1

=2 cos2 α − 1
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(三) 根據古希臘天文學家希帕霍斯 (Hipparchus, 180-125 B.C.) 製作的弦表 (未留存

下來) 及托勒密 (Ptolemy, 150 A.D.) 的解釋, 可知早在兩千多年前便發現不同的圓心角有不

同的弦長, 其關係如下圖所示, 將其換成現代使用的符號即為 2R × sin α = d。
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chd2α

2R
若d為2α角之弦長, 則 d = 2R × sin α

d

sin α
= 2R

若結合圓周角的觀念即可發現弦長與圓周角的關係更為密切:
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弦長與圓周角的關係:

d = 2R × sin α
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在這個觀點下, 可以發現任一三角形ABC, 若其三邊長分別為a、b、c, 只要作其外接圓, 則

a=2R sin A, b=2R sin B, c=2R sin C
a

sin A
=

b

sin B
=

c

sin C
= 2R

此即為 「正弦定理」

若我們假設圓的直徑為1, 則 α 的正弦函數值即為圓周角為 α 所對應的弦長, 根據這樣的

假設是否有助於解決其他問題呢? 因為數學中許多性質皆具有其不變性, 亦即不會因圖形的放

大或縮小而改變其性質, 因此我們就在一直徑長為1的圓內進一步探討, 以下即為五個運用此假

設的例子, 盼能提供另一種解題的觀點。

1. 餘弦定理
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a=sin α b=sin β c=sin(α + β)

a2+b2
− 2ab cos ∠ACB=a2+b2

− 2ab cos(π−α−β)

= a2+b2+2ab cos(α+β)

= sin2 α+sin2 β+2 sinα sin β cos α cos β−2 sin2 α sin2 β

= sin2 α−sin2 α sin2 β+sin2 β−sin2 α sin2 β+2 sinα sin β cos α cos β

= sin2 α cos2 β+2 sin α sin β cos α cos β+cos2 α sin2 β

= (sin α cos β+cos α sin β)2 =c2

此種方法結合幾何與代數, 對學生而言也是一種基本但有別於一般作法的思考方式。

2. 三角形面積公式

當圓直徑設為1時, 圓內接三角形的面積公式就變得相當有趣

∆ABC =
ac × sin B

2

=
abc

2

若是圓內接四邊形的情形又是如何呢? 在我們繼續討論前, 先進行另一個定理的探討。
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3. 托勒密定理

幾何的證明往往因為恰當的輔助圖形 (輔助線、 相似形) 而變得容易, 但要獲得這樣的靈

感卻不是那麼簡單, 以下便提供利用圓周角與弦長關係來證明托勒密定理, 表面上看似繁瑣的

式子其實所需要的技巧卻是相當基本且簡單的。

托勒密定理: 已知圓內任意內接四邊形, 其對角線乘積等於兩組對邊乘積之和

AC×BD=AB×CD+BC×AD
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δγ

B
α

γ

C

α β

D β
δ

α+β+γ+δ=π, δ=π−(α+β+γ)

AC =sin(α+γ), BD=sin(α+β)

AB=sin β, CD=sin γ

BC =sin(α+β+γ), AD=sin α

AB × CD + BC × AD

= sin β×sin γ+sin(α+β+γ)×sinα

= sin β×sin γ+[sin(α+β)×cos γ+cos(α+β)×sin γ]×sin α

= sin β×sin γ+sin(α+β)×sinα×cos γ+cos(α+β)×sinα×sin γ

= sin(α+β)×sinα×cos γ+sin γ[sin β+cos(α+β)×sinα]

= sin(α+β)×sinα×cos γ+sin γ(sin β+cos α×cos β×sin α−sin2 α×sin β)

= sin(α+β)×sinα×cos γ+sin γ[sin β(1−sin2 α)+cosα×cos β×sin α]

= sin(α+β)×sinα×cos γ+sin γ×(sinβ×cos2 α+cos α×cos β×sin α)

= sin(α+β)×sinα×cos γ+sin γ×cosα×(sin β×cos α+cos β×sin α)

= sin(α+β)×sinα×cos γ+sin γ×cosα×sin(α+β)

= sin(α+β)×(sinα×cos γ+sin γ×cosα)

= sin(α+β)×sin(α+γ)

= AC × BD
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4. 圓內接四邊形

根據下圖及圓內接三角形面積 (直徑為1) 的推論, 我們可以寫出四邊形ABCD的面積

(令ABCD面積為 S):

ABCD面積=
xab+xcd

2
=

x(ab+cd)

2

=
yad+ybc

2
=

y(ad+bc)

2

再利用據托勒密定理得知 xy = ac + bd, 則可推得:

S=

√

x(ab+cd)

2
×

y(ad+bc)

2
=

√

xy(ab+cd)×(ad+bc)

2

=

√

(ab+cd)×(ad+bc)×(ac+bd)

2

5. Brahmagupta 公式

在推導內接四邊形過程中發現 x(ab+ cd) = y(ad+ bc), 若再分別利用托勒密定理 xy =

(ac + bd) 代入即可證明此公式:

x(ab + cd) =
(ad + bc) × (ac + bd)

x
則 x2 =

(ad + bc) × (ac + bd)

(ab + cd)

y(ad + bc) =
(ab + cd) × (ac + bd)

y
則 y2 =

(ab + cd) × (ac + bd)

(ad + bc)

三. 結語

透過不同的觀點, 數學可以呈現多種風貌, 不論是藉由圖形來輔助證明的直觀性抑或藉助

於歷史古人的眼光, 在追求數學多種風貌的過程中不乏個人探索的趣味與發現的驚喜, 透過本

文的分享, 藉以期許學生們在學習數學的旅程中充滿創造的精神也培養個人多方位的觀點以窺

探這奇異的世界, 學習數學也將會變得更有趣。
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