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提到數學中的筆算, 人們就會立刻想到

用筆寫阿拉伯數碼進行計算。 在中國, 這種筆

算是從西方傳進的。 講中國數學史的著作中,

一般都是說古代用籌進行計算, 形成一套籌

算法, 後來被珠算所代替, 直到20世紀初西

方筆算逐漸普及。 可是在西方筆算傳入之前,

中國有沒有自己的筆算呢? 有關著作從來沒

有人正面講過, 但這是一個不能長期迴避的

問題。 如果這個問題不澄清,那麼對中國傳統

數學的認識就會比較模糊。 早在10年前, 筆

者已非有意識的注意到這個問題, 認為宋元

時代 “差不多接近了筆算”, 並舉出一些例子

予以說明[1]。 後來, 筆者又和馮立升合作從正

面研究了清代的筆算[2]。 但是整體對中國傳

統筆算的研究仍然不夠, 現在嘗試進行這一

工作。

作為筆算, 它的形成要有一定的條件。

最重要的是便於書寫的數碼, 應當有代表空

位的符號。還要有運算符號, 以便易於區分是

作何種運算。 很自然地還要涉及到小數的處

理。 同時, 不同民族或地區人們的習慣以及客

觀需要等也是重要因素。

根據上面的考慮, 習慣性的筆算是世界

上許多民族所有的, 一般不用特制的工具, 印

度、 阿拉伯世界, 中國的藏族等都應屬於此

種類型。 古埃及、 巴比倫和北美的瑪雅人的數

學也可以這樣看待。 但是中國的漢族和北方

某些少數民族, 中世紀的歐洲等地都使用算

具, 前者用算籌和算盤; 後者也是用算盤。 中

國和歐洲都是由於客觀需要而逐漸改為筆算

的, 但計算工具並沒有立即退出歷史舞台, 並

行了很長時間。 數學在發展中經常互相影響,

例如最近有學者推測: 印度—阿拉伯數系統

可能與中國的籌算系統有關[3]。

為了敘述方便起見, 筆者把筆算分為

近代筆算和早期筆算兩大類。 前者是指用印

度—阿拉伯數碼和完整的運算符號和小數點

的筆算; 後者一般是只有數碼或有小數記法

的筆算。

按照上面的分類, 直到17世紀初, 歐洲

的筆算處於早期, 因為還沒有完備的運算符

號。 現在的問題是, 中國古代有沒有自己的筆

算, 它又是什麼樣的。 筆者已有了不太確切的

回答。 實際上, 中國傳統數學中已形成了早期

筆算, 而且比同時代的歐洲更先進。

中國的數碼由籌算擺法而來。 把擺出

來的數目用筆照樣記錄下來的就是籌碼, 在

出土的戰國陶器上就有籌碼[4], 如圖 1。 在

敦煌保存的唐到五代時數學抄本中有大量籌

碼, 例如九九口訣每句乘出結果都用籌碼記
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錄, 接著相加 (“通前”) 也這樣 (圖2)[5]。 如此

記錄已脫離擺籌, 而是一種完全獨立的籌碼。

籌碼的出現, 為筆算的形成提供了先決條件。

圖1. 河南登封出土戰國陶器上的籌算符號

(籌碼) 拓片

圖2. 敦煌寫本 「立成算經」 書影 (部分)

施行筆算還要解決空位的問題, 印度早

期用點 “·” 或圓圈 “©” 頂空位, 就是零。

中國的籌算是把空位空著, 敦煌的記錄也是

如此, 例 “四五二十” 的二十記為 “|| ”。 到

宋代出現了圓圈 “©”, 嚴敦杰以為是由 “�”

形而來[6]。 13世紀的中國數學著作中已普遍

使用了符號 “©” 頂位, 而且清楚地有數0的

概念。 在曆法中也有使用 © 號的[7]。

對正、 負數的區別也是筆算必須考慮的

問題。 中國歷史上很早就在籌算中有了區別,

那就是正算赤負算黑, 用的是紅、 黑兩種籌;

還有一種辦法是: 以斜正為異, 即把正數擺

正, 負數斜擺。 現在尚未見到這後一辦法的原

始紀錄。 在宋元的記錄中, 對負數的記法有兩

種, 其一是在正負數的最末一位的上或下, 有

時也在最右端加一文字, 如 “正”、 “負”, 秦

九韶即這樣做。 其二是在最末一位有效數字

上加斜畫 “\”, 李冶、 朱世杰等都採用這種

辦法。

對小數的記法也是個問題, 傳統的籌算

用分數, 也可以命名, 宋元時代還在繼續, 但

是有了新的變化, 例如秦九韶在個位數下加

單位, 如 “©
寸

” 即 0.54643

寸, 又如李冶在小數前加 © 號, 而 © 下對

準個位[8]。

秦九韶與李冶、 朱世杰的記法有一定差

別, 已如上述, 而差別最大的是數碼。 李冶、

朱世杰完全仿照籌式, 沒有改變。而秦九韶則

不然, 他把幾個數碼變形, 如用 “ ” 或 “ ”

表示5, 用 “ ” 或 “×” 表示9, 用 “×” 表

示4, 可是在全書的使用上並不一貫。 北宋司

馬光則 “×” 表示5 [9]。

秦九韶為南宋人, 而李冶為金元間人,

朱世杰是元統一全國後的北方人又遊學南

方。 他們的差別是由南北分裂、 隔絕造成的,

而朱世杰又是以北方的形式融合了南北的數

學[10]。

從留下的演草看, 使用傳統的籌算已不

適應需要, 特別是多層次、 多位數、 多行列的

計算無法使用算籌。 籌算至少在北宋還使用,

如衛朴 “照位運籌如飛” [11], 北方的遼國[12]、

西方的西夏 [12] 都用籌計算。 可是南宋和北

方的金轄區, 數學家可能都是既用籌又用筆,

而且很可能是由記錄計算結果而演變成以筆

為主、 以籌為輔的演算方式, 到朱世杰時則完
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全不用籌了。 下面看一些大型算式, 就能說明

問題。

例 1. 「數學九章 · 遙渡圓城」 題, 經

整理得 “開方圖”, 一個開九乘方圖式 (圖

3(a)), 又經 11 個步驟求解得最後一個圖式

(圖3(b)), 結束。 圖3(a) 所給出的相當於方

程

x
10+15x8+72x6−864x4

−11664x−34992=0

而圖3(b) 是

x
10+3x9+24x8+72x7

+288x6+864x5+1728x4+5184x3

+3888x2+11664x+33992=0

按照當時的增乘開方法, 由試商 3 乘 1 次項

係數 11664 得 33992 與實相減恰盡, 所以 3

就是所求的商。 圖3(a)
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圖3(b)

圖3 「數書九章 · 遙渡圓城」 “開方圖”

(据 「宜稼堂叢書」 本)

例2. 「數書九章 · 推知糴數」 題, 是一

個相當於3次二項方程, 但是常數項是一個帶

有 12 個零的大數, 3次項的係數是一個帶小

數的數, 即

4.608x3 − 72000000000000 = 0

這裡的常數項 “實” 在圖4中未加 “負” 字,

隅也未加 “正” 字, 是可以的, 因為秦九韶有

規定: “實常為負, 隅常為正”。 此方程的商為

25000, 也帶3個零。

圖4. 「數書九章 · 推知糴數」 “開方圖”

書影(据 「宜稼堂叢書」 本)

例3. 「數書九章 · 均貨推本」 題, “以

方程求之”, 要同時由右到左列出四行 (圖5),

相當於 4 元線性方程組係數及常數項所成之

增廣矩陣。 其 “首圖” 的現代形式是
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在原圖上還要加若干文字。 經過幾次變

換, 求出結果。
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圖5. 「數書九章 · 均貨推本」 題 “首圖” 與

“次圖” (据 「宜稼堂叢書」 本)

圖6. 「測圖海鏡」 卷7 “三乘方” 書影

例4. 「測圓海鏡」 卷7 “或問丙出南門”

題第三個 “又法” 所得之 “益積開三乘方”

(如圖6), 相當於解下面的一元4次方程

−2x4+604x3+16280x2

−8453244x+401067842=0

李冶的作法與秦九韶不同, 是把開方式夾雜

在敘當中, 而不單列出。

例5. 「四元玉鑒」 卷下之八 “今有一數

不知多少” 題是一 “十三乘開方之” 即解14

次方程的問題, 原題只有術文, 沒有細草, 清

羅士琳予以補寫 (圖7), 得一個14次方程, 其

形式和記法係仿照朱世杰在該書開頭 “四象

細草假令之圖” 的樣子。 不論羅士琳所補充

是否符合朱世杰的結果, 但形式和數字肯定

相同。 朱世杰在術裡說以 “物元一為開數, 四

象和會求之”, 最後得到一個十三乘方的開方

式。 他必須有演草, 否則無法得到如此高次的

開方式, 而且過程之複雜性也可以想像。

圖7. 羅士琳補草 (據 「萬有文庫」 本)

現在對上述5例進行一些分析。 在上舉

的5例中, 除圖5的 “首圖” 和 “次圖” 可

以上下分開外, 其餘都是整體、 不能拆開。 由

此我們看到:算式之大令人吃驚。 假如是用籌
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算, 要占多大的面積。 如果假定籌的長度為

4 寸, 出土的遼代算籌實長為 12 厘米, 有

的還略長一點[13], 這樣假定合理。 上下分層

擺出開方式, 層與層之間還要有一定的距離,

按 0.5 寸計算, 一個 n 次開方式的層間距

離和為 0.5 × (n − 1)。 例1 為一個10次

開方式, 加上常數項和商共12層, 上下長為

12 × 4 + 0.5(12 − 1) = 53.5 寸。 例5的

14次開方式, 加上常數項和商共16層, 上下

層長度為 16 × 4 + 0.5(16− 1) = 71.5 寸。

前者 5 尺多長, 後者則長達 7 尺多! 擺籌的

地方之大可以想見。

擺籌的地方不僅很長, 而且還有橫寬的,

如例3, 由右到左的4列並排, 每列又上下10

層橫排每層成直行, 不能錯亂。 在數碼的上下

和左右還要加上一些必要的文字。 所占的長

方形地方約為上下 × 左右 = 34 × 81.5 =

2771 (平方寸)。 地方相當大。 尤其是左右長

達 8 尺多, 更是驚人。

空位問題用籌只能處理位數較少的情

況, 古代已是通常之事, 如上舉例3、 4、 5那

樣, 擺籌把畫 “©” 處空著就行, 計算者容易

記住。 但遇到如例2那樣有連續的 12 個空位,

計算者則無法解決。那是一個3次二項方程中

間缺 2 層, 特別是估商時必要考慮商的首位

要對應 “實” 的那一位不能弄錯, 隅也要準確

定位。試商首位之後, 用增乘開方法開方隨之

要增補上 2 個缺項, 補在何處? 尤其是左右

的位置絕對要準確, 一旦擺錯, 對以下各步跟

著全錯, 必須推倒重來。

實際上, 事情並不是如上面所舉的那樣

簡單, 往往是每算完一步前面的結果要保留,

便於檢查、 核對計算是否無誤。 這樣一來, 佈

籌所用的地方就不是上面說的那麼大 (已經

大得驚人), 而是要大幾倍。

計算時所用籌的數量也相當可觀。 如例

5, 按羅士琳補草統計那個十三乘方開方式要

用155根籌, 可是它是由 “內二行相乘” 所得

的結果和 “外二行相乘” 所得之結果又 “內

外相消” 所得之結果 “約” 得的。 前邊的這

三個結果要用到求出約得之數才能全部撤去,

它們用籌總數在 570 根以上, 再加上十三乘

方開方式的155根, 則超過 720 根。 在唐代

文官佩帶 “算袋”, 宋代有 “算子筒”, 李儼認

為算子筒可能是 “留置算子之具”[14], “算子”

即算籌。 算袋和算子筒, 充其量裝 100 根籌,

而如上例宋元時代數學家的籌要用筐或簍裝

才行。

古人不會在此種情況下, 仍然固守傳統

非要使用籌進行計算,而不想改變。 最簡單的

途徑是通過記錄籌算結果便可發現筆寫進行

計算比籌算有更多的優越性, 不僅大大縮小

占用的面積, 而且容易保留全部運算過程, 用

筆寫數碼比擺籌的速度也要快得多。 數學家

就會自覺地放棄籌算而改用筆算。 像上舉的

例2根本不能用籌算, 非用筆算不可。 這是客

觀要求使人們不得不採用筆算。 實際上 「數書

九章」 是由筆算演算寫成的, 但不能用現代形

式看待。

從所舉的例子可以看出, 那些算術本身

都是筆算的形式。 數學家已經有了各自創造

的不太相同的形式, 但本質上都是筆算。 有

完整的10進制數碼, 有表示正負數的方法和

小數記法。 就早期筆算來說, 其水平在西方之
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上。 歐洲的加減號出現於15世紀, 乘除號係

17世紀所創造, 等號發明於1557年[15]。 正負

號的使用也在17世紀, 直到訥彼爾 (Napier,

1550-1617) 發明小數點時, 歐洲的小數記法

非常繁重[16]。 從17世紀, 歐洲的筆算才由早

期逐漸進入近代。

宋元以後的中國傳統筆算處於停頓狀

態, 但是在印度、 阿拉伯、 歐洲流行的筆算

“格子算” 在此時傳入中國。 曾在明代數學著

作中一再出現[17]。 當時珠算非常普及, 而籌

算已完全退出歷史舞台。 明末在中國編譯、 出

版的 「同文算指」 是屬於歐洲早期的筆算, 除

了演算較詳外, 整體上未達到中國宋元筆算

的水平, 它沒有負數符號, 小數記法也不如秦

九韶、 李冶的先進。 這部書原文用印度-阿拉

伯數碼, 譯成中文時改為漢文數字而不是數

碼。

下面較詳細介紹一下明末清初時中國學

者對筆算的研究著述。

在我國, 第一部自著的筆算數學是明末

孫元化 (?-1632) 寫的 「太西算要」[18], 是受

西法影響的中國式筆算, 以中國漢文數字代

替西方的印度-阿拉伯數碼。 他比較了中國的

珠算與西方的筆算之便與不便,結果是 “算愈

難而西法愈顯”。 接著孫元化寫道:

其用法, 以所有之數從大至小, 從

左向右橫書, 書猶珠也。 其末位必

為零數。 如三千六百九十三, 則橫

書三六九三矣。 若有空位, 必作一

0 以補之, 如三千六百九十, 則零

位補一 0 矣。 又或三千六百, 則零

位、 十位皆補一 0 矣。 又或三千零

九十三, 則百位補一 0 矣。 是零、

十、 百、 千以上者, 實數也。 數以位

定者也, 其加、 減、 乘、 分(1) 之時,

或兩數並得, 或兩數乘得者, 止於

小數(2), 如二加三得五, 二乘三得

六, 固即書於本位。 若積有大數,

如四加八得一十二, 四乘八得三十

二, 則不問幾百幾、 幾百萬幾、 總

呼為幾十幾, 不問十、 百、 千、 萬

之位, 總就本位進一位書。

圖8. 孫元化的數字寫法

這就說明了數字寫法、 空位處理、 進位

等問題, 進位取十進制。 以下分別講述了筆算

加、 減、 乘、除的具體算法。 數字都橫書, 左大

右小, 個位對齊。 加法和現行者完全一樣, 但

減、 乘、 分則差別甚大, 現各舉原書之例予以

說明。

減法: 27485731 − 394087 = 270916

44。 孫元化給出一個算式 (如圖9), 無任何說

明, 只能根據算式理解。 被減數 27485731 寫

在中間, 減數 394087 寫在其下, 個位對齊。

經觀察發現: 從個位開始減, 1 減 7 不夠減,

(1) “分” 指除法
(2) “小數” 指個位數, 而不是奇零小數之數
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借 1 位, 變成 11, 減 7 餘 4, 寫在 “1” 之

上。 10 位上, 3 減 8 不夠減, 借 1 位, 變成

13, 減 8, 餘 5, 寫在 “3” 之上, 但是 “3” 已

被借走 “1”, 故只餘 4, 寫在 “5” 之上。 如此

繼續下, 到 “7” 無所減, 27 不變, 於是得到

差 27091644。

圖9. 孫元化筆算減法算式

乘法: 780346 × 49207 = 3(3)83984

85622。 書中說 “二數相差為相乘, 先以下數

末位為主, 與上數末位向前逐位相呼, 即從本

位下, 逆書向前。 如七呼六得四十二, 則書二

於本位, 進四於前位。 七呼四得二十八, 則書

八於次位, 進二於又前位。 若遇 0, 則遞 0 一

位。 上數即完, 則以下數二位又上數遞呼, 遞

積遞進, 如前。 俟下數各位呼乘既盡, 則以所

積細數, 用計法, 以後併之”, 就得到了所求之

積。 (如圖10) 相乘之程序與現行乘法無大差

別, 但每次呼得之積的記法有所不同。計算程

序是從右端最小的數開始, 每呼一次, 把得數

寫在該寫的位下, 有時隨手把兩個較小的數

相加。

圖10. 孫元化筆算乘法算式

分法: 383981 ÷ 78034 = 4.9207。 分

子為實, 分母為法, 畫一橫線, 實上法下, 個位

上下對齊。 “實首三, 法首七”, 是為法大於實,

不足除, 故退一位書, 即將法向右移一位, 這

時能足除。 除訖, 法再向右移一位, 再除。 依

次下去, 到除盡或不想除為止, 算式如圖11

所示。

圖11. 孫元化筆算除法算式

本質上看, 孫元化的筆算是西方式的,與

前所談的傳統筆算完全不同。 由於孫元化的

(3). 原書 “3” 誤為 “2”
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書沒有出版, 所以幾乎未產生影響。 但是他的

工作在中國筆算史上, 應占有一定地位。

孫元化之後, 過了半個多世紀, 梅文鼎

(1633-1721) 又完成 「筆算」 5卷一書, 流傳

甚廣。

梅文鼎的筆算與孫元化筆算不同, 一改

前人之橫書為豎書, 他因 “吾之文字既直, 故

筆算宜直, 亦取其便於用耳。” 不論是加減,還

是乘除, 甚至開方,都是豎書, 如除法, 畫一豎

線 (圖12)。 272.049÷ 905 = 0.300580, 實

為被除數, 在實的左邊 “九 0 五法”, 即是除

數。 與現行除法差別甚大, 因其過於繁瑣, 故

不細講。

圖12. 梅文鼎筆算除法算式

孫元化和梅文鼎的筆算, 都是受 「同文

算指」 影響的產物, 但都不是原樣照搬, 而

是有所發展。毫無疑問, 他們的筆算全是舊式

的。 大約就在梅文鼎完成筆算著作時,西方較

新式的筆算, 再次傳入我國,這在 「數理精蘊」

有明確反應。

從 「數理精蘊」 問世 (1723) 以來, 歐洲

近代筆算開始在中國傳播。 書中採用了 “+”、

“−” 和 “=” 三種符號, 還用到了小數點。

但是把 x 改為 “根”, 印度-阿拉伯數碼改為

漢字。 後來羅士琳 (1789-1853) 把 “+” 改

為 “⊥”, “−” 號未改。 幾十年後李善蘭採用

“⊥” 號, 又把 “−” 改為 “⊤”。 這是一個筆

算系統。 在清代, 中國已根本不知傳統籌算為

何物, 連國家欽天監的天算家都不知道。 例如

康熙五十二年 (1713), 何國柱和阿齊圖去朝

鮮測量經緯度時在朝鮮見到算籌感到很驚奇,

回國時還帶回40根[19]。 清代中國人一般日常

計算, 大都使用珠算, 而數學家則用筆算。

如上所述, 清代中國有兩個筆算系統,

一個是明末以來受西方筆算影響的筆算系統;

一個是傳統的筆算系統, 就是採用宋元的籌

算和負數記法。 一段時間中國傳統筆算很盛

行, 只要看一下宋景昌的著作就夠了[20]。 不

過傳統的筆算系統到清末時逐漸被前一種所

代替, 到1900年前後開始使用印度-阿拉伯數

碼, 已完全與世界接軌。

通過上述事實來看, 中國傳統數學已形

成了自己的筆算,而且早期的水平並不低。 但

是沒有得到進一步發展和完善, 後來便接受

了歐洲近代筆算。

了解中國歷史上有沒有筆算, 什麼時候

開始有筆算, 不是一個一般的問題, 而是關係

到如何理解和認識中國傳統數學的大事。 例

如說, 如果仍然用籌算法看待宋元數學, 用珠

算法看待清代或清代仍用中國籌算的話, 那

就會在許多問題上得不到圓滿的解釋。
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