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摘要: 本文對 MM 方式作了簡介, 並闡述了如何操作 MM 因子, 設計數學課的基

本課型, 充分發揮數學教育的技術教育功能與文化教育功能, 全面提高學生的數學素

質。

一、MM 方式簡介

MM方式即數學方法論的數學教育方式

的簡稱, 許多專家學者借鑑了美籍匈牙利數

學教育家 G. Polya 用數學方法論改革數學

教育, 提高了美國數學教育水平的經驗, 舉辦

了多期 G. Polya 教學思想研討會。 1988年

徐利治教授提出要用 G. Polya 思想改革數

學教材和教法, 要培養 G. Polya 型教育工

作者, 把數學方法論的原則貫徹到數學教學

中去。

無鍚市教育科學研究所徐瀝泉先生審時

度勢, 於1989年5月設計了 「貫徹數學方法

論的教育方式, 全面提高學生素質」 數學教

育實驗 (簡稱“MM 實驗”)。 經過 5 年的實

驗, 在1994年5月以中國科學院院士原北京

師範大學校長王梓坤教授與中科院數學所顧

問徐利治教授為首的專家組進行了鑑定, 並

進行了高度評價,認為“該實驗所確定的 MM

方式。 只要對原有教材適當進行加工, 操作簡

便, 能與各種優秀教學方法協同使用, 既能減

輕師生負擔, 又能提高教學效益, 從而大幅提

高數學教學質量。”

鑑定組認為:“這種數學教育方法在小學

中學以及職教和成人教育中,都是可行的、 有

效的, 值得繼續實驗和大力推廣。”

二、MM 方式的科學性

學習數學首先要有正確的數學觀, 了解

數學的心理規律, 要有求真、 完善、 求簡潔、

對稱和諧的審美意識[1]。

離開了這些最本原的基礎, 學好數學就

成了一句空話。 比如學生若沒有正確的數學

觀, 把數學看成一堆符號和法則, 因而採取死

記硬背, 依樣摹仿的形式來學習, 如果沒有正

1. MM 是 Mathematical methodology 的縮寫, MM 方式指數學方法論的數學方式。
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確的審美觀, 把雜亂無章、隨意塗抹認為是瀟

灑美觀, 沒有求真、 求善、 求簡的習慣, 那麼

不管是誰, 無論花多少時間, 也是學不好數學

的。

所以 MM 方式把科學的數學觀, 數學

中的反璞真的教育, 數學中的美育, 數學心理

學教育以及數學史, 數學家成長史作為宏觀

可控變量, 用來設計數學課型與教法,這就使

數學教學有了科學的理論基礎。

現代認知心理學的研究成果表明: 人

類對邏輯、 數學、 物理的認識, 都是不斷建

構的產物。“全部數學可以按結構的建構來考

慮”[2]。 “建構的過程除最初階段少量外部活

動外, 主要是內部的心理活動, 是一系列思維

動作的內部操作”[3]。 這就離不開數學方法論

中的微觀因子: 即合情推理, 邏輯推理, 和一

般解題方法的研究, 這些作為學生思維活動

的必要工具。

所以 MM 方式又把數學方法論中的微

觀因子分解出來作為可控變量來指導學生的

數學活動, 讓學生在思維活動的過程中, 不斷

擴大自己的認知結構, 從而通過發現, 發明的

方式來學數學, 既獲得知識, 又增長智力與能

力。

於是 MM 方式設計了如下操作表 (可

省略, 詳見參考文獻1)
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MM 因子 MM 可控變量 水平 MM 狀態變量 水平

數學的反璞歸真教育 數學意識

數學的對象及性質研究 密切聯繫生活 應用能力

數 提倡問題解決

宏 數學教學中的美育 數學美感

學 數學美學方法研究 運用審美原則 審美能力

引進美學機制

方 觀 數學發現法教育 數學機智

數學發明心理學的研究 揭示創造活動 創新能力

法 再造心智過程

操 數學家優秀品質教育 科學態度

論 數學家成長規律的研究 介紹生平事跡 競技能力

分析成敗緣由

的 作 數學史與數學教育史 數學史教育 唯物史觀

的研究 巧用數學史料 洞察能力

教 編制軼事趣聞

觀察、 實驗、 歸納、 合情推理的教學 合理推理能力, 一
育 微 類比、 聯想、 猜測等 教 (學) 猜想、 教學 (學) 發現 般科學思維方式,

合情推理的方法 形象思維能力

方 觀 數學模型法、 公理化 邏輯推理的教學 邏輯思維能

方法和抽象分析法等 教 (學) 證明, 教 (學) 反駁 力, 具體事物

式 操 邏輯推理方法 數學化的本領

徐利治“RMI”原則, 一般解題方法的教學 運籌計算能力, 數

作 波利亞解題模式等一 教 (學) 規則, 教 (學) 策略教 學智力活動, 結構

般解題方法研究 (學) 算法, 教 (學) 應變 和綜合應用能力

MM方式根據表中的 MM 因子和可控

變量來設計課型教法,這就表明 MM 方式具

有嚴格的科學根據與理論系統性。

在此基礎上 MM 方式提出了自己的教

學原則、 目標和措施, 就是:“在數學教學中

要充分發揮兩個功能 — 數學的科學技術功

能和文化教育功能; 貫徹兩個原則 — ‘教

學·研究·發現’同步協調原則和‘既教證明又教

猜想’原則; 瞄準三個具體目標 — 引導學生

不斷自我增進一般科學素養, 提高他們的社

會文化修養, 形成和發展數學品質; 自覺地恰

當地操作八個變量 — 數學的反璞歸真教育、

數學教學中的美育、 數學發現法教育、 數學家

優秀品質教育、 數學史教育和數學中的合情

推理、 邏輯推理一般解題方法的教學”。[4]

三、 用 MM 方式組織教學

3.1 操作八個變量, 優化三種課型

3.1.1 “反璞歸真”的概念課

按現代觀點, 數學應當被定義為模式的

科學, 人們為了在純粹狀態下研究與解決問

題, 把與問題無關的一切因素放在一邊, 創造

了呈現極端抽象形式的數學模式。 然而數學

教學若僅僅是教師向學生傳授這些抽象的概
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念、 定義、 符號與法則的話, 就會把數學中

最寶貴的創造過程給弄丟了, 恰似入寶山而

空返。 這樣的教學必然使學生感到數學就是

一堆毫無生氣的教條, 既枯燥無味, 又難以理

解。

所以數學教學首先要讓數學恢復其本來

面目。 恢復其創造過程中的形式,進行所謂反

璞歸真的改革, 才能通過學生自己的發現與

創造學習教學。

要讓學生像數學家一樣親自來發現與創

造數學模式似乎不可能。

但認知心理學揭示了人們學習數學是不

斷建構的過程。 當學生原有認知結構與外界

數學新情境基本相符時, 學生可以通過同化

和順應的方式來擴大自己的認知結構, 通過

主動建構來學數學, 體驗數學家發明與創造

的喜悅是完全可以的, 而且也只有這樣, 才能

在教學中落實學生發現、 發明與創新。

3.1.1.1 利用學生原有認知結構同化新情境

為了讓學生掌握新概念、 新模式, 傳統

教法總是先作各種鋪墊, 讓學生跟著教師的

步子被動的承認與摹仿, 但最終還是改變不

了知其然不知其所以然的一知半解的局面。

MM方式卻能另僻蹊徑, 根據認知論原

理與美學原理, 讓學生自己主動發現新知識。

例如在教三角函數的誘導公式一節時,

我們作了如下設計:

先給出單位圓上的點 P (cos α, sin α),

然後指著單位圓對同學說, 幾何學家認為圓

是最美的, 為什麼? 同學們說因為圓是最對

稱的圖形, 比如關於 x 軸、y 軸、 原點, 還有

直線 y = x, y = −x 都對稱等等。 我對同

學們說, 回答很正確, 那麼請大家根據所學過

的知識, 把 P (cosα, sin α) 關於 x 軸、y 軸、

原點, 還有直線 y = x, y = −x 的對稱

點寫出來, 若把這裡所示的對稱點分別記作

P1, P2, P3, P4, P5, 它們的坐標如何, 讓

學生以練習的形式寫了 P1(cos α, − sin α),

P2(− cos α, sin α), P3(− cos α, − sin α),

P4(sin α, cos α), P5(− sin α, − cos α)。

然後讓大家考慮, 當我們把角的概念推

廣之後, −α 與 α 的位置關係如何, 同學們

立即發現關於 x 軸對稱, 然後再讓大家聯想,

P (cosα, sin α) 是否還可以用另一種形式寫

出上述對稱點, 同學們經考慮後很順利地寫

下了 P1 [ ( cos (−α), sin (−α) ] , P2[cos

(180◦ − α), sin (180◦ − α) ], P3 [ cos(180◦

+α ), sin ( 180◦+ α ) ], P4 [ cos ( 90◦ − α),

sin(90◦ −α)], P5[cos(270◦−α), sin(270◦

− α)]。

這時讓大家通過數形結合,觀察發現, 根

據同一點坐標應相同的道理, 很快發現了:






cos(−α) = cos α

sin(−α) = − sin α






cos(180◦ − α) = − cos α

sin(180◦ − α) = sin α






cos(180◦ + α) = − cos α

sin(180◦ + α) = − sin α






cos(90◦ − α) = sin α

sin(90◦ − α) = cos α






cos(270◦ − α) = − sin α

sin(270◦ − α) = cos α
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繼而又根據兩次對稱的規律找到了






cos(90◦ + α) = − sin α

sin(90◦ + α) = cos α






cos(270◦ + α) = sin α

sin(270◦ + α) = − cos α

這7組基本公式, 並由此很快推出 −α, 180◦

± α, 90◦ ± α, 270◦ ± α 的所有誘導公式,

僅一節課就完成課本上3節的內容, 且課堂上

氣氛非常活躍, 學生的興趣十分濃厚, 同學們

既學得知識, 又增長能力, 同時還充分享受了

發現的喜悅, 加強了對數學的熱愛。

3.1.1.2 通過變換方式, 把新情境轉化為學生

原有認知結構的圖式 (格局) 中

在傳統數學教學中, 教師往往不易察覺

學生對新知識不理解, 但有時即使知道了也

無能為力, 比如對數學歸納法的教學, 幾乎所

有的教材都是以突然呈現的形式引入兩條證

題法則, 使學生無法理解。

有的教師為了讓學生理解證題規律, 作

了許多鋪墊, 先講了很多關於傳遞現象的實

例, 比如報數、 傳口令、 放鞭炮等例子, 但只

要一接觸“假設 n = k 成立, 證明 n = k+1

也成立時”學生就感到不理解了。

從皮亞杰的發生認識論原理來看, 這是

很正常的, 因為在學生的認知結構中根本不

存在這種類似遞推的證題的格局 (圖式), 所

以無論如何用比喻來解釋, 學生也無法把新

情境同化於自己的認知結構, 或改變結構來

順應新情境。

MM方式則從數學中的等價變換出發,

把新情境巧妙地轉化為學生原有認知結構中

的圖式。 從而創造了讓學生親自發現數學歸

納法的教法。 這對數學教學來說無疑是一個

開創性的貢獻。

例如: 我在教數學歸納法時, 在介紹了

不完全歸納與完全歸納之後, 就向學生提出:

要讓一個對一切自然數都成立的命題, 是否

可以用完全歸納來一個個地驗證? 比如:

證: 1 + 3 + 4 · · ·+ (2n − 1) = n2

當 n = 1, 2, 3, 4 時, 有: 1 = 12,

1+3 = 22, 1+3+5 = 32, 1+3+5+7 = 42,

是極易驗證, 但對一切 n ∈ N 是否可無限地

驗證下去? 這時全班同學一致回答不行! 因

這樣驗下去永遠也驗不完。

這時我讓大家考慮, 能否有好辦法解決

這個困難?

首先觀察一下, 上述驗證中有無重複計

算可省略? 比如我們做了 1 + 3 = 22 後, 再

做 1 + 3 + 5 = 32 時, 其中 1 + 3 是否還要

再算一次? 大家說: 不用了。 這樣我們就可

得到化簡後的驗證形式:

n = 1 時 1 = 12, n = 2 時 1 + 3 =

12 + (2 · 1 + 12) = 22, n = 3 時 1 + 3 + 5

= 22+(2·2+12) = 32, n = 4 時 1+3+5+7

= 32 + (2 · 3 + 12) = 42 等等, 接著我問同

學們, 這些運算是否有共同規律, 是否能用數

學形式概括出一般驗證算式? 類比於對表示

加法交換律的無數個算式: 1 + 2 = 2 + 1,

7+8 = 8+7 . . . . . . 等等, 概括成一般形式

即 a + b = b + a。

經大家認真觀察分析, 類比聯想, 很快

就發現了這無限個算式都遵循著統一的法則:

即用 n = 1 成立的結論來證 n = 2 命題也
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成立, 再用 n = 2 成立的結論證 n = 3

命題也成立, 再用 n = 3 成立的結論證

n = 4 命題也成立等等。 這樣讓學生自己把

此規則寫成一般形式, 大部分學生都很快寫

出用 n = k 時 1+3+5+· · ·+(2k−1) = k2

成立的結論,證 n = k+1 時命題也成立, 其

算式就是

1+3+5+ · · ·+(2k − 1)+[2(k+1)−1]

= k2 + 2k + 1

= (k + 1)2 (k = 1, 2, 3, . . .).

類比加法交換律的表示使學生很容易理

解這一個算式就概括了無限多個算式, 但

n = 1 時 (或 n = n0 時) 命題成立的結論,

必須獨立驗證, 因為只有 n = 1 或 (n = n0

時) 命題成立被證實之後, 其後的無限個驗證

才有理由概括為上述一般形式。

這樣, 我們就帶領學生通過觀察、 發現、

類比、 聯想、 抽象、 概括的方式親自發現了這

個數學歸納法,這與歐拉解決“七橋”問題, 圖

靈揭示計算的本質所使用的抽象分析法在本

質上是一致的。 MM方式的優越性就在於它

能根據心理學規律, 巧妙應用數學的方法和

技巧, 充分調動學生的積極性, 發揮其主體作

用, 把讓學生獲得知識的過程變為訓練其應

用數學解決問題的能力與創造能力的過程。

3.1.2 “問題解決”的習題課

美國數學家哈而莫斯 (P. R. Halmos)

認為問題是數學的心臟, G. Polya 認為: “掌

握數學就意味著善於解題”[5], 所以習題課在

數學教學中占有舉足輕重的地位。

據現代心理學的研究, 問題解決就是受

目標指引的認知操作序列, 分為需要開發新

步驟的創造性問題解決與使用現成步驟的常

規性問題解決。

為了幫助學生掌握和熟悉有關定理、 定

義和運算法則的習題, 屬常規性問題解決類

型, 傳統的教育方式是對這部份問題採用: 給

出的問題, 通過模仿、 分類練習, 以達熟練的

目的。

對創造性的問題解決, 傳統的教材教學

中幾乎見不到。

數學方法論指出, 任何數學中的發現創

造都離不開合情推理, 即用觀察、類比、聯想、

猜測的方式來發現新方法、 新規律的推理, 以

及普遍化、 特殊化, 不完全歸納等探索方式,

所以我們把習題課的重點放在既教證明, 又

教猜想, 努力提高學生創造性解題這一目的

上。

例如: 已知 a cos α + b sin α = c,

a cos β = b sin β = c, 求證:

a

cos α+β

2

+
b

sin α+β

2

=
c

cos α−β

2

(α 6= β)

按常規性解題方式即從形式上由條件向

結論逐步轉化就是由題設:

a cos α + b sin α = a cos β + b sin β ⇒
b

cos α − cos β
=

a

sin β − sin α
⇒

a

cos α+β

2

=
b

sin α+β

2

⇒

a

cos α+β

2

=
b

sin α+β

2

=

a cos α

cos α+β

2
cos α

=
b sin α

sin α+β

2
sin α

⇒
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α

cos α+β

2

=
b

sin α+β

2

=

a cos α + b sin α

cos α cos α+β

2
+ sin α sin α+β

2

=
c

cos α−β

2

按創造性解題方式即用觀察、 猜想發現

的規律來完成從條件向結論的轉化。

首先, 我們要求學生把觀察到的條件概

括一下, 則可概括成 ax1+by1 = c, ax2+by2

= c。 問同學們由此聯想到什麼? 學生說: 題

設表明直線 ax + by = c, 經過 P1(x1, y1),

P2(x2, y2), 兩點, 結論形式

a

cos α+β

2

+
b

sin α+β

2

=
c

cos α−β

2

(α 6=β)

在與直線有關的公式中與什麼關係式很相

似? 同學們很快聯想到, 這是兩直線重合, 對

應係數成比例的形式, 這時我鼓勵同學們提

出自己的的解題方案。 很多同學踴躍地提出

自己的看法, 認為題設條件是以一般式給出

的直線過兩點, 因而其兩點式與一般式都表

示同一直線, 因而對應係數成比例, 這就是結

論形式。這個由觀察、 猜想得到的見解是否正

確? 我讓大家動腦動手, 來完成對猜想的證

明, 結果絕大部分同學都能證實自己的猜想,

完成本題的證明。

實際上, 由題設點 (cos α, sin α) 與

(cos β, sin β) 在直線 ax + by = c

上, 於是用直線的兩點式來表示它並化簡即

得 (sin β − sin α)x +(cos α − cos β)y =

sin(β − α), 於是由 a
sinβ−sinα

= b
cos α−cos β

= c
sin(β−α)

, 即得所證。

實踐證明, 教會學生用自己發現的規律

與方法解題一方面使學生享受到發現的喜悅,

使他們的創造才能得以展現, 這種體現能養

成他們善思的習慣, 有效地提高其思維能力。

另一方面, 學生對未曾見過的問題也必須通

過猜想 — 證明的方式求解, 這對教會學生

獨立解題, 起著至關重要的作用。

3.1.3 “由厚到薄”的復習課

中國著名數學家華羅庚曾指出: 學數學

應有一個“由厚到薄”的過程。 即把所學的知

識消化、 理解、 概括為最簡原理與法則的過

程, 他曾舉例說他上中學時學習了很多解二

元一次方程組的方法, 比如加減法、 代入法、

行列式法等等。 以後經過一段時間的理解與

體會, 悟出了其目的是為了消去未知數, 即數

學中的消元思想, 這就是由厚變薄! 這個消元

思想的應用就更廣泛。 這正如李政道教授指

出的:“定律闡述越簡單, 應用越廣泛, 科學就

越深刻。”[6]

在復習課上帶領學生對所學過的知識進

行進一步整理, 抽象概括, 一方面能有效訓練

學生的抽象概括能力, 另一方面通過整理概

括加深了學生對知識的理解與認識, 從而也

提高了他們應用知識的能力。

比如, 學習數列求和之後, 在復習課上對

求和方法進行了分類整理。 比如: 倒序相加、

錯位相減、 裂項求和、 分解組合等等, 但是否

存在一種普遍適用的方法來統一上述各種形

式, 從而揭示求和的實質?

我們通過分析, 幫助同學們發現裂項或

把通項化為一個函數的差分規律都反應了事

物間相反相成的規律即 ∆f(n) = f(n+1)−

f(n) 是普遍適用的求和法。
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因為對等差數列:

an = a1 + (n − 1)d

= a1 + [
n(n − 1)

2
−

(n − 1)(n − 2)

2
]d,

則

∑

an =na1+
2·1−1·0+3·2−2·1+···n(n−1)−(n−1)(n−2)

2
d

= na1 + n(n−1)
2

d,

對等比數列 an = a1q
n−1, 當 q = 1 時,

∑

an = na1, 當 q 6= 1 時,

an = a1q
n−1 1−q

1−q
= a1

1−q
(qn−1 − qn),

∑

an = a1

1−q
(q0−q1+q1 − q2 · · ·+q(n−1)−qn)

= a1(1−qn)
1−q

;

對等差數列的和

Sn =na1 + n(n−1)
2

d

= n(n+1)−n(n−1)
2

a1+
(n+1)n(n−1)−n(n−1)(n−2)

6
d,

∑

Sn = n(n+1)
2

a1+
(n+1)n(n−1)

6
d

等等。

於是總結出求和化作差的規律, 同時聯

想到求數列前幾項之積則應化成商。 即把 an

寫成 an =
b(n+1)

bn
, 於是有 ∐an = b2

b1
·

b3
b2
· · ·

b(n+1)

bn
=

b(n+1)

b1
, 這些規律, 這樣就可

幫助同學們以更高的層次來認識求和。

對各個知識點也可進行進一步抽象與概

括, 比如等差數列性質可一次函數概括, 其和

的性質可用二次函數概括, 等比數列可用指

數函數概括, 數列求和可用函數的差分求和

概括, 平均值不等式的定理, 又可用冪平均函

數的性質來概括,等等。 由此總結出函數思想

應用的廣闊性, 讓學生養成函數思想處理問

題的習慣。

事實證明“由厚到薄”的復習方式正是數

學方法論中的抽象分法在教學中的應用, 能

有效地使學生通過不斷總結, 來提高自己的

認識能力, 理解能力與處理問題的能力。

3.2 充分發揮數學的文化教育功能

徐利治教授指出: “數學教育本應同時具

有文化教育功能與技術教育功能兩個方面”
[7]。 MM教育方式要求我們: “不應把數學單

純地理解為一門工具學科, 而應該把它當做

一種文化形態來對待, 把數學作為提高公民

素質的重要手段, 在數學教學中致力於提高

人們一般文化修養。”[8]

3.2.1 在教書中育人, 在求真中立德

用 MM 方式講數學, 就要不失時機地

向同學們宣講數學的重要意義, 介紹今日數

學及其應用。

今天, 數學已不僅僅是一門工具學科,它

在科技的前沿已直接發揮作用, 隨著現代信

息技術的出現, 現代工業數學的興起和電子

計算機革命的創新、 普及和廣泛應用, 數學

已經把科學、 技術和文化融為一體, 正以嶄

新的風貌, 改變著人們的思維方式和生活方

式。“舊時王榭堂前燕, 飛入尋常百姓家”。 數

學, 它早已不再是少數手人手中的高深莫測

的一門工具學科, 而已成為為全體公民服務

的人類文明的重要組成部份。

華裔數學家, 國際數學大獎菲爾茲獎得

主丘成桐教授在北大百周年校慶的講演報告

中指出: “在傳統文化中 (更確切地說應是在
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政治文化中), 我們說立德, 但卻從不討論如

何求真, 不求真, 則何以立德。”這話說得多精

闢而深刻啊!

一般說來, 人們占有的知識越多, 內在的

精神世界就越豐富, 道德自我意識就越發展,

對行為的道德意義理解就越深刻, 而數學又

是求真與立德的最恰當不過的載體, 因為數

學的科學性和思想性是統一的, 而數學對於

人類的教育作用是巨大的, 它能使人習慣於

清楚地表述思想, 並嚴格地遵守規則。一個人

創業精神、 科學素養、 工作作風、 敏銳的洞察

力和高超的決策技術等都可以在數學教育中

得到訓練。 廣而言之, 一個人的性格、 毅力、

興趣、 氣宇風度甚至世界觀等等都可在數學

教育中得到體現。

結論的明確無誤和思維過程的嚴謹精神

是數學對於公民所提供的不可缺少的素養。

數學教學中我經常利用數學具有嚴密的邏輯

推理的特點, 培養學生養成對待問題能自覺

地推理和尋根究底的習慣, 做到落筆有據, 言

之有理, 使之形成嚴謹的治學精神, 嚴肅認真

的工作態度, 言必信, 行必果良好的道德品

質。 而學高為師, 行正為範, 要求學生做到的,

老師首先在課堂講授和板書中加以示範。

數學教學中不斷地引導學生掌握類比、

聯想與化歸等合情推理的本領, 不僅有助於

形成學生思維的一靈活性, 而且有助於提高

學生應用數學知識解決實際問題的能力, 讓

學生認識到事物是多方面聯繫的, 解決問題

的方法不是單一的, 養成自覺建立聯繫, 調整

思維方向的習慣, 也是每個公民應具備的素

質。

在解題教學中, 如何教導學生面對繁重

的計算任務能堅持計算到底的決心和具有克

服困難的堅強毅力, 以及建立互幫到學合作

攻關的協作精神, 也是教書育人, 求真立德

的具體表現。 很難設想, 一個意志軟弱, 缺乏

堅強毅力的人能圓滿地完成學習數學的任務,

具有較高的數學能力。

在數學教學中, 結合授課內容恰當地向

學生介紹數學史和數學家的生平事跡, 及其

對數學作出的貢獻, 可以讓學生了解到數學

家在理論的研究和實踐過程中所經歷的艱苦、

漫長而曲折的道路, 不僅讓學生獲得更多的

知識, 又能讓他們獲得自強不息, 追求真理與

修正錯誤的勇氣。

陳景潤身居 (六尺) 陋室, 為了摘取數學

皇冠上的明珠, 而做出了常人難以想像的努

力, 被外國專家們稱之為移動了群山。華羅庚

先生在異國講壇上溘然長逝, 給後人留下了

感人肺腑的美德。

3.2.2 增進學生一般科學文化素養

在給學生課外指導, 面批作業, 談心教

育以及給學生個別輔導時, 我不僅傳授數學

知識, 更注重的是一般科學文化素質教育, 把

教會學生導循哲學、 心理學、 美學等規律, 正

確地閱讀、 理解、 觀察、 思考、 分析與處理問

題放在重要位置; 並注重提高學生的藝術欣

賞與審美能力, 對數學的學習要達到懂、 化、

用、 賞, 四個層次, 利用數學美來激發學生興

趣, 陶冶情操, 讓學生在求真求實中變得更純

潔, 心靈更完善。
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在教會學生如何辯證地, 全面地觀察與

思考問題時, 當場解答學生問題的言傳效果

最好。

現想現推, 有意識地把自己置於解題的

困境, 再從困境中解脫出來的教學過程, 讓學

生看到老師的數學思維過程, 從而教會他們

如何在探索中反饋信息, 調整思路, 找到正確

的解題途徑, 這種教學方式讓學生受益最大。

例如: 我曾當眾解答學生的一道題, 對

不全為零的數 λ1, λ2, λ3 有 λ1 +λ2 +λ3 =

0, λ1x1 +λ2x2 +λ3x3 = 0, λ1y1 +λ2y2 +

λ3y3 = 0, 求證: P1(x1, y1), P2(x2, y2),

P3(x3, y3) 三點共線。

我對學生說: 此題就是要證: kP1P2 =

kP1P2, 即 y2−y1

x2−x1
= y3−y1

x3−x1
或 x1 = x2 = x3,

由題設不妨設 λ3 6= 0, 則 λ1 + λ2 =

−λ3 6= 0, 於是有 λ1x1 + λ2x2 = (λ1 +

λ2)x3, λ1y1 + λ2y2 = (λ1 + λ2)y3, ⇒
y3

x3
= λ1y1+λ2y2

λ1x1+λ2x2
, 並試用此式推出上述所要

求的形式。 但作了很多努力都失敗了,一度陷

入困境,這時自然想到問題出在何處? 當看到

λ1x1 +λ2x2 = (λ1 +λ2)x3 時, 我情不自禁

地對學生說:“眾里尋他千百度, 驀然回首, 那

人卻在燈火闌珊處。”

大家看: λ1 + λ2 = −λ3 6= 0, 所以

x3 = λ1x1+λ2x2

λ1+λ2
, 且 λ1 與 λ2 中至少有一個

一零, 不妨設 λ1 6= 0, 則有 x3 =
x1+

λ2
λ1

x2

1+
λ2
λ1

,

同理: y3 =
y1+

λ2
λ1

y2

1+
λ2
λ1

, 這表明 P3 分 P1P2 的

定比為 λ2

λ1
, 即 P1, P2, P3 共線。

此時再分析受挫原因, 則不難發現這是

因急於想用比例式 y3

x3
= λ1y1+λ2y2

λ1x1+λ2x2
來證所

需結論時約去了 λ1 +λ2, 這樣就丟失了原來

的信息, 在解題中從條件到結論的變形要保

持原信息不變, 這就給學生留下了深刻印象。

利用數學中簡潔、 對稱、 和諧的美學原

理幫助同學找出最簡單解法是提高學生對解

題的興趣見解最有效措施之一。

例如有這樣一道題: 已知圓臺上下底半

徑之比為 2 : 3, 過高的三等分點分別作平行

於底面的截面, 將圓臺分為三部分, 求自上而

下的三部分體積比。

引入美學機制, 讓四個截面半徑之比均

為整數, 於是把 2 : 3 化為 6 : 9。 這樣四個

截面半徑之比就是 6 : 7 : 8 : 9, 從而得出圓

臺三部分體積比為 (73 − 63) : (83 − 73) :

(93 − 83) = 127 : 169 : 217。

當我把一份試卷的這樣一道壓軸題用如

此簡潔的解法提供給學生時, 使學生在驚嘆

中深深感到數學美的魅力, 從體會數學美到

欣賞數學美到追求數學美, 在追求真善美的

過程中情感得以昇華, 各方面素質得到提高。

四、 結束語

由上述用 MM 方式組織教學的原理與

過程, 不難看出 MM 方式是數學化的教學方

式。

隨近代科技發展, 人們越來越清楚的看

到: 當今一切高技術本質上都是數學技術。那

麼在數學教育中, 如何使用高新技術, 使教育

跟上時代的步伐。

一方面人們已廣泛注意到, 把電子計算

機用於數學教學, 並已取得顯著成效。 但如何
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進一步把數學思想、 方法、 技術應用於數學教

學? 這應當是當今數學教育認真考慮的問題,

而 MM 教育方式正好為此譜寫了開創性的

一頁。
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