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一. 前言

在短短的四分之一世紀中, 能夠發展出一支影響廣泛的應用數學嗎? 不必懷疑, 有此看法

的數學家不乏其人。 財務數學 (Financial Mathematics , 或稱 「金融數學」) 雖然可說是科學

在廿世紀加速演進的結果, 但事實上它是特殊時代背景下, 機運、 努力、 加上非凡才情的產物。

雖然財務數學的歷史與實際應用可以回溯到更為久遠之前, 例如從十七世紀法國數學家 B.

Pascal 與 P. Fermat 創立系統性的方法以計算未來事件發生的機率開始, 但財務數學的理論

核心可說直到 1973 年才出現。 這一年 F. Black 與 M. Scholes 出版了他們著名的 「或有求

償權」 (contingent claims) 定價公式, 連同交易避險策略、 以及或有求償權之價值所遵循的偏

微分方程式, 可謂財務數學的濫觴。

Black 與 Scholes 如何在歷經種種困難之後, 發表他們的經典之作, 已經成為現代學術傳

奇精彩的一章 (見 Black (1989) 的自述)。 同年, R. Merton (1973) 亦導出同一公式, 並加

以延伸。 為表彰他們的傑出貢獻, 1997 年諾貝爾經濟學紀念獎頒予 Scholes 與 Merton 兩位

(Black 已不幸於 1995 年早逝)。 這些貢獻不僅是在學術的創新與發展上, 更在人類經濟活動

的拓展上, 直接或間接地創造了龐大的經濟產值。

或有求償權又稱衍生性金融證券 (Financial Derivative Securities)。 其中兩種最基本的

衍生性金融證券是期貨 (Futures) 與選擇權 (Options):

— 期貨是一個買賣契約, 買賣雙方約定在未來某日將交易一種約定商品, 且價格事先約定;

— 選擇權亦是一個買賣契約, 買方在付出一筆權利金之後, 具有在未來某日以約定價格購買

(此種選擇權稱為 「歐式買權」 (European call options)), 或出售 (此種選擇權稱為 「歐式

賣權」 (European put options)) 一種約定商品的權利。

以上契約中的約定商品稱為衍生性金融證券的 「標的資產」(underlying assets)。 它們可

能是個別公司的股票、 股價指數、 利率、 外匯等金融商品, 或是黃金、 白銀、 棉花、 金屬等一般

商品。 衍生性金融證券的價值即由標的資產的價值變動衍生而來。

在現代市埸經濟中, 公司或家計單位常需要選擇可以承擔的風險水準。 選擇權由於其契約

設計的特性—有權利, 而無義務, 在未來以約定價格購買或出售一種約定商品—乃是極為有效
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的避險工具。 但其前提是選擇權必須能夠正確地定價, 以作為市埸買賣的參考, 否則這個市埸就

無法形成, 或擴大發展。

Black , Merton 與 Scholes 的選擇權定價公式不僅讓投資者每日在選擇權市埸有交易的

依據, 它在評定公司股權、 投資計劃的策略、 保險契約、 與保證契約等之價值, 亦是良好的工具。

而其推導方法所應用的隨機微積分更為財務學引進了新的研究利器。

此外, 財務理論亦如其他經濟理論, 須由解釋實際資料的能力來驗證。 選擇權定價理論在

實證方面得到很大的肯定。 公認不只在財務學方面, 且在所有經濟學領域中, 它都是最成功的。

對於衍生性金融證券的定價, 事實上 1900 年法國數學家 Louis Bachelier 在其博士

論文中已作了初步嘗試。 雖然後來者對股價與利率的運動有較佳的描述, 但基本上對 「風險貼

水」(risk premium) 未能作適當的處理, 以致未能有所突破。

以股票作為標的資產的選擇權 (稱 「股票選擇權」) 為例, 由於股價的運動是隨機的, 股價

波動的風險要投資者承擔就須給予適當的報酬, 這種報酬就是風險貼水。 評價選擇權須要有正

確的風險貼水, 但雖然理論上對風險貼水可予以嚴謹的定義, 在實務中卻幾乎不可能觀察到它。

Black , Merton 與 Scholes 的主要貢獻就是指出選擇權定價時, 不必用到風險貼水。 並非風

險貼水消失了, 而是它已經存在現有的股價中。 而可觀察到的現有股價是選擇權定價公式中的

一個重要元素。

隨著時間作隨機變動的股價在數學上可用一種隨機過程 (stochastic process) 來描述。隨

機過程討論隨機變數 Xt 在一段期間的行為。 時間 t 及隨機變數值 Xt 均可為連續性或離散性。

例如 Black , Merton 與 Scholes 採用了 「布朗運動」(Brownian Motion) 來描述股價動態,

它是一種馬可夫過程。 所謂馬可夫過程是指, 當給定 Xs, s ≤ t時, 對 Xτ , τ ≥ t, 的影響, 僅

依賴 Xt , 而不依賴任何 Xu, u < s。

接下來他們應用了一個 「動態避險」(dynamic hedging) 的觀念。 若股價上升$2時, 買權

的價值會伴隨上升$1, 則若一個投資者擁有一股, 可賣兩個買權來消除股價漲跌的風險 (股價

上升$2, 其買權部位則下降$2), 這樣的 「投資組合」(portfolio) 雖然其中的個別證券均有風險,

但卻形成一個無風險組合, 不論股價上漲或下跌, 組合的價值不變。 一般而言, 隨著選擇權到期

日愈來愈近, 股價與選擇權價值的關係會變動, 因此股票與買權的相對數量須作調整, 以維持組

合的無風險性質, 這就是動態避險。 動態避險是選擇權定價理論的核心, 再加上依定義, 無風險

組合應該賺取無風險報酬率的條件, 可導出買權價值所須遵循的偏微分方程式。 再依買權到期

時的邊界條件 (boundary condition), 解之可得下列歐式股票買權的價值公式:

S0Φ(y) − Ke−rT Φ(y − σ
√

T ), (1)

此公式顯示若買權只能在到期時被執行, 買權價值是預期股價 (第一項) 減去預期成本 (第二

項) 之差, 細節請參看式 (7) 及伴隨的討論。
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商業銀行與投資銀行應用選擇權評價公式, 為其所銷售的衍生性金融商品 (稱為 「櫃檯市

場商品」(over the counter products), 以有別於 「交易所交易的商品」 (exchange-traded

products)) 定價, 其自身所產生之風險暴露則到期貨或選擇權等金融市埸去避險。

1973 年芝加哥選擇權交易所 (CBOE)開始交易。 因此, 正如歷史上許多經典理論的問世,

Black , Scholes 及 Merton 的研究超越他們的時代。 到 1979 年 Cox, Ross 與 Rubinstein

(1979) 以 「二項式模型」(Binomial Model) 顯示基本的無套利論點, 使 Black , Scholes , 及

Merton 的創新思惟的重要性更清楚的呈現, 許多後來在市場推出的或有求償權之定價均以之

為基礎。

1979 年, Harrison 與 Kreps (1979), 及後來 Harrison 與 Pliska (1981) 對鞅論 (mar-

tingale)、 隨機積分、 與套利的研究, 使這些財務模式與相關數學的連結更為明確。 自此以後財

務數學發展迅速, 且與市埸的高速成長相呼應。 時至今日, 理論愈趨成熟, 且具有無可挑戰的重

要性, 更已簡化到可以教給國際企業、財務金融、 經濟、 資訊、 數學、 物理、 統計、 與工程等各學

術領域的學生, 成為現代應用數學重要的一環。財務數學本身原具有 「科際整合」(interdisciplinary)

的特性。

在第二節中, 將用二項式模型來描述股票市場價格的波動,討論歐式買權 (European call

option) 定價的一個方法, 並說明如何進行動態避險。 另藉由回顧買權 (lookback call option)

的討論, 說明雖然二項式模型定價方法有效易懂, 但在計算上可能遭遇極大的困難, 所以須要數

值近似法及解析法來克服之。第三節修正第二節中的離散時間模型, 引進兩個連續時間模型, 來

描述股票市場價格的波動及其歐式選擇權之定價, 並比較離散與連續時間模型的相關性。 第四

節以差分及微分方程式進一步說明離散與連續時間模型的連結。第五節為簡單結論。

二. 股票市場價格的離散模型

本節使用二項式模型來描述股票市場價格隨著時間的動態變化, 以解釋選擇權 (option)

的定價方法, 其間並說明如何使用無風險債券來進行動態避險。 二項式模型是一種離散時間模

型 (discrete time model), 因離散時間模型與股票市場實務有相當差異,而比較合理的股價波

動模型是將交易時間視為連續性變數的模型, 所以接下來將使用離散逼近連續的傳統方法, 修

正離散時間模型, 使其較能反映市場股價變動的實況。 並希望在這個帶入連續時間模型的過程

中, 顯示為何需要引進積分理論、 偏微分方程、 鞅論、 及隨機積分等較高層的數學架構及工具,

也希望能說明電腦模擬及數值計算的重要性。

但在本文中的主要部分, 將只使用到多元一次聯立方程組解的相關知識、 微積分層次的極

限概念、 和隨機變數。 隨機變數與一般所熟悉的函數有密切的關係。 如果將周遭世界所發生的
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事物都視為某種因果關係所造成, 這種因果關係可以藉由數學中的函數 y = f(x) 來表示。 在

這裡 y 是果, 而 x 是因。 而當你知道因及 f 時, 你就可以知道果了。 隨機變數一般以 X(w)

來表示, 這可看出 X(w) 與 f(x) 的對應關係, 所以隨機變數是一個函數。 只是隨機變數中的

w 並未加以指定, 這是因為 w 不被觀察到或其中有一部分不被觀察到。 舉例來說, 當我們投擲

骰子時, 可觀察到出現的數字 (這是函數中的 y), 但當再次用 「同樣」 的方式來投擲骰子時, 卻

常出現與上次不同的數字。 這可以採用一種不違反因果關係的想法來解釋: 擲骰子者雖試著用

「同樣」 的方式 (w) 再次投擲骰子, 但實際上他這兩次擲骰子的 w , 其實並不相同 (只是他認

為是相同的), 或是說有部分的 w 並未與前次投擲時的 w 相同。

以下將探討三個例子, 第一個例子是取材於 Harrison 與 Kreps (1979) 文中第四節的

例子。 在這個例子中, 談到三種證券: 甲公司股票、 乙公司股票及一債券, 各以符號 S1(w; t)、

S2(w; t)、 及 S0(w; t) 代表 t 時點時的價格。 為簡化與方便討論起見, 我們僅考慮三個時間

點 (t = 0, 1, 2), 並假設債券不支付利息。 在這個例子中, 將呈現四個概念: 衍生性金融產品

(derivative)、 選擇權、 選擇權定價 (pricing) 的基本想法、 及動態避險。 第二個例子取材於

Cox , Ross 與 Rubinstein (1979) 這篇文章所提出的二項式模型, 目的在於說明如何將第一

個例子中動態避險的想法應用在較接近於現實的例子中。 其中債券每期支付利息。 第三個例子

是探討 「回顧買權」(lookback call option) 的定價問題, 目的在於說明解第二個例子中的方法

雖然可以定出價格, 但在實務上可能會遭遇計算執行的困難。 這個困難的解決之道將在下節討

論。

例一. Harrison 與 Kreps (1979) 文中的例子。

假設在時間 t = 0 時, 某投資者計劃在時間 t = 2 時, 擁有兩股甲公司股票及一股乙公

司股票。 此投資者可以考慮在時間 t = 0 時, 如數購入兩股甲公司股票及一股乙公司股票, 保

留到時間 t = 2 ; 或者他可以什麼也不做, 等到時間 t = 2 時再以市價購買之。 第一種作法

可能因為未來股價下跌, 投資者後悔預先購股。第二種作法則可能因為未來股價上漲, 投資者後

悔未預先購股。 最後, 他選擇在時間 t = 0 時, 購入一歐式買權, 此歐式買權允許此人在時間

t = 2 時, 以時間 t = 0 時所約定的計價方式來購買股票。 市場股價跌, 他可放棄買權, 以市價

購股; 市場股價漲, 則用約定的較低價格購股。 換句話說, 買權使他規避了股價波動的風險。 選

擇權產生的原因就是因為市場投資者需要這種產品來降低風險 (所謂 「避險」(hedging))。 另一

方面, 投資者也會需要這種產品來在價格波動的市場中站在有利的地位, 以獲取最大的利潤 (所

謂 「投機」(speculation))。

而當一家公司提供這種產品時, 就需要對此產品定出正確的價格。 若產品定價錯誤, 提供

產品的公司就須擔心被投資者進行 「套利」(arbitrage), 而造成財務上巨大的損失 (套利的一種
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定義是指投資者不需投入任何資金就可獲利的情況)。 所以在為選擇權定價時, 必須考慮市場上

投資者使用選擇權的這三種作法, 方能定出正確的價格。

現在假設某公司在時間 t = 0 時出售一種歐式買權。 該選擇權允許購買者在時間 t = 2

時, 可用 14 元再加上在 t = 0, 1, 2 這三個交易時間點以這兩種股票最低市價的兩倍, 購買兩

股甲公司股票及一股乙公司股票。 若於合約到期日 t = 2時, 兩股甲公司股票及一股乙公司股

票之總價值超過 14 元再加上在這三個交易日中這兩種股票最低市價的兩倍, 該選擇權的持有

人當然會去執行 (exercise) 這個選擇權, 以低於市價的價格買到股票。 反之, 就不會去執行這

個選擇權。 所以這個選擇權在時間 t = 2 時的市場價格, 若用數學符號來表示, 可以定義成

x(w) = {2S1(w, 2) + S2(w, 2) − [14 + 2 min
0≤t≤2

min(S1(w, t), S2(w, t))]}+.

在這裡當 A > 0 時, A+ = A ; 不然, A+ = 0。

對於這個衍生性商品或選擇權, 在考慮它的定價問題前, 我們先用下表來描述甲、 乙兩公

司股票市場價格的變動狀況, 以及此選擇權在時間 t = 2 時的市場價格。

表一. 甲、 乙公司股票價格與時間關係圖

t = 0 t = 1 t = 2 股票價格路徑 x(w)

ր (14, 9) w1 5

(11, 9) −→ (10,13) w2 1

ր ց (10, 8) w3 0

ր (14, 9) w4 5

(10,10) −→ (11,10) −→ (10,13) w5 0

ց (10, 9) w6 0

ց ր (12,10) w7 4

(8,11) −→ (7,15) w8 1

ց (7,10) w9 0

在 [表一]中, w1 代表甲公司股票由時間 t = 0 到 t = 2 的價格分別是10, 11, 14; 而乙公司則

是 10, 9, 9, 所以 x(w1) = 5。

現在應用動態避險的想法, 來決定此歐式買權在 t = 0 時的價格。 假設這個選擇權的價格

定為 π 元, 對出售選擇權的公司而言, 它的第一個想法是不要有風險。 歐式買權的賣方為預備

買方的執行, 最好備有股票。 因為買方會在股價上漲時執行其買權,若到時賣方才要在市場購股

來應付, 就會吃虧。
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在時間 t = 0 時, 賣方售出一個上述的歐式買權換取了 π 元, 但在時間 t = 2時, 由於選

擇權買方執行其權利, 它需要支付一個隨機的數額 x(w), 而可能的取值是 0、1、4、5 (股票市價

與執行價格之差)。 但確切的取值與甲、 乙公司股票價格於 [表一]所走的那一路徑有關。

雖然出售此選擇權的風險, 來自於公司無法掌握的未來股價變動, 但它可以使用手中現有

的資產 π 來降低風險。 當股票上漲時, 因到期時應付買方執行所需支付的金額可能較高, 顯然

該多買股票; 反之, 則將資金投資債券 (如為負值, 係代表向銀行借款)。 現令 ∆t1 及 ∆t2 代表

時間 t(t = 0, 1) 時, 所擁有的甲、 乙兩公司股票張數, 剩餘的錢就用來購買債券。 如果能掌握

到在時間 t = 2 時, 不管 w 為何 (在這裡 w 係反應股票價格所走的路徑), 也就是不管任何情

況發生, 選擇權賣方的資產完全與 x(w) 相等, 賣方就可以完全避開風險。

以下我們來看這樣的想法是否行得通。 在時間 t = 0 時, 出售選擇權的賣方所擁有的資產

可由下式來表示:

π = X0 = ∆01S1(w, 0) + ∆02S2(w, 0) + [π − ∆01S1(w, 0) − ∆02S2(w, 0)]。

到時間 t = 1 時, 所擁有的資產會隨著當時的股票價格而改變, 由 [表一]知 X0 屆時可能的取

值是: π + ∆01 − ∆02 、 π + ∆01 、 及 π − 2∆01 + ∆02 ; 而到時間 t = 2 時, 可能的取值

是: π + 4∆01 − ∆02 、 π + 3∆02 、 π − 2∆02 、 π + 4∆01 − ∆02 、 π + 3∆02 、 π − ∆02 、

π + 2∆01 、 π − 3∆01 + 5∆02 、 及 π − 3∆01 。 這就面臨到解三元一次方程組的問題。 但此

方程組中共有九個方程式, 我們不難由 [表一]發現這個方程組無解。 在更一般的問題上, 由方程

式論可推知大概是行不通的無解情況, 因為方程式過多而未知參數太少。

但剛剛的說法並不完全正確, 因為在時間 t = 0 時, 僅知道 {wi}, 1 ≤ i ≤ 9, 這

其中之一會發生。 而若令 A1 = {w : w = w1, w2, w3} 、 A2 = {w : w = w4, w5, w6}
、A3 = {w : w = w7, w8, w9}。 則到時間 t = 1 時, 出售選擇權的公司已經知道A1、 A2、 A3

三者之一會發生。而知道 Ai 之後, 又只有三種情況之一會發生。 所以在時間 t = 1 時, 選擇權

賣方掌握到的訊息較 t = 0 時為多, 此時應該運用此資訊作一次資產組合的調整。

假設 A1 發生, 此時出售選擇權換來的資產是 π + ∆01 − ∆02, 令其為 X1。 在這種情

況之下, 我們知道到時間 t = 2 時, 與 A1 真正相關的股票路徑只有三條 (即w1, w2, w3)。

此時若調整資產組合使甲公司的股票張數為 ∆11, 乙公司的股票張數為 ∆12, 債券金額就成為

X1 − 11∆11 − 9∆12。 為能在無損失的條件下履行所售選擇權契約, X1、∆11、 及 ∆12 需滿足

下列三元一次方程組:

14∆11 + 9∆12 + [X1(w) − 11∆11 − 9∆12] = 5,

10∆11 + 13∆12 + [X1(w) − 11∆11 − 9∆12] = 1,

10∆11 + 8∆12 + [X1(w) − 11∆11 − 9∆12] = 0。
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此方程組的解是 ∆11 = 1.2、 ∆12 = 0.2、 及 X1 = 1.4, 當 w ∈ A1 時。

如果用比較簡潔的方式來表達上述的過程, 因在時間 t = 2 時, 此時由出售選擇權所得而

建立的資產值可表示為

∆11S1(w, 2) + ∆12S2(w, 2) + [X1(w) − ∆11S1(w, 1) − ∆12S2(w, 1)],

而履行所售選擇權契約需要 x(w)。 所以須解下列函數方程式

∆11S1(w, 2) + ∆12S2(w, 2) + [X1(w) − ∆11S1(w, 1) − ∆12S2(w, 1)] = x(w)

當 w = w1, w2, w3 時。

同理, 當 w ∈ A2 時, 我們須求上列函數方程式的解, 但 w = w4, w5, w6。 所求出的解是

∆11 = 1.25 、 ∆12 = 0 、 及 X1(w) = 1.25。 而當時, 所求的解是 ∆11 = 0.8 、 ∆12 = 0.2 、

及 X1(w) = 1 。

下一步的問題是在問, 在時間 t = 0 時所組成的資產組合, 到時間 t = 1 時, 能否達到

1.4 、 1.25 及 1, 當 w ∈ A1, A2, A3 時。 再次我們得解一個函數方程式, 或下列三元一次方程

組:

11∆01 + 9∆02 + [X0(w) − 10∆01 − 10∆02] = 1.4,

11∆01 + 10∆02 + [X0(w) − 10∆01 − 10∆02] = 1.25,

8∆01 + 11∆02 + [X0(w) − 10∆01 − 10∆02] = 1。

所求的解為 ∆01 = 1/30 、 ∆02 = −3/20 、 及 X0(w) = 73/60。 在這裡 X0 代表在時間t = 0

時, 公司配合出售此選擇權所組成的無風險資產組合, 在時間 t = 0 時的市場價格。

由上述得知該選擇權的定價應為 73/60 元, 因為經由動態避險,賣方資產之價值在未來任

何情況下, 均與所賣的選擇權之給付 (payoff) 相同, 則此資產的價值即為該選擇權的價值。 此

外, 在時間 t = 0 時, 應該購入 1/30 張甲公司股票, 並 「賣空」(short sale, 又稱融券, 借證券

賣出, 未來再買來歸還之意) 3/20 張乙公司股票。 接下來, 在時間 t = 1 時, 若觀察到事件 A2

發生, 此時應該調整為擁有 1.25 張甲公司股票, 及 0 張乙公司股票。 其他情況依此類推。

例二. 二項式模型與歐式買權的定價

現在用 Cox, Ross and Rubinstein (1979) 這篇文章中所提出的二項式模型, 來探討歐

式買權的定價問題及說明如何進行動態避險。 此例中的歐式買權是指在時間點 t = n 時, 持

有者可以用預先約定的執行價格 K 來購買一特定的股票。 若將該股票於時間 t 時的價格寫為

St(w), 這個選擇權在時間 t = n 時的市場價格, 以數學符號來表示, 可以寫成

x(w) = [Sn(w) − K]+.
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在二項式模型中, 假設股價隨著時間的動態變化可由二項式分配來描述, 即每期股價的變

化只能上漲或下跌某一比例, 並假設上漲或下跌的比例, 並不隨時間而變。 所以

St+1 = uSt 或 dSt, u > d,

而上漲或下跌所發生的機率分別為 q 及 1 − q。 因此, 在時間點 t 時, St(w) 的可能取值是

umdt−mS0, m = 0, 1, . . . , t + 1,

其發生之機率為 C(t, m)qm(1 − q)t−m。 由這些定義我們不難察覺到, S1/S0, S2/S1, . . . ,

Sn/Sn−1 的取值是 u 或 d , 而其發生的機率分別是 q 及 1 − q , 在機率學中稱這是一種

「隨機漫步」(random walk)。

接下來談到避險, 我們須引進一低風險或無風險的金融商品。 在這裡我們考慮 「無風險債

券」, 其每期支付的利率固定為 r 。 顯然 1 + r 應該介於 u 及 d 之間。 不然的話, 當 d > 1 + r

時, 表示在最壞的狀況下, 股票的獲利仍高於債券支付的利息, 所以當然該持有股票。 由於無人

願投資債券, 故債券會從市場消失。而當 u < 1 + r 時, 就只有債券會存在。 顯然兩種情況均不

符實際。

為能避險, 由 [例一]中可看出, 應該依據股票價格的波動來動態調整股票及債券的持有量。

假設在時間 t = 0 時, 出售一個歐式買權, 換取了 π (或 X0) 元, 並用此資金開始一個包含股票

及債券的投資組合。 且採取一種 「自我融資」 (self-financing) 的策略, 就是一直到時間 t = n

前,都不再投入資金, 也不取出資金使用。 在動態調整下,若令於時間 t 時 (t = 0, 1, . . . , n−1),

該投資組合的市場價值為 Xt(w) 元, 所持有的股票張數為 △t, 則到時間 t + 1 時的債券總值

就是

[Xt(w) − ∆tSt(w)](1 + r),

而股票總值是 ∆tSt+1(w), 其中 ∆t 是在時間 t − 1 時所決定的。

因不再投入資金, 也不取出使用, 所以在時間 t 及時間 t + 1 點, 投資組合市場價值應滿

足下式:

Xt+1 = ∆tSt+1 + (1 + r)(Xt − ∆tSt) = (1 + r)Xt + ∆t[St+1 − (1 + r)St]。

如果能找到投資組合{ ∆0、 ∆1、. . .、 ∆n−1}, 使得對所有的 w, Xn(w) = x(w) 都成立。 則該

發行歐式買權的公司, 就可以完全避開風險。

現在依據 [例一]的方法, 由時間 t = n 回溯算回去, 直到時間 t = 0 為止, 以求函數

方程式的解。 假設在時間 t = n − 1 時觀察到的股票價格為 Sn−1 , 此時雖不知 Sn 為何,

但 Sn(w) 的取值只可能是 uSn−1 或 dSn−1; 同理 x(w) 的取值只可能是 [uSn−1 − K]+ 或
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[dSn−1 − K]+。 現解函數方程式 Xn(w) = x(w), 或求滿足下列二元一次方程組的 Xn−1(w)

及 ∆n−1:

(1 + r)Xn−1(w) + ∆n−1[u − (1 + r)]Sn−1(w) = [uSn−1(w) − K]+,

(1 + r)Xn−1(w) + ∆n−1[d − (1 + r)]Sn−1(w) = [dSn−1(w) − K]+.

此方程組中的 [uSn−1 − K]+ 及 [dSn−1 − K]+ 是代表在時間 t = n 時應有的資產總值, 以

應付所售選擇權契約之需, 而避開所有的風險。 此方程組的解是

∆n−1 =
1

Sn−1(w)

[uSn−1(w) − K]+ − [dSn−1(w) − K]+

u − d
,

Xn−1(w) = (1 + r)−1
{(1 + r) − d

u − d
[uSn−1(w) − K]+

+
u − (1 + r)

u − d
[dSn−1(w) − K]+

}

.

如將 [(1 + r) − d]/(u − d) 寫成 p (此處 0 < p < 1 因 u > 1 + r > d), 則

Xn−1(w) = (1 + r)−1
{

p[uSn−1(w) − K]+ + (1 − p)[dSn−1(w) − K]+
}

. (2)

接下來考慮時間 t = n − 2 時, 此時觀察到的股票價格為 Sn−2, 此時雖不知 Sn−1 為何,

但 Sn−1(w) 的取值只可能是 uSn−2 或 dSn−2。 而要能履行所售選擇權契約所需, 所以在時間

t = n − 1 時, 依 (2) 可知所需資產 Xn−1(w) 的取值為

(1 + r)−1{p[uuSn−2 − K]+ + (1 − p)[duSn−2 − K]+}, 或

(1 + r)−1{p[udSn−2 − K]+ + (1 − p)[ddSn−2 − K]+}.

所以需解函數方程式 Xn−1(w) = x(w), 或求滿足下列二元一次方程組之 Xn−2(w) 及 ∆n−2:

(1 + r)Xn−2(w) + ∆n−2[u − (1 + r)]Sn−2(w) =

(1 + r)−1
{

p[u2Sn−2(w) − K]+ + (1 − p)[udSn−2(w) − K]+
}

(1 + r)Xn−2(w) + ∆n−2[d − (1 + r)]Sn−2(w) =

(1 + r)−1
{

p[udSn−2(w) − K]+ + (1 − p)[d2Sn−2(w) − K]+
}

.

這組方程於型式上與時間 t = n − 1 時的方程組一樣, 所以

∆n−2 =
1

Sn−2(w)

1

u − d

{

(1 + r)−1(p[u2Sn−2(w) − K]+ + (1 − p)[udSn−2(w) − K]+)

−(1 + r)−1(p[udSn−2(w) − K]+ + (1 − p)[u2Sn−2(w) − K]+)
}

,
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Xn−2(w) = (1 + r)−2
{

p2[u2Sn−2(w) − K]+ + 2p(1 − p)[udSn−2(w) − K]+

+(1 − p)2[d2Sn−2(w) − K]+
}

.

一般而言, 因將在時間 t 時所觀察到的股價為 St, 所以 St+1(w) 的取值只可以是 uSt 或

dSt, 而 Sn(w) 的取值只可能是 ujd(n−t)−jSt, 其中 j 的取值由 0 到 n − t。 而要能應付所售

選擇權契約之需, 在時間 t + 1 時, 依同理可知資產 Xt+1(w) 所需的取值是

(1 + r)−[n−(t+1)]
n−t−1
∑

k=0

C(n − t − 1, k)pk(1 − p)n−t−1−k[ukdn−t−1−kuSt − K]+, 或

(1 + r)−[n−(t+1)]
n−t−1
∑

k=0

C(n − t − 1, k)pk(1 − p)n−t−1−k[ukdn−t−1−kdSt − K]+.

在下式中, 將用 Xt+1(w
u) 表前者, 而用 Xt+1(w

d) 表後者。 所以

Xt(w) = (1 + r)−1
{

pXt+1(w
u) + (1 − p)Xt+1(w

d)
}

= (1 + r)−(n−t)
n−t
∑

j=0

C(n − t, j)pj(1 − p)n−t−j[ujdn−t−jSt − K]+, (3)

∆t =
1

St(w)

1

u − d
[Xt+1(w

u) − Xt+1(w
d)]. (4)

在推導 Xt(w) 時, 使用了這個恆等式

C(n − t − 1, k − 1) + C(n − t − 1, k) = C(n − t, k).

所以得出歐式買權的定價為

X0 = (1 + r)−n
n

∑

j=0

C(n, j)pj(1 − p)n−j[ujdn−jS0 − K]+. (5)

當寫成這個型式後, [ujdn−jS0 − K]+ 可視為擁有歐式買權在時間 n 時, 該衍生性商品

的可能取值, C(n, j)pj(1 − p)n−j 則是股票由時間 0 到時間 n 之間, 一共往上漲 j 次而往

下降 n − j 次的機率。 透過這樣的解釋, 可借用機率學中期望值的符號來表示該定價。 但請注

意的是, 這裡的 p 並非二項式模型中, 相鄰時點之間股價上漲的機率 q。 這說明了歐式買權定

價者與購買者對股價上漲的機率 q 的看法並不須要一致, 而在實際情況下, 人們對股價上漲及

下降的機率, 也大概不會一致。 二項式模型只要求對 u 及 d 的取值要有共識。 此外, 歐式買

權的定價也不會因購買者之間有不同的風險偏好, 而有不同的定價。 P 因此被稱為 「風險中立

機率」(risk-neutral probability)(見註一), 因為雖然歐式買權的投資者們對股價上漲的機率 q

的看法或有不同, 但對其定價卻是同意的。這就好像大家都處於風險中立的世界, 個人放棄自己

的風險偏好, 以風險中立機率去定價。
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在這個二項式模型中, 共有四個參數 u、 d、 r、 q。 在歐式買權的定價公式中, 並不與 q 有

關。 但在實際問題中, 債券的利率 r 應該與時間有關。 當計算定價時, 如果在各個時間點的利率

已知, 且以 rj 表示時間點 j 的利率, 此時歐式買權定價公式中的 (1 + r)n 可用 Πn=1
j=0 (1 + rj)

來取代。 而當參數 u 及 d 的取值與時間有關時, 如果在時間 t = 0 時就已知其取值, 可將

(1 + rj − dj)/(uj − dj) 記為 pj, 此時式 (5) 中的 (1 + r)n 可用

Πn−1
j=0 (1 + rj)

來取代, 而 C(n, j)pj(1 − p)n−j 可用

Π∑

ti=jp
ti
i (1 − pi)

1−ti

來取代。 注意這裏的 ti 的取值是 0 或 1, 這代表在時間 n 時, 股票價格總共有 j 次的上漲及

n − j 次的下降的所有可能的路徑。 雖然 C(n, j) 這條路徑都有 j 次的上漲及 n − j 次的下

降, 但因路徑不同, Π∑

ti=jp
ti
i (1−pi)

1−ti 的值會不同。 所以每一路徑需個別計算,這種計算可

能需時甚久, 這個現象會在 [例三]中再作進一步的說明。

與波動有關的參數是 u 及 d, 顯然在計算定價時, 各個時點的波動設定不是一個簡單的問

題。 當將各時點的波動參數記為 uj 及 dj 時, 定價公式可以相對的修正。 但在時間 t = 0 時,

並不知道 rj、 uj 及 dj, 這個問題相當複雜, 並不在這篇介紹性文章所討論的範圍。

在第參節中會考慮到 n 很大的情況, 在一些特定的條件下,二項式模型所描述的股價波動,

與 Black and Scholes (1973) 的連續時間模型是一致的, 亦即該文中所導出的定價公式與式

(5) 是一致的。

例三. 二項式模型與回顧買權的定價

在本節中考慮一回顧買權, 該選擇權允許買方以簽約後到時間 t = n 時為止的最低股

價來購買股票。 所以這個選擇權在時間 t = n 時的市場價格, 可以寫成 x(w) = Sn(w) −
min0≤j≤n Sj(w) 。 與歐式買權相同的地方是, 回顧買權只可以在時間 t = n 時執行。 但兩者

有一個很大的差別, 就是回顧買權的市場價格與標的股價所走的特定路徑有關。

也就是說, 若在時間 t = n 時的股價是 ujdn−jS0, 歐式買權在時間 n 時的市場價格就

是 [ujdn−jS0 − K]+。 但對回顧買權而言, 卻不太一樣, 因為總共有 C(n, j) 種路徑可到達

ujdn−jS0 這個股票價格。 顯然其中很多條路徑所可達到的最小值是不一樣的。 所以 x(w) 會依

據其路徑, 而有不同的取值, 雖然 Sn(w) 的取值相同。

因在時間 t = n 時方可執行此選擇權, 所以仍然可以用處理歐式買權的二項式模型來定

價, 但須要對應調整方程組中的資產取值, 而其複雜度卻也增加了許多。 舉例來說, 當 n = 66
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時, 歐式買權的市場可能價格只有 67種, 但回顧買權的可能價格, 卻可能達到 266 (約 7×1019)

種, 所以需調整式 (5)。

現在引進另一種思考來看歐式買權的定價。 首先看 {Xt(w) : t = 0, 1, . . . , n} 這個為避

險所組成的新金融產品的價值與時間的關係, 因為

Xt+1 = (1 + r)Xt + ∆t[St+1 − (1 + r)St] ,

而在時間 t 時, Xt、 r、 ∆t 是確知的, 所以在時間 t + 1 時, 其隨機變動僅僅是由 St+1 所造成

的。 我們不難得到 ∆t[St+1 − (1 + r)St] 的可能取值為

(1 − p){[uSt − K]+ − [dSt − K]+}, 或

p{[uSt − K]+ − [dSt − K]+},

而發生的 「機會」 分別是 p 及 1− p 。 在前述風險中立的世界裡, 任何資產 (或投資組合) 賺取

無風險利率, 因此

Ẽ(Xt+1 | Xt) = (1 + r)Xt.

其中的期望值以風險中立的機率 p 及 1 − p 計算。 當採用這個解釋時, 則因今天的價值是未來

價值的折現值 (discounted value), 故

X0 = Ẽ⌊(1 + r)−n[Sn − K]+⌋,

這裡的 [Sn − K]+ 代表出售該歐式買權在 t = n 時的金額化風險, 而 (1 + r)−n 是將時間

n 時的風險金額轉化成時間 0 時的金額。 應用此思考, 可馬上得到式 (5) 所定義的歐式買權價

格。 同理, 應用這個方法也可立即得出下列回顧買權的價格,

X0 = (1 + r)−n
∑

w

pi(1 − p)n−i[uidn−iS0 − min
0≤j≤n

Sj(w)],

這裡的 w 共有 2n 種。 若與歐式買權的價格公式相比較, 歐式買權求和的部份只需考慮 n + 1

種狀況, 這是因為在時間 n 時, 股票價格為 ujdn−jS0 的這 C(n, j) 種股票價格路徑, 都有相

同的 [Sn(w) − K]+ 值。 但在回顧買權卻是不一樣, 於本例中已提到當 n = 66 時, 回顧買權

的計算需考慮約 7×1019 種狀況, 如遭遇到更大的 n 時, 在計算上確實有其困難。

為解決這個問題, 文獻上提出兩種解決方法。 第一種方法是利用數值方法, 例如以電腦模

擬的方式來求取近似解。 其想法是模擬 S1/S0, S2/S1, . . . , Sn/Sn−1 隨機漫步多次 (可想成投

擲 n 次正面出現的機率是 p 的錢幣), 依此得出股票價格所走的多次路徑, 並依之定出

(1 + r)−n[uidn−iS0 − min
0≤j≤n

Sj(w)]
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的值, 再使用大數法則, 用平均值來求得 X0 的近似值。而其標準差也可給出此近似值與X0 的

可能差異幅度。 有關這個方法的早期文獻請參考 Boyle (1977)。 第二種方法是用連續時間模型

來逼近離散時間模型, 將二項式模型改寫成 Black and Scholes (1973) 文中的連續時間模型,

再用解偏微分方程式的方式, 來解決二項式模型計算上所遭遇的困難。

截至目前, 我們只考慮歐式選擇權。 此種選擇權合約是只可在合約終止日 (即第一節中的

「未來某日」) 履行合約, 而在市場上有另一類型的選擇權,這種合約允許在其終止日之前任何一

天履行合約, 此種選擇權稱為美式選擇權 (American option)。 這種選擇權也具有回顧買權的

特性, 即其定價是與路徑相關。 直至今日, 一個快速且精確的解析定價公式, 仍是此領域工作者

努力的方向。
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