
碎形專題
∗
一

從 Cantor 集到碎形

林琦焜

一. 前言

我們已經在前文 [8], 談到從十進位的

概念來分析 Cantor 集, Cantor 集可以說

是歷史上第一個出現的碎形 (fractal)∗。 什麼

是碎形? 從 Cantor 集來想像; 碎形的基

本特徵是它的自我相似性 (self-similar) 與

其維數 (dimension) 不必是整數。 這正是這

篇文章所要談的兩個主題; 所謂自我相似是

指無論採取任何大小的尺度 (scale) 對它作

測量, 其形不變, 意即在碎形中取某一點之鄰

域, 並將此鄰域放大, 你將發現放大後的圖形

與原來的並沒有什麼兩樣, 在數學與自然界

中都有豐富的碎形。 最典型的例子就是 Can-

tor 集還有與之相關的一序列結果, 如 科赫

雪片, Peano 填滿空間的曲線. . .等等都是碎

形。

Cantor 集顧名思義與 Georg Cantor

(1845–1918) 有密不可分的關係, 他是歷史

上第一個對無限 (infinite) 有真正認識的數

學家與哲學家, 關於其生平讀者可參閱 [5]。

本文另一主題 — 維數 (相似或碎形維數),

則是與 Georg Cantor 一樣有猶太人血統的

Felix Hausdorff 之貢獻。 Felix Hausdorff

(1869–1942) 是猶太裔的數學家, 1891年畢

業於 Leibzig, 爾後仍留在 Leibzig 直到

1910年才轉往波昂 (Bonn), 1935年之後由

於其猶太背景不見容於納粹, 經過數年的痛

苦折磨後於1942年偕妻子與妻子的妹妹一起

自殺身亡。

Felix Hausdorff 的主要工作是拓

撲學 (topology) 與集合論 (set the-

ory), 其中最重要的著作是在1914 年出版

的 “Grundzüge der Mengenlehre” 這

本書可視為點集拓撲學 (point set topol-

ogy) 的里程碑, 自此空間 (space) 被視

為有單獨性的結構, 而不再像過去一樣那麼

依賴群 (group) 的觀念 (例如; F. Klein

(1849–1925) 的 Erlangen Program)。 在

∗ 碎形的英文為 fractal, 源自拉丁文 fractus, 含有破碎的意思, 英文的部分的 (fractional) 與破裂 (frac-
ture) 也源自這個字, Benoit Mandelbrot 於1975年創造了該詞, 為的是要描述在不同範圍裡都具有相同的

不規則的奇怪幾何。 本刊十五卷三期 (民國八十年九月) 曾刊登 「混沌與碎形專題」, 有興趣的讀者可參閱。
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當時 F. Hausdorff 綜合比較現有的理論發

現: 距離(metric),鄰域(neighborhood), 極

限(limit) 這三個觀念的關係為:

距離觀念 =⇒ 鄰域觀念 =⇒ 極限觀念

意思是在一個空間 (即一個抽象集合), 若從

距離觀念出發就可以定義鄰域與極限; 若從

鄰域觀念出發就可以定義極限, 但不能定義

距離; 若從極限觀念出發不能定義鄰域也不

能定義距離。 因此 Hausdorff 選擇鄰域的幾

個性質作為拓撲空間 (topological space)

公理化的定義; 也就是說利用鄰域的觀念建

立起點集拓撲學公理化的基礎。

Hausdorff 於 1919 年引進 Hausdorff

維數 (Hausdorff dimension) 的概念, 這個

新觀念可用來研究科赫雪片 . . . 等複雜的曲

線, 數十年後的碎形幾何 (或分形幾何) 更是

依此來定義碎形維數 (或相似維數): 如果一

個碎形 S 可以劃分成 N 個一樣大小 (在歐

氏幾何的意義下) 的子集, 每一個都是原集合

S 的 r 倍, 則 S 之碎形維數 D 定義為

D ≡
log N

log(1/r)

這實際上就是 Hausdorff 維數的簡單翻版。

最初 Benoit Mandelbrot 定義碎形為一個

集合其 Hausdorff 維數嚴格大於拓撲維數

(一個集合的拓撲維數總是整數), 但無論如何

碎形維數是碎形幾何這門新興學問最重要的

思想之一。

Hausdorff 除了引進 Hausdorff 維數

之外還有 Hausdorff 測度 (Hausdorff mea-

sure) 這個重要觀念, 另外在拓撲學與泛函

分析 (functional analysis) 中的距離空間

(metric space) 也是他的貢獻並由他所命

名。

二. Hausdorff 維數

我們已經知道 Cantor集之長度 (測度)

為零, 但這並不表示沒有東西, 通常歐氏空間

的度量方法無法比較碎形之大小, 所以勢必

要引進 Hausdorff 維數或碎形維數的概念。

例如一個毛線球, 遠看是一點 (0 維), 近看

是一個球 (3 維), 再細看又是一維的線所纏

繞而成有著更精細的結構, 可見維數是與尺

度有密切關係。 要談這個新概念當然還是從

日常生活中熟悉的觀念著手, 因為任何新的

事物絕不會憑空而降, 而是對於原事物有更

深入的認識。 現在取一邊長都是1的正方形,

把它的邊長放大二倍, 所得的圖形為原來的

四倍, 如下圖:
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因此我們說這個圖形是二維的。 同理取一邊

長皆為1的立方體, 把每個邊都放大二倍, 則

新的圖形為8個原來的立方體, 如下圖:
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因此這是三維的。 一般而言把一個 d 維的幾

何對象, 每一維的尺寸都放大 ℓ 倍, 我們得到

k 個原來的幾何對象。 這三個數的關係為 取

對數得

ℓd = k

d =
ln k

ln ℓ

換句話說, 維數 (dimension) 可重新由此式

而定義, 而這正是 Hausdorff 於 1919年所

引進的 Hausdorff維數 (Hausdorff dimen-

sion)。

測量的角度:

維數的看法可以從測量的角度來看, 想

像一個區域面積為 S, 而利用半徑為 r 的小

圓來覆蓋, 基本上我們需要小圓的數目為

N =
S

πr2
∝

S

r2
.

當然球愈小, 半徑愈小, 我們可以測得更準,

但無論如何所需小圓之數目其比例總是 S
r2 。

同理, 用半徑為 r 的小球來填滿一體積為 V3

之區域, 所需小球的數目之比例為

N ∝
V3

r3
,

一般情形在 d 維空間利用半徑為 r 之小球來

填滿體積Vd之區域, 所需之球數為

N ∝
Vd

rd
,

如果小球之半徑 r 維持不變, 而將 Vd 之每

個邊都放大為 ℓ 倍, 成為 V ℓ
d = kVd, 因此覆

蓋 V ℓ
d 之 球數為

N ∝
V ℓ

d

rd
=

kVd

rd

另一方面, Vd 維持不變,而把球的半徑縮小 ℓ

倍, 則需球數

N ∝
Vd

(r
ℓ
)d

=
ℓdVd

rd
,

比較這兩式得

ℓd = k =⇒ d =
ln k

ln ℓ
.

因此又回到 Hausdorff 之定義, 利用此式我

們可以用來定義非整數的空間維數。 直接由

此定義可得通常我們所熟悉的點、線、 面、 立

方塊之 Hausdorff 維數, 仍然是 0, 1, 2, 3 與

平常的經驗完全吻合。 這類整數維數的幾何

對象有一個共同的特性: 用低一維的尺度來

量, 得到無窮大 ∞; 用高一維的尺度來量, 得

到零, 唯有使用適當的尺度來量, 才得到一個

有限的數。 例如我們可以說一個邊長為2的正

方形:




長度 = ∞ 1 維尺度

面積= 4 2 維尺度

體積= 0 3 維尺度
...................................................................................................................
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2

2

Hausdorff 維數的抽象定義為:

df = lim
ǫ→0

( ln N(ǫ)

ln(1

ǫ
)

)

我們再回到 Cantor 集, 由前面的製造

過程中, 若取 (0, 1

3
) 為考慮對象, 把尺度放大
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ℓ = 3 倍, 則與原來 (0, 1) 完全相符。 同理,

對 (2

3
, 1) 亦然, 因此 k = 2, 於是由定義知

df =
ln 2

ln 3
≈ 0.6309 · · · ,

它的維數介於 0 (點) 和1(線) 之間, 不是

一個整數, 而這也解釋了在前面所談 Cantor

集, 像點又不像點, 像線段又非像線段點之現

象。

另外也可以由抽象定義這麼看 Cn 其線

段長度為 ǫ = (1

3
)n, 共有 N(ǫ) = 2n 個區

間, 故

df = lim
ǫ→0

ln N(ǫ)

ln(1

ǫ
)

= lim
ǫ→0

ln 2n

ln 3n

=
ln 2

ln 3
≈ 0.6309

維數可以不是正整數! 這是全新的經驗, 同

時也說明古典歐幾里得幾何的限制, df 為非

正整數也解釋了 Cantor 集的碎形 (fractal)

之本質。 這是近代數學中最富革命性的發展,

藉著對 Cantor 集有更深入之暸解, 也幫助

動力系統 (dynamical system) 有長足之進

展。

三. 二維的 Cantor 集

科赫雪片

這個出名的例子是瑞典數學家科赫

(Helge von Koch, 1870-1924) 於1904年

發現的, 我們從正三角形著手: 利用三分法將

每一邊三等分後取中間那段造一新的正三角

形向外豎立在原三角形各邊的中間, 於是得

到六個為原三角形九分之一的正三角形: 第

二階段則在這新的六個正三角形重覆第一階

段之作法, 而後依此步驟無限地繼續下去, 其

極限之圖形就稱之為 科赫雪片。

科赫雪片前四個階段的構造

假設原正三角形之邊長等於3則科赫雪

片之邊長可如此計算 : 由正三角形之對稱性



從 Cantor 集到碎形 7

我們僅需考慮其中一邊, 新的圖形之邊長為

前一個線段的三分之一, 而數目則增加為四

個, 因此由歸納法知科赫雪片之 邊長為

3 ×
(1

3
× 4

)
, 3 ×

( 1

32
× 4 × 4

)
, · · · ,

3 ×
(4

3

)n
, · · · · · ·

科赫雪片之邊長 = lim
n→∞

3 ×
(4

3

)n
= ∞

而面積則仿邊長之討論: 第一階段只增加一

個正三角形第二階段增加四個正三角形依此

類推故

1 + 3 ×
(1

9
× 1

)
+ 3 ×

( 1

92
× 4

)

+3 ×
( 1

93
× 42

)
+ · · · · · ·

= 1 + 3 ×
1

9

[
1 +

4

9
+

42

92
+ · · ·

]

= 1 +
1

3
×

1

1 − 4

9

=
8

5

原正三角形之面積等於
√

3

4
, 因此科赫雪片之

面積為
√

3

4
× 8

5
=

√
3

10
, 以無限長的曲線卻

僅圍住有限的面積, 這實在是令人費解, 其

Hausdorff 維數等於 (l = 3, k = 4)

df =
log 4

log 3
≈ 1.26 · · ·

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5

0 1

9

1

3

2

3
1

三分法科赫曲線的構成, 每一曲線所標

示的 n 為曲線產生的階段。

Sierpinski 地毯

處理完 [0, 1] 線段之 Cantor 集後,

自然我們會猜測同樣的方法能否推廣至二維、

三維空間等, 答案是肯定的。 由波蘭數學家

Sierpinski 作出例子是將正方形分成九個小

正方形並挖去中間的一個。 而餘下的八個正

方形, 每一個再分成九個小正方形並挖去當

中的一個。這情形就像細胞分裂一般, 新的小

正方形如果用放大鏡來看, 它必須與原先第

一個正方形一樣,這過程就是自我相似 (self–

similar)。
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Sierpinski 地毯前四階段的結構,

Hausdoff維數 df = ln 8/ ln 3
.
=

1.89

Sn 可以用三進位的方式表達出來, 其靈感與

一維的 Cantor 集完全一致, 只是現在同時

要考慮 y 軸, 依照三進位之法則; x 軸 y 軸

都標記 {0, 1, 2}, 因此仿照一維 Cantor 集

可知

S00 =
{
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]

∣∣∣

x=
0

3
+

a2

32
+

a3

33
+ · · ·ak∈{0, 1, 2}

y=
0

3
+

b2

32
+

b3

33
+ · · · bk∈{0, 1, 2}

}

...

S22 =
{
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]

∣∣∣

x =
2

3
+

a2

32
+

a3

33
+ · · ·ak∈{0, 1, 2}

y=
2

3
+

b2

32
+

b3

33
+ · · · bk∈{0, 1, 2}

}

Sij =
{
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]

∣∣∣

x =
i

3
+

a2

32
+

a3

33
+ · · ·

y =
j

3
+

b2

32
+

b3

33
+ · · ·

ak, bk∈{0, 1, 2}
}
, i, j∈{0, 1, 2}

而現在 S1 是將中間的正方形挖去,這相當於

不取 (1, 1), 即

S1 =
{
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] |

x =
a1

3
+

a2

32
+ · · · ,

y =
b1

3
+

b2

32
+ · · ·

(a1, b1) 6= (1, 1),

ak, bk ∈ {0, 1, 2}, k ≥ 2
}

依此類推

S = lim
n

Sn =
{
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] |

x =
a1

3
+

a2

32
+ · · · ,

y =
b1

3
+

b2

32
+ · · · ,

(an, bn) 6= (1, 1),

ak, bk ∈ {0, 1, 2}
}
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其面積之算法為如下:

S1 : (32 − 1) ×
1

32

S2 : (32 − 1)2 × (
1

32
)2

...

Sn : (32 − 1)n × (
1

32
)n

即 Sn 由 (32 − 1)n 個面積為 ( 1

32 )
n 之正方

形所構成

a(Sn) = (32 − 1)n × (
1

32
)n = (

8

9
)n,

故

a(S) = lim
n→∞

a(Sn) = lim
n→∞

(
8

9
)n = 0.

我們同時也計算一下周長

ℓ(S1) = 4 +
4

3

ℓ(S2) = 4 +
4

3
+ 4 ×

4

32
= 4 +

4

3
+ (

4

3
)2

...

ℓ(Sn) = 4 +
4

3
+ (

4

3
)2 + · · ·+ (

4

3
)n

ℓ(S) = lim
n→∞

ℓ(Sn) = ∞,

0與 ∞ 之間的差距實在是太大了, 看來只有

使用介於 1與 2 之間的非整數維數才能測量

出一個有限的“面積”, 利用 Hausdorff 之方

法知

k = 8, ℓ = 3,

因此 Hausdorff 維數為

df =
ln 8

ln 3
= 3

ln 2

ln 3
= 1.8927 · · · .

集合 S 我們稱為 Sierpinki 地毯, 實際上它

不再像地毯, 而是一個很奇怪的曲線!

二維 Cantor 集

通常我們會以為 Sierpinski 地毯是二

維的 Cantor 集, 但這是錯的, 原因是在一維

的 Cantor集我們是挖去中間的部份, 同理對

二維 Cantor 集, 對 x 軸, y 軸都必須實行這

個動作, 這相當於挖去的是中間十字的部份,

用三進位來表示為

C̃n =
{
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]

∣∣∣ x =
∞∑

i=1

ai

3i
,

y=
∞∑

i=1

bi

3i
, ai, bi∈{0, 2}, 1≤ i ≤ n,

ai, bi ∈ {0, 1, 2}, i ≥ n + 1
}

C̃ = lim
n→∞

C̃n = {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]
∣∣∣

x=
∞∑

i=1

ai

3i
, y=

∞∑

i=1

bi

3i
ai, bi∈{0, 2}

}

.............................................................................................................................................................................................
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..............................................................................................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

C̃1

C̃2

· · · · · ·

還可以證明的是

a(C̃1) =面積× 個數 =
1

32
× 22

a(C̃2) =面積× 個數 = (
1

32
)2 × (22)2
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...

a(C̃n) =面積× 個數 = (
1

32
)n × (22)n

a(C̃) = lim
n→∞

a(C̃n) = lim
n→∞

[
(
2

3
)2

]n
= 0

另外可證明的是

C̃=C × C (二維Cantor 集)

=(一維Cantor 集) × (一維Cantor 集)

關於其證明我們就此省略, 讀者有興趣可嘗

試看看。 同理可計算其邊長

ℓ(C̃1)=長度 × 個數 = (
1

3
× 4) = 4 ·

4

3

ℓ(C̃2)=長度×個數=(
1

32
×4)×42=4·(

4

3
)2

...

ℓ(C̃n)=長度×個數=(
1

3n
×4)×4n=4·(

4

3
)n

ℓ(C̃)= lim
n→∞

4 · (
4

3
)n = ∞.

利用 Hausdorff 之方法知

k = 4, ℓ = 3,

因此 Hausdorff 維數為

df =
ln 4

ln 3
= 2

ln 2

ln 3
= 1.2618 · · · ,

而這個數目也正好是一維Cantor集之兩倍。

這也說明為何C̃是二維Cantor 集。

Sierpinski三角形

碎形中另一個著名的例子是 Sierpinski

三角形, 由 Sierpinski 於1915年發展出來,

其造法是從一正三角形出發: 取每一邊之中

點而後將之連接起來形成四個新的小正三角

形挖去中間的正三角形, 於是得到三個為原

正三角形四分之一的正三角形: 第二階段則

在這新的三個正三角形重覆第一階段之作法,

而後依此步驟無限地繼續下去, 其極限之圖

形就稱之為 Sierpinski 三角形。

我們可以摹仿 Cantor 集的三進位表現

式將 Sierpinski 三角形也表為類似的表現

式, 假設 Sierpinski 三角形的三個頂點 A,

B, C 之座標分別是 ~a, ~b, ~c 則 △ABC (包

含內部) 可表為 ~a, ~b, ~c 之凸組合 (convex

combination);

△ABC =
{
λ~a+µ~b+ν~c

∣∣∣ 0≤λ, µ, ν≤1;

λ + µ + ν = 1
}

其次假設三角形 △ABC 三邊 BC, AC,

AB, 的中點為 A′ = 1

2
(~b + ~c), B′ =

1

2
(~a + ~c), C ′ = 1

2
(~a + ~b) 則 A, B′, C ′

三點之凸組合為

λ1~a + µ1

1

2
(~a +~b) + ν1

1

2
(~c + ~a)

=
1

2
~a +

1

2
(λ1~a + µ1

~b + ν1~c),

0 ≤ λ1, µ1, ν1 ≤ 1; λ1 + µ1 + ν1 = 1

換句話說

△AB′C ′=
{1

2
~a +

1

2
(λ1~a + µ1

~b + ν1~c)
∣∣∣

0≤λ1, µ1, ν1≤1; λ1 + µ1 + ν1 =1
}

同理可得

△A′BC ′=
{1

2
~b +

1

2
(λ1~a + µ1

~b + ν1~c)
∣∣∣

0≤λ1, µ1, ν1≤1; λ1 + µ1 + ν1 =1
}

△A′B′C =
{1

2
~c +

1

2
(λ1~a + µ1

~b + ν1~c)
∣∣∣

0≤λ1, µ1, ν1≤1; λ1 + µ1 + ν1 =1
}
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因此我們可以將這三個三角形分別標示 ~a, ~b,

~c
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A

B CA′

B′C ′

1

2

~b
1

2
~c

1

2
~a

由於 Sierpinski 三角形的造法是每次取三邊

的中點, 這個動作相當於將三個參數 λ, µ, ν

表為二進位

λ =
∞∑

i=1

λi

2i
, µ =

∞∑

i=1

µi

2i

ν =
∞∑

i=1

νi

2i
, λi, µi, νi ∈ {0, 1}

三角形△AB′C ′, △A′BC ′, △A′B′C 裡面

的 1

2
~a, 1

2

~b, 1

2
~c 則表示第一次細胞分裂後分

別取標明 ~a, ~b, ~c 的1

4
正三角形, 同理 1

22~a,
1

22

~b, 1

22~c 則表示第二次細胞分裂後分別取標

明 ~a, ~b, ~c 的 1

42 正三角形; 所以各階段之

Sierpinski 三角形可表為

T1 =
{
λ~a + µ~b + ν~c

∣∣∣ λ =
∞∑

i=1

λi

2i
,

µ =
∞∑

i=1

µi

2i
, ν =

∞∑

i=1

νi

2i
,

λ1 + µ1 + ν1 = 1;

λi, µi, νi ∈ {0, 1};

i = 1, 2, 3, · · ·
}

T2 =
{
λ~a + µ~b + ν~c

∣∣∣ λ =
∞∑

i=1

λi

2i
,

µ =
∞∑

i=1

µi

2i
, ν =

∞∑

i=1

νi

2i
,

λ1 + µ1 + ν1 =λ2 + µ2 + ν2 =1;

λi, µi, νi ∈ {0, 1};

i = 1, 2, 3, · · ·
}

· · · · · · · · · · · · · · ·

顯然我們可得底下之關係

T1 ⊃ T2 ⊃ T3 ⊃ · · · · · ·

Sierpinski 三角形則是 Tn 的極限; T =

lim
n→∞

Tn =
⋂∞

n=1
Tn

T =
{
λ~a + µ~b + ν~c

∣∣∣ λ =
∞∑

i=1

λi

2i
,

µ =
∞∑

i=1

µi

2i
, ν =

∞∑

i=1

νi

2i
,

λi+µi+νi =1; λi, µi, νi∈{0, 1};

i = 1, 2, 3, · · ·
}

我們計算一下 Sierpinski 三角形的周

長與面積

周長= lim
n→∞

1

2n
×3n ·l= lim

n→∞

(3

2

)n
·l=∞

面積= lim
n→∞

1

4n
×3n ·A= lim

n→∞

(3

4

)n
·A=0

其中 l 與 A 是原正三角形的周長與面積。製

造 Sierpinski 三角形的過程中新的正三角形

的邊長為原正三角形的二分之一, 而個數為

三即, l = 2, k = 3 所以 Hausdorff 維

數等於

df =
log 3

log 2
≈ 1.585...

Sierpinski 三角形在極限的情形實際上並非

一三角形, 而是一條很詭異的曲線, 實質上它

是 Cantor 集在二維空間的一種變體。
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Sierpinski 三角形創作過程中的

前四階段的圖

可能你會懷疑所有經過自我相似過程之

後, 所得的幾何對象其 Hausdorff 維數必然

是非整數, 這顯然是誤導。 考慮一正方形, 將

邊長4等分之後, 得到16個正方形, 只保留在

角落上的4個正方形,而後再利用自我相似之

過程繼續這個過程, 如此分割下去, 則最後之

幾何對象之 Hausdorff 維數為 df = ln 4

ln 4
=

1, 由維數之意義而言, 這是一直線, 果真是如

此嗎?

作個旋轉之後, 將正方形按圖中之橫線投影

到 x 軸, 則無論分割多少次, 留下來圖形始

終將x軸之線段填滿, 因此說明了df = 1。

關於三維的立方塊 Sierpinski 海棉, 我

們也可以利用前面之方法可得

面積 = ∞, 體積 = 0,

k = 8 × 2 + 4 = 20, ℓ = 3,

Hausdorff 維數 df = ln 20

ln 3
= 2.7268 · · ·。

四. 廣義 Cantor 集 (general-

ized Cantor set)

到目前為止, 可能我們會有這樣的主觀

認定, 以為 Cantor 集的長度 (或面積、 體

積) 都是零,這完全是因為我們所作的圖形過

於中規中矩所致, 因此就有人突發異想如果

不是挖去 1

3
而是 δ

3
, 0 < δ < 1 呢?

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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此時 F = lim
n

Fn 之長度為

ℓ(F ) = 1 − [
δ

3
+ 2 ·

δ

32
+ 22 ·

δ

33
+ · · ·]

= 1 −
δ

3
[1 +

2

3
+ (

2

3
)2 + · · ·]

= 1 −
δ

3
·

1

1 − 2

3

= 1 − δ

同理也可試試平面的情形

.............................................................................................................................................................................................
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a) (b)

(c) (d)

我們可以如此假設, 割去的十字形可以取其

寬度使得十字形的面積為 1

4
, 同理第二次再

割去 1

8
而後 1

16
. . . 等, 故二維 Cantor 集之

面積為

a(Q̃) = 1 − (
1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·)

= 1 −
1

4
(1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·)

= 1 −
1

4
(

1

1 − 1

2

) =
1

2

而前面提到 Q̃ 已經不再是平面的圖形, 而是

一條“詭異的線”竟然有面積, 這與傳統上歐

幾里得所定義曲線為“有長無寬”是完全相悖,

這其中的差別就是極限(limit) 的概念, 畢竟

牛頓與歐幾里得是相差將近二千年! 我們說

說這曲線怎麼造? 首先得四個正方形的彎曲

長條 ( 字形), 而後接在一起, 然後再用自

我相似的原則進行第二步驟等等所取的集合

(長條) 記之為 Bn, 其關係為

B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ · · ·

B ≡ lim
n→∞

Bn

而且與 Q̃n 比較可知

Bn ⊇ F̃n, ∀n

a(B) ≥ a(F̃ ) =
1

2

由圖形直觀而言, B 是非常“曲折的”且有面

積的曲線。

(a)

(b)
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(c)

(d)
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