
再談如何求出 1
2

+ 2
2

+ 3
2

+ · · · + n2

傅海倫

拜讀貴刊第二十三卷第一期 「如何求出

12 + 22 + 32 + · · · + n2」 一文, 啟發頗深。

文中介紹了七種方法, 運用了數列從特殊項

推測到一般項、 數列的分項對消, 以及倒過來

寫相加等技巧。 同時, 還運用了函數、 堆疊與

體積的觀念, 體現出諸多創新思想, 是“有中

生新”之例證。 但所舉例子在論證過程中略顯

繁雜, 讓人感到不易理解, 本文從數學構造法

的角度, 再介紹幾種證明方法, 以求簡明、 直

觀、 形象。

方法一: 正方形塊的構造

分別將 Sn = 1 +2 +22 + · · · + n2

的各項看作各自的正方形塊。 首先考慮特殊

的 S5 = 12 + 22 + 32 + 42 + 52。 各項對

應的正方形塊為 (圖一)

12 22 32 42 52

圖一

將各正方形塊按順序,組合在一起, 並補

成大的長方形 (所補圖形面積正好為 1+(1+

2)+ (1+2+3)+ (1+2+3+4) 如圖二),

利用面積關係可列式。

1 + 2 + 3 + 4

1 + 2 + 3

1 + 2 52

42

1 32

22

12

圖二

12 + 22 + 32 + 42 + 52 +
[

1 + (1 + 2)

+(1 + 2 + 3) + (1 + 2 + 3 + 4)
]

= 5(1 + 2 + 3 + 4 + 5)

因此,

S5 = 12 + 22 + 32 + 42 + 52

= 5(1 + 2 + 3 + 4 + 5) −
[

1 + (1 + 2)

+(1 + 2 + 3) + (1 + 2 + 3 + 4)
]

如果把5改成 n, 則

Sn = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n
2

= n(1 + 2 + 3 + · · ·+ n) −
[

1

+(1 + 2) + (1 + 2 + 3) + · · ·

+(1 + 2 + · · · + n − 1)
]

(1)
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若令 Tn = 1 + 2 + 3 + · · · + n,

Tn = n(n+1)
2

, 則 (1) 式為

Sn = nTn−

[

1+(1 + 2)+(1 + 2 + 3)

+ · · ·+ Tn−1

]

=
1

2
n

2(n + 1)−
n

∑

k=1

1

2
k(k − 1)

=
1

2
n

2(n+1)−(
1

2

n
∑

k=1

k
2
−

1

2

n
∑

k=1

k)

=
1

2
n

2(n+1)−
1

2

n
∑

k=1

k
2+

1

2

n
∑

k=1

k

=
1

2
n

2(n + 1)−
1

2
· Sn+

1

4
n(n+1)

∴ 4Sn = 2n2(n + 1)−2Sn + n(n + 1)

即 Sn =
1

6
n(n + 1)(2n + 1).

方法二: 數碼三角形的構造

先考慮特殊的 S5, 將 S5 的各項擺成三

角形, 如圖三, (同一行中的加號省略, 可得兩

個等價的數碼三角形)
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5432
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54

5

5 4 3 2 1

5 4 3 2

5 4 3

5 4

5

圖三

對三角形適當排列組合, 直觀可得:

3(12 + 22 + 32 + 42 + 52)

= (1 + 2 + 3 + 4 + 5)×(2×5 + 1)

即 3S5 = T5×(2 × 5 + 1)

將5改成 n, 則可推得一般式:

3Sn = −Tn × (2n + 1)

=
n(n + 1)

2
− (2n + 1)

Sn =
n

6
· (n + 1)(2n + 1)

方法三: 列表、 歸納推求一般式

n 1 2 3 4 5 6 7 · · ·

Tn 1 3 6 10 15 21 28 · · ·

n2 1 4 9 16 25 36 49 · · ·

Sn 1 5 14 30 55 91 140 · · ·

Tn

Sn

3
3

3
5

3
7

3
9

3
11

3
13

3
15

· · ·

由上表可猜得 Tn

Sn

= 3
2n+1

。 即

Sn =
1

6
(n + 1)(2n + 1)

以上三種證法用簡單的圖表作為鋪墊,

使證明過程直觀、 形象、 具體而生動。

下面介紹中國古代數學中對該問題的證

明方法。

方法四: 中國南宋數學家楊輝 (生活於約十三

世紀中葉至後半葉, 生平不詳) 在其著作 「詳

解九章算法」 商功章中, 用方錐比類果垛 I(又

名四隅垛) 如圖四, 其術曰: 「下方加一, 乘下

方為平積; 又加半為高, 以乘下方為高積, 如

三而一。」 這相當於給出求積公式:

方錐: V = 1
3
a

2
h
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果垛 I:

S = 12 + 22 + 32 + · · · + a
2

=
1

3
a(a + 1)(a +

1

2
)

考慮 a = n, 即有

12+22+32+ · · ·+n
2 =

1

3
n(n+1)(n+

1

2
)
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方錐—果垛I

圖四

楊輝以比類方法給出此求積公式的證

明。 這是把三個類方錐垛的合積當成一個三

邊各為 n、n+1 和 n+ 1
2

的方棧酒垛來考慮

的, 如圖五,經過下述拼合之後, 在 C 垛的頂

部卻有一層高出於 A 垛和 B 垛之上, 此時

只須從 C 垛頂部削去半層 (圖中繪有砂點的

部分), 再旋轉 180◦C 放到 A 垛上面, 就正

好拼成一個長為 n + 1, 寬為 n、 高為 n + 1
2

的方棧酒垛。 這就說明楊輝採用公式

S =
1

3
n(n + 1)(n +

1

2
)

的表述形成而非其他形式的原因。

n +
1

2

C

A

n

n

n + 1

B n

n

圖五. 三類方錐垛合成一方棧酒垛

由圖五可知, 古代的證明方法仍是傳統

的以盈補虛或出入相補原理的具體運用。
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