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內容提要: 本文對數學歷史發展過程中的兩個中心思想: 數學公理化和數學機械化進行

比較和分析; 論述了機械化、 數學機械化及其特徵, 在此基礎上, 闡述了中國傳統數學的機械

化思想, 並對這兩種中心思想在數學發展中的地位和作用作出了評價。
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一. 兩個中心思想: 數學機械化

和數學公理化

貫穿在整個數學發展歷史過程中有兩個

中心思想: 一是公理化思想; 另一是機械化思

想。 公理化思想導源於歐幾里得 (Euclid) 的

古希臘數學, 約公元前3世紀的 「幾何原本」

是建立在公理化體系上的數學典範, 也是公

理化思想的濫觴, 在現代數學尤其是純粹數

學中佔據著統治地位[1]。

中國古代數學卻表現出與西方數學明顯

不同的知識體系和思想方法,從總的來說, 中

國古代數學乃是機械化體系的代表, 其思想

著眼點就在於“機械化”[2]。 與古希臘及其延

續的數學公理化的傳統相對應, 從問題出發,

以解決實際問題為目的, 建立算法的機械化

則是中國古代數學研究的傳統。

當代著名數學家吳文俊先生通過長期深

入研究和全面考察中國數學史, 總結出中國

數學傳統的機械化思想。 吳先生說:“中國的

古代數學基本上遵循了一條從生產實踐中提

練出數學問題, 經過分析綜合, 形成概念與方

法, 並上升到理論階段, 精煉成極少數一般性

原理。進一步應用於多種多樣的不同問題。 從

問題而不是從公理出發, 以解決問題而不是

以推理論證為主旨, 這與西方之以歐幾里得

幾何為代表的所謂演繹體系旨趣迥異, 途徑

亦殊。

由於形形色色的問題往往歸結為方程求

解, 因而方程求解就成為中國傳統數學 「九

章」 以來發展中的一條主線。這與西方數學之

以定理求證為中心者正相對照· · · 中國傳統

數學在從問題出發以解決問題為主旨的發展

過程中建立了以構造性與機械化為其特色的

算法體系,這與西方數學以歐幾里得 「幾何原

本」 為代表的所謂公理化演繹體系正好遙遙

相對。 「九章」與 「劉注」是這一機械化體系的

代表作,與公理化體系的代表作歐幾里得 「幾

何原本」 可謂東西輝映”[3]。

吳文俊先生正是在中國古代數學機械化

思想與成就的啟發和鼓舞下, 在數學機械化

方面取得舉世矚目的成就的。 正如他說的:
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“經過對中國古代數學學習的觸發, 結合著幾

十年來在數學研究道路上探索實踐的回顧與

分析, 終於形成了這種數學機械化的思想。這

種思想一旦形成, 就自然化成一股頑強的動

力”[4]。

二. 機械化、 數學機械化及其特

徵

何謂機械化? 按吳文俊先生的解釋, “所

謂機械化, 無非是刻板化和規格化。”[5]

吳先生借用現代機器和計算機的工作來

說明機械化: 一方面, 無論是機器代替體力

勞動, 或是計算機代替某種腦力勞動, 其所以

成為可能, 關鍵在於所需替代的勞動已經“機

械化”, 也就是說已經實現了刻板化或規格化;

另一方面, 隨著現代機器性能和計算機技術

的提高, 大量複雜的勞動都可交由機器操作

進行, 這必然會進一步刺激並促進腦力勞動

的機械代。簡單刻板的機械化動作, 不僅可以

讓機器來實現, 還為自動化鋪平了道路, 就這

一意義來說, 數學中的某些腦力勞動與體力

勞動頗有共同之處, 它們也就同樣可以機械

化[6]。

數學由於符號形式而易於運算和推理,

故研究問題時, 人們可以暫時撇開符號的意

義而僅著眼於形式, 當符號與一定的概念單

值地對應時, 思想的操作可轉換為對符號的

操作, 而符號的操作可委托機器進行,故人們

利用符號借助計算機, 便可使複雜、 繁重的腦

力勞動機械化,從而實現智力的解放。從認識

論上看, 數學思維既有創造性活動又有非創

造性活動。 二者又是互為前提、 相互制約、 相

互轉化的。 非創造性工作是創造性工作的基

礎, 創造性工作又可以通過某種途徑部分地

轉化為非創造性工作, 當我們通過構造算法

程序把求解問題的創造性工作轉化為非創造

性工作之後, 也就有可能把問題的求解過程

交由機器來完成, 這便是數學思維的機械化。

數學問題的機械化就要求在運算或證明過程

中, 每前進一步之後, 都要有一個確定的、 必

須選擇的下一步,這樣沿著一條有規律的、 刻

板的道路, 一直達到結論。

由此看來,所謂數學機械化, 即是把要求

解或證明的某一類問題 (這類問題可能成千

上萬, 也可能無窮無盡)當作一個整體加以考

慮, 建立一種統一的、確定的求解法則或證明

程序, 使得該類中的每一個問題, 祇要按照此

程序機械地 (死板地)、 按部就班地一步一步

實施下去, 經過有限步驟之後, 即可求得問題

的解或推斷出數學命題的結論是否為真, 命

題為真時即為定理。 對一類問題而言,這種統

一的、 確定的求解或證明的方法稱為數學問

題的機械化方法, 一般表現為機械化程序, 它

具有以下幾個特點:

1. 確定性。 即程序是“一義”的規定, 沒有歧

義的理解, 運用時是可行的。

2. 預見性。 在執行這個程序時, 每一步都可

預見到確定的下一步怎麼辦。

3. 普適性。程序普遍適用於解決問題所在的

同一類其它任何一個問題。

4. 具體性。 即實現具體求解, 能在有限步內

達到“最後”一步, 得出所要求的具體結

果。
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數學機械化又是創造性思維和非創造性

思維活動的統一。建立統一的、確定的計算或

證明機械化程序的過程就是創造性思維活動

的過程, 這是實現數學機械化的關鍵;按照固

有的程序實施機械化求解或證明, 這是將思

維的創造性工作部分地轉化為非創造性工作

的過程, 也是完成思維機械化操作的過程。

三. 數學機械化思想來源於中

國古算, 中國傳統數學乃是機

械化體系的代表

數學機械化思想來源於中國古算, 並貫

穿於中國古算整個發展過程之中。 中國古算

以算法為中心, 注重計算, 以解決問題為主

旨, 幾乎不考慮離開數量關係的圖形的性質,

而是通過切實可行的方法把實際問題化歸為

一類數學模型, 然後構造一套機械化的算法,

並按程序化的要求, 一步步求出具體的數值

解。

算法的程序化是中國古代數學的重要特

點。 算經中的“術”全是計算公式或計算程序

或應用這些公式、程序的細草。所有的問題都

要算出具體數值作為答案, 即使是與圖形有

關的幾何問題也不例外, 這就是幾何方法與

算法的有機結合或幾何問題的算法化。 從問

題出發, 建立算法的機械化一直是古代中國

數學研究的傳統, 也是中算家努力的方向乃

至孜孜以求的目標。

成書於公元前一世紀[7]的 「九章算術」

是算法機械化的光輝典範。 書中歸納了九類

數學問題, 每章中討論一類, 基本上採取算法

統率應用問題的形式[8], 給出解答。 「九章算

術」 提出了世界上最早、 最完整的分數四則

運算法則及各種比例和比例分配算法, 也提

出了世界上最早、最完整的多位數開平方、開

立方程序, 線性聯立方程組的解法及有關正

負數概念與移項法則, 也最早見於此書。 「九

章算術」 中的數學機械化思想被後代數學家

所繼承和發展, 魏晉時劉徽發展了多種算法,

其 「九章算術」 注是對數學機械化算法的重

大貢獻, 劉徽以率的基本運算為“綱紀”, 實現

了籌式運算的模式化和程序化, 把以籌算為

基礎的算法提高到理論的高度。開平方、開立

方的機械化過程, 到宋代更發展成為高次代

數方程求數值解的機械化算法, 賈憲求賈憲

三角各廉的增乘開方法、 賈憲開創而秦九韶

完善的求高次方程正根的正負開方術、 「數書

九章」 中的大衍求一術解法、李冶使用的天元

術等等都是一套比較複雜的計算程序, 許多

程序可以直接搬到現代電子計算機上實現。

被西方推崇為中世紀最偉大的數學家朱

世杰[9], 其數學名著 「四元玉鑒」(1303年)

中, 已給出了高次代數聯立方程組的解法 (未

知數的個數最高可達4個)成為機械化證明的

代數基礎。 而這類問題的求解卻長期困惑著

近代數學家們, 在近代, 解高次聯立方程組的

方法直到近二、三十年才有重大進展。 不僅如

此, 宋元時期的“天元術”以至於“四元術”, 實

則建立了一整套的代數機器, 包括天元、 地

元、 人元、 物等元等相當於現代未知數的概

念, 並建立這些元正負乘冪及其代數式運算

系統, 即可把幾何問題轉化為代數方程與方

程組的求解問題。
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以天、 地、 人、 物等元代替所求線段, 用

它們的代數式來表示幾何圖形的長度、 面積,

然後運用相伴發展了的那套代數機器進行求

解。所有這些,正好與迪卡兒 (Descartes)的

工作是相通的, 是解析幾何得以創立的決定

性一步。第二次世界大戰之後,電子計算機的

誕生、 普及和發展, 促使人們重新認識以中國

為主體的古代東方數學的程序化思想與機械

化算法體系。 實際上, 中國傳統數學的許多計

算程序不僅是與現代電子計算機原理相通的,

而且這些思想對今天的數學教學與研究仍有

啟迪作用。 中國傳統的機械化與代數化思想

應該合理地繼承和發揚, 吳文俊關於數學機

械化的研究工作, 就是這些思想和成就啟發

之下的產物, 它是我國自 「九章算術」 以迄宋

元時期數學的直接繼承[10]。

四. 正確看待數學機械化和數

學公理化在數學歷史發展中的

地位和作用

數學機械化思想和數學公理化思想分別

代表著東西方數學發展的主流, 在數學發展

史上, 總是相比較而存在, 具有各自相對獨立

發展的一面, 也有相互聯繫、 相互作用而交

叉發展的另一面。 首先, 從歷史來看, 數學基

本上是沿著兩條路線發展的: 一條是從希臘

歐幾里得邏輯演繹體系下來的; 另一條是發

源於中國, 影響到印度, 然後影響到世界的數

學。東西數學兩大體系、 兩種思想差不多是各

自獨立發展起來的, 在數學漫長的歷史中非

但沒有相互代替, 而是以其自身的內容和運

行機制表現出各自不同的風格和特點。

一般地說, 公理化思想著重“封閉式”的

理論構建, 更強調邏輯演繹體系和非構造性

思維方式下的“存在”; 而機械化思想著重構

造性實踐, 更強調“經驗”、 “發現”和構造性

思維方式下從無到有的發明。 兩種思想各有

優勢, 共同存在, 相互補充。 由於人們的思維

方法本來也不祇是單一的模式, 東西方數學

的兩種思想方法分別反映乃至適應了各民族

科學文化的特定環境和傳統思維方式的不同

特點而獲得相當程度的獨立發展。 其次, 處

於同一思維水平的人們的數學思想在很大程

度上又具有內在一致性, 這正是我們生活於

其中且也屬於它的物質世界統一性的一種反

映。 在希臘有句名言: “規律總是相同的。”人

類社會和科學發展到一定程度, 總會出現一

些相同的東西。 建立在機械化思想的數學總

是自覺或不自覺地在公理化數學原則的作用

下進行研究和探索的; 而建立在公理化思想

的數學中又總存在著機械化數學的因素, “純

淨”的機械化數學和公理化數學都是不存在

的, 這在幾何學中尤為突出。

在古希臘時代, 對待幾何學就有阿基米

德和歐幾里得的兩種不同體系[11]。 前者以阿

基米德的有關著作為代表, 著重研究幾何圖

形的數量特徵或其度量,諸如圓周率、 球面面

積以及拋物線、 弓形面積的計算等等; 後者

以 「幾何原本」 為代表, 把數量關係完全排

除在外, 而單純追求各種幾何事實間的邏輯

關係, 以此建立起幾何公理體系成為演繹推

理方法的典範。這兩種不同的體系, 中國古代

幾何兼而有之[12]。 中國的早期幾何學並不僅

僅是經驗公式的總結而沒有論證性質, 戰國

時期墨家的代表作—「墨經」, 是在與歐幾里
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得誕生 (公元前330年) 的同時問世的。 「墨

經」是我國論證幾何學的萌芽, 在至今有傳本

的53篇中的“經上”, 記錄了許多幾何學名詞

的定義, “經說上”給出各條經文補充說明[13],

墨家後學所作共六篇, 其中 「小取」 是一篇

關於邏輯學的完整論文, 內中提出墨家邏輯

的三個手段: “以名舉實, 以辭抒意, 以說出

故”; “名”是概念, “辭”是判斷, “說”是推理,

很類似演繹數學中的定義、 定理和證明。 同篇

還提到效、 譬、 侔、 援、推等五種推理方法,既

有演繹法, 又有歸納法和類推法[14]。 所有這

些, 都與歐幾里得有關的定義和公式相類似,

但事實上, 墨家的思想並未能發展成為數學

的主流。

以後的幾何學, 中算家並不追求邏輯

論證的完美, 而是著重於實際計算問題的

解決, 通過巧妙的構圖和直觀模型進行“析

理”, 以建立解決問題的一般方法和一般原

則; 但另一方面, 這種幾何學又是以面積、

體積、 勾股相似等為基本概念, 以長方形面

積算法、 長方體體積算法, 相似勾股形的性

質為出發點的, 整個幾何理論建立在“出入

相補原理”、 “祖日恆原理”、“勾股不失本率原

理”及“劉徽原理”等基本原理基礎之上, 例

如, 由勾股定理自然地引起平方根的計算問

題, 而求平方根和立方根的方法, 其步驟就

是以出入相補原理為幾何背景逐步索驥而得。

這說明, 公理化數學原則在自覺或不自覺地

被運用著並隨著數學的發展而發展。 而古希

臘的論證幾何到了公元一世紀前後, 也產生

了一種十分接近於我國佔主要地位的計算和

代數體系的幾何學, 這可見於當時的兩部著

作—「計量術」 和 「幾何學」。希臘和我國幾何

學的這種奇妙的交叉發展, 充分說明在數學

的歷史長河中, 各學科都是在多種思想和方

法的探索中前進的。

不僅如此, 從數學有史料為依據的幾千

年發展過程來看, 以公理化思想為主的演繹

傾向以及以機械化思想為主的算法傾向往往

互為消長, 各自對數學的發展作出了貢獻。一

方面, 公理化思想為人們認識世界提供了演

繹推理的模式和理性證明的手段, 從而把數

學知識組織成為一個嚴密的邏輯體系, 形成

數學理論, 對數學乃至科學的發展發揮了巨

大作用, 以至於現代數學幾乎都是按 「幾何

原本」 公理化方法建構起來的; 另一方面, 自

公元前3世紀阿基米德之後,希臘數學開始衰

落, 到公元前1世紀 「九章算術」的出現,標志

著世界數學重心由古希臘讓位給中國[15], 數

學機械化算法體系成為數學發展的主流。 機

械化思想作用下的中國傳統數學從問題出發

以解決問題為主旨, 其成果之輝煌, 遠非同

時代世界其它的數學可以相比。 機械化的算

法內容, 提高了解決實際問題能力。這種理論

聯繫實際的重應用、 重計算技術的思想是推

動數學發展的動力之一。 因而在數學的發展

中, 這種數學思想具有普遍意義。 例如在17

世紀分析數學產生之初, 就不是靠理論的嚴

格, 而是靠實際應用的成功來保證數學的“可

靠性”的, 因而它獲得迅速發展, 開創了數學

發展的新階段。 對近代數學起著決定作用的

解析幾何與微積分, 實質上都是機械化思想

而非公理化思想的產物[16]。

現代應用數學就是按應用方向或主要應

用的數學模型分類的。 把對一個數學定理的
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證明轉化為利用適當算法的一個機械化的計

算是現代數學的重要目標之一。 不少著名數

學家正日益重視計算機的廣泛使用和算術化

的傾向在純粹數學中的作用, 紛紛轉向計算

機代數、計算機幾何等新興學科。 吳文俊先生

在幾何定理的機器證明[17] 上居於世界前列,

被稱為“吳方法”。 他高瞻遠矚, 指出: “肇始

於我國的機械化算法體系, 在經過明代以來

近幾百年的相對消沉後, 由於計算機的出現,

已越來越為數學家所認識與重視, 勢必重新

登上歷史舞臺” [18]。“中國古代算術的思想與

方法, 正好與現代計算機的使用溶合無間, 也

必將因此而重返青春, 以另一種嶄新面貌在

未來的數學發展中扮演重要角色”。[19]

吳文俊機械化定理的創立, 為數學的

機械化奠定了堅實的基礎, 致使數學研究的

面貌改觀。 而吳文俊定理植根於中國傳統數

學這片沃土, 是以宋元時期傳統數學“天元

術”、“四元術”為基礎創造發展起來的。 “吳文

俊解釋並發展朱世杰 「四元玉鑒」 中的解高

次聯立代數方程組的有效解法, 成為機械化

證明的代數基礎[20]。 該法就解多元多項式的

方程組而言, 是當今世界上唯一能包括一般

情形的完整算法。 從 「九章算術」、 「四元玉

鑒」 到吳文俊 「幾何定理機器證明的基本原

理」(1984年), 中國數學機械化的思想脈絡清

晰可見。 自1976年以來, 周咸青[21] 用“吳方

法”已成功地證明了600多條定理, 以吳氏定

理為基礎, 機器證明定理的範圍又被推廣到

非歐幾何、 仿射幾何、 圓幾何、 線幾何、 球幾

何等等領域。 1978年, 又證明初等微分幾何

中的一些主要定理可以機械化, 這樣走出一

條完全是中國人自己開拓的新道路。 到80年

代, 吳文俊不僅建立起數學機械化證明的基

礎, 而且擴張成廣泛的數學機械化綱領, 吳法

已在數理科學、 理論物理和計算機科學等基

礎科學領域成功地解決了一系到理論和實際

問題。

近年來, 對於中國數學史的研究以及

定理機器證明的數學機械化綱領正在急劇擴

大影響, 真正成為一個獨具中國特色的結構

性的、 可機械化的數學運動。 1990年 8月 8

日, 以吳文俊為首的“數學機械化中心”正式

成立。 在吳文俊的總綱領下, 他的同事及學生

吳文達、 石赫、 劉卓軍、 王東明、 胡森、 高小

山、 李子明、 王定康等等在方程求解與數學

機械化應用方面已得出一系列理論及實際應

用的結果。 如多元多項因子分解及極限環問

題等等, 吳文俊在數學機械化方面的各項獨

創性工作使他在國際、 國內產生廣泛的影響,

享有很高的聲譽, 單是定理機器證明就已獲

得許多熱情的讚揚。 J. S. 穆爾 (Moore) 認

為, 在吳文俊的工作之前, 機械化幾何定理證

明處於黑暗時期, 而吳文俊的工作給整個領

域帶來光明[22]。 美國定理自動證明的權威人

士 L. 渥斯 (Wos) 認為吳文俊的證明路線是

處理幾何問題的最強有力的方法。

1992年, 以吳文俊為首席科學家的國

家攀登計劃項目“機器證明及其應用”正式立

項。 該項目執行 5年來, 對於設置的: (1)

機器證明的理論與算法、(2) 代數系統求解的

理論與算法、(3) 在理論物理中的應用、 (4)

在計算機科學中的應用、(5) 在數學學科中

的應用、(6) 在機器人機構學中的應用、 (7)
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吳方法的軟件系統實現—這7 個子課題。 在

大範圍內取得突出成績, 超出了預計的目

標[23][24]。 1995年8月, 吳文俊在北京主持了

第一屆亞洲計算機數學研討會, 交流數學機

械化研究的經驗, 使有別於西方而具有中國

特色也就是東方特色的機械化數學研究在更

大的範圍內開展。隨著人們對吳方法、 吳原理

的認識日益加深, 隨著吳定理的應用更為廣

泛, 隨著其影響逐步擴展, 我們有理由相信,

吳的方法和原理必將越來越受到國際數學界

的高度評價。
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