
一小問題之緣起、 解答及推廣

張國男

在本篇中, 恆設 n 為正整數, 並設

R, Q, Z 與 N 分別為所有實數, 所有有理數,

所有整數與所有正整數所構成之集合; 又, 若

S 為 R 之非空子集, 則將 S(n) 界定為

{sn|s ∈ S}。

一. 問題緣起

某日, 偶閱姪女郁芬購自坊間之高一下

數學參考書籍, 見其中數本, 俱有類似於下

述例題及解答之範例及解 (此處所用之文字

及數值雖與諸書略異, 但其推導模式則無別

也。):

例題: 設 k 為定數。(註: 所見諸書俱逕

設 k 為有理數。) 若對於所有有理數 r 而言,

x 之二次方程式 x2−5rx+4r2+3r−k = 0

必有有理根, 試求 k 之值, 並解此方程式。

解答: (1) 因 r 為有理數時, 方程式

x2 − 5rx + 4r2 + 3r − k = 0 必有有理

根, 故 (k 必為有理數, 且) 其判別式 D1 =

(−5r)2−4(4r2+3r−k) = 9r2−12r+4k

必為有理數之平方。 據此, 可知 D1 之判別式

D2 = (−12)2 − 4 · 9 · 4k = 144(1− k) 必

為 0, 即 k = 1。

(2) 於是, 原方程式為 x2−5rx+4r2+

3r−1 = 0, 即 x2−5rx+(4r−1)(r+1) =

0, 亦即 [x− (4r− 1)][x− (r + 1)] = 0, 故

x = 4r − 1, r + 1。

問姪女解否? 曰: 「判別式為0之論證, 其

理未明!」 爰為之補苴罅漏, 而詳釋如次: 因

D1 = 9[(r − 2
3
)2 + 4(k−1)

9
] 為有理數之平

方, 若 d = 4(k−1)
9

6= 0, 取 r = 2
3
, 則知

√

4(k−1)
9

=
√

d 為有理數; 再取 r = 2
3
+
√

d,

又知
√

2d 亦為有理數。 因此推得
√

2 =
√

2d√
d

為有理數, 矛盾! 故必 d = 0, 即 k = 1。

以此因緣, 遂引生下述之

基本問題: 若 a, b, c ∈ Q, 試將下述之

(∗) 成立之充要條件藉 a, b 與 c 表出:

(∗)
√

ar2 + br + c ∈ Q ∀r ∈ Q。

二. 問題解答

解答: [I] 必要條件:

(1) 取 r = 0, 則據 (∗) 可知
√

c ∈ Q。

(2)(i) 若a = 0, 而 b 6= 0, 則必有

r ∈ Q 使 br + c < 0 [詳言之: 若 b > 0, 可

取 r = − c
b
−1;若 b < 0, 可取 r = − c

b
+1。],
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故
√

ar2 + br + c =
√

br + c 6∈ Q, 矛

盾! 由此遂知: 若 a = 0, 則必 b =

0。(ii) 若 a 6= 0, 則
√

ar2 + br + c =
√

a[(r + b
2a

)2 + 4ac−b2

4a2 ]。 令 d = 4ac−b2

4a2 , 取

正整數 m, 使 4m2 + d > 0 (即 m + d
4m

>

0), 並取 r = − b
2a

+m− d
4m

, 則據 (∗) 可知
√

a[(m − d
4m

)2 + d] =
√

a(m + d
4m

)2 =

(m + d
4m

)
√

a ∈ Q, 故必
√

a ∈ Q。 遂

知: (∗∗) a 6= 0 時,

√

(r +
b

2a
)2+

4ac − b2

4a2
∈ Q ∀r ∈ Q。

取 r = − b
2a

, 則據 (∗∗) 可知
√

4ac−b2

4a2 =
√

d ∈ Q; 取 r = − b
2a

+
√

d, 則據 (∗∗) 可知
√

2d ∈ Q。 據是, 遂知 d = 0, 即 b2 = 4ac。

綜上所述, 即得必要條件:
√

a ∈ Q,
√

c ∈ Q, b2 = 4ac (亦即
√

a ∈ Q,
√

c ∈ Q, b = ±2
√

ac)。

[II] 充分條件:

若
√

a ∈ Q,
√

c ∈ Q, b2 = 4ac (即
√

a ∈ Q,
√

c ∈ Q, b = ±2
√

ac), 顯然

可知
√

ar2 + br + c =
√

(
√

ar ±√
c)2 =

|√ar ±√
c| ∈ Q∀r ∈ Q。

合 [I]與 [II], 遂知所求之充要條件為
√

a ∈ Q,
√

c ∈ Q, b2 = 4ac (即
√

a ∈ Q,
√

c ∈ Q, b = ±2
√

ac)。

備註: (一) 本題之困難所在, 為 a 6= 0

時
√

a ∈ Q 之論證。 如 [I](2) 之 (ii) 所示,

藉助恆等式 (x − y)2 + 4xy = (x + y)2 之

特例 (m− d
4m

)2 + d = (m + d
4m

)2, 即可過

此難關矣。

(二)[I](2) 之 (ii) 亦可改用歸謬法 (較

複雜) 推導如次: 若 a 6= 0, 則 ar2 +

br + c = a(r + b
2a

)2 + 4ac−b2

4a
。 設 D =

4ac−b2

4a
6= 0。 (1◦) 取 r = − b

2a
, 則據

(∗) 可知
√

D ∈ Q。 (2◦) 取正整數 m

使 m2a + 1 6= 0, 並取 r = − b
2a

+

m
√

D, 則據 (∗) 可知
√

(m2a + 1)D ∈ Q。

(3◦) 取 r = − b
2a

+
√

D
ma

, 則據 (∗) 可

知
√

(m2a+1)D
a

∈ Q。 由 (2◦) 與 (3◦), 知
√

a ∈ Q, 故 (∗∗)
√

(r + b
2a

)2 + 4ac−b2

4a2 =
√

(r + b
2a

)2 + D
a

∈ Q ∀r ∈ Q。 (4◦) 取

r = − b
2a

, 則據 (∗∗) 可知
√

D
a
∈ Q。 (5◦) 取

r = − b
2a

+
√

D
a
, 則據 (∗∗) 可知

√

2D
a

∈ Q。

由 (4◦) 與 (5◦), 得
√

2 ∈ Q, 矛盾! 故必

D = 0, 即 b2 = 4ac。 據此與 (∗), 若取 r =

− b
2a

+1, 則可得
√

ar2 + br + c =
√

a ∈ Q

矣。

(三)
√

a ∈ Q,
√

c ∈ Q 與 b2 = 4ac

三者, 缺一不可: (1◦) 僅
√

a ∈ Q 與 (或)
√

c ∈ Q, 條件不足; 反例: a = c = 0,

b = −1, r = 1。 (2◦) 僅
√

a ∈ Q, 與

(或) b2 = 4ac, 條件不足; 反例: a = b = 0,

c = −1。 (3◦) 僅
√

c ∈ Q與 (或) b2 = 4ac,

條件不足; 反例: b = c = 0, a = −1, r = 1。

(四) 讀者不妨將(∗)改為
√

ar2+br+c

∈ R ∀r ∈ R, 亦即 ar2+br+c ≥ 0 ∀r ∈ R,

試求其充要條件, 以比較前後二題之難易度。

三. 問題推廣

利用上題備註 (一) 提及之特殊技巧, 極

易解決下述之附帶問題; 此誠可謂意外之收

穫也。
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附帶問題: 若 a, b 與 c 均為有理數, 而
√

a 為無理數, 是否有無窮多個有理數 s 能

使
√

as2 + bs + c 為無理數? 試論證之。

解答: 由題設, 知 a > 0, 故可書

ar2 + br + c = a[(r + b
2a

)2 + 4ac−b2

4a2 ]。

為方便計, 令 d = 4ac−b2

4a2 。 顯然, 必有正

有理數 r0 使 4r2
0 + d > 0。 又, 若有理

數 r > r0, 則 4r2 + d > 0, 故 Q+
d =

{r|r ∈ Q, r > 0, 4r2 + d > 0} 為無窮集

合。 再者, 若 r1, r2 ∈ Q+
d , 且 r1 > r2, 則

(− b
2a

+ r1 − d
4r1

) − (− b
2a

+ r2 − d
4r2

) =
(r1−r2)(4r1r2+d)

4r1r2
>

(r1−r2)(4r2
2+d)

4r1r2
> 0, 故

S = {− b
2a

+ r − d
4r
|r ∈ Q+

d } 為無窮

集合。 最後, 若 s = − b
2a

+ r − d
4r

, 其中

r ∈ Q+
d , 則 s ∈ Q, 且

√
as2 + bs + c =

√

a[(r − d
4r

)2 + d] =
√

a(r + d
4r

)2 = (r +
d
4r

)
√

a 為無理數。總之, Q 之無窮子集 S 中

所有數 s 均能使
√

as2 + bs + c 為無理數。

備註: (一) 設 a, b, c ∈ Q。 顯然, 若
√

a 6= 0 為有理數, 則本題解答所建構之集

合 S 中所有數 s 均能使
√

as2 + bs + c 為

有理數; 又, 若
√

a 6= 0 為純虛數, 則此 S 中

所有數 s 均能使
√

as2 + bs + c 為純虛數。

(二) 類似實例: 參考上示解答, 易知

S1 = {− b
2a

+r− d
4r
|r ∈ Q, r < 0, 4r2+d >

0}, S2 = {− b
2a

+ r− d
4r
|r ∈ Q\{0}, 4r2 +

d > 0}, S3 = {− b
2a

+ m − d
4m

|m ∈
N, 4m2 + d > 0}, S4 = {− b

2a
+ m −

d
4m

| − m ∈ N, 4m2 + d > 0} 與 S5 =

{− b
2a

+m− d
4m

|m ∈ Z\{0}, 4m2+d > 0}
亦俱為 Q 之無窮子集, 且其中任一數 s 均能

使
√

as2 + bs + c 為無理數。 實際上, Q 之

子集合乎此等條件者有無窮多個。 上列諸例

皆甚簡明, 特標出以供讀者參考。

以下, 設 Q[x] 為未定元 (indetermi-

nate) x 之所有有理係數多項式所構成之集

合, R[x] 為 x 之所有實係數多項式所構成之

集合。 據前述基本問題之解答 (第二節), 可

知: 若 a, b, c ∈ Q, 且 ar2 + br + c ∈ Q(2)

∀r ∈ Q, 則必有 d, e ∈ Q 使 ar2+br+c =

(dr + e)2 ∀r ∈ Q; 換言之, 若 f(x) =

ax2 + bx + c ∈ Q[x], 且 f(r) ∈ Q(2)

∀r ∈ Q, 則必有 g(x) = dx + e ∈ Q[x]

使 f(x) = [g(x)]2。 將此命題略作推廣, 可

得下述問題。

推廣問題1: 若f(x) = a0 +
∑n

i=1 aix
i

∈ Q[x], 且 f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q, 是否必有

g(x) ∈ Q[x] 能使 f(x) = [g(x)]n?

解答: 當 n = 1 時, 取 g(x) = f(x) 即

可。 以下, 設 n > 1。 為引用方便計, 以 (C1)

表條件 f(r) ∈ Q(n)∀r ∈ Q。

(1) 若 an = 0, 則必 ai = 0(1 ≤ i ≤
n − 1), 茲證如次: 若 a1, . . . , an−1 中有非

0者, 設其非0者之最大足碼為 n − j (當然

1 ≤ j ≤ n−1), 則 f(x) = a0+
∑n−j

i=1 aix
i。

可將 a0, . . . , an−j 中之非0者俱表為最簡分

數, 並令所有分母之最小正公倍數為 ℓ (若

僅 an−j 6= 0, 可將 an−j 表為最簡分數,

並以其分母之絕對值為 ℓ), 而書 f(x) =
1
ℓn [ℓ0 +

∑n−j
i=1 ℓix

i] = 1
ℓnx−n [ℓ0x

−n +
∑n−j

i=1 ℓix
−(n−i)], 其中 ℓ0, . . . , ℓn−j 均為整

數。 令 y = 1
x
, h(y) =

∑n
i=j ℓn−iy

i, 則
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f(x) = h(y)
ℓnyn 。 據 (C1) 知 h(r) ∈ Q(n)

∀r ∈ Q\{0}, 故特別可得(C2): h(m) ∈
Z(n) ∀m ∈ N。 取質數 p > |ℓn−j|, 則

因 nj > (n − 1)j ≥ n(j − 1) + 1,

而 (n − 1)(j + 1) = nj + (n − j −
1) ≥ nj, 故 pnj|∑n

i=j+1 ℓn−i(p
n−1)i,

pn(j−1)+1|ℓn−j(p
n−1)j, pnj ∤ ℓn−j(p

n−1)j,

遂知 pn(j−1)+1|∑n
i=j ℓn−i(p

n−1)i, pnj ∤
∑n

i=j ℓn−i(p
n−1)i, 此與 (C2) 相左! 故必

ai = 0(1 ≤ i ≤ n−1),而得 f(x) ≡ a0。 由

(C1), 知有 b ∈ Q 使 a0 = bn。 取 g(x) ≡ b,

即得 f(x) = [g(x)]n 矣。

(2) 若 an 6= 0, 仿 (1), 可書

f(x) = 1
ℓn [ℓ0+

∑n
i=1 ℓix

i], 其中 ℓ 為正整數,

ℓ0, . . . , ℓn 均為整數。 (i) 因 limx→∞{ℓ0 +
∑n

i=1 ℓix
i} = ∞ (若 ℓn > 0) 或 −∞ (若

ℓn < 0), 據 (C1) 或 ℓ0 +
∑n

i=1 ℓim
i ∈ Z(n)

∀m ∈ N , 俱知 n 為偶數時, 必 ℓn > 0。

(ii) 令 y = 1
x
, h(y) = ℓn +

∑n
i=1 ℓn−iy

i,

則 f(x) = h(y)
ℓnyn , 據 (C1) 可知 (C2):

h(m) ∈ Z(n) ∀m ∈ N。 若 |ℓn| 6= 1,

而 |ℓn| =
∏

λ p
eλ

λ 為其標準質因數分解, 則

必 n|eλ∀λ; 蓋若某 eλ = tn + u, 而t ∈
N ∪ {0}, 0 < u < n, 則 p

eλ

λ |h(p
(t+1)n
λ ),

p
(t+1)n
λ ∤ h(p

(t+1)n
λ ), 此與 (C2) 相左! 據是

與 (i), 遂知: 不論 n 為奇或為偶, |ℓn| = 1

或 |ℓn| 6= 1, 恆有 n
√

ℓn ∈ Z。 令 n
√

ℓn = q,

即得 n
√

an = q

ℓ
∈ Q 矣。(iii) 由 (i) 之論述,

易知不論 n 為奇或為偶, 當 x 之值甚大時,
n

√

f(x) 恆為 (與 n
√

an 同號之) 實數, 於是

lim
n→∞

[ n

√

f(x) − n
√

an(x +
an−1

nan

)]

= lim
x→∞

f(x)−an(x+ an−1

nan
)n

n−1
∑

i=0
[ n

√

f(x)]i[ n
√

an(x+ an−1

nan
)]n−i−1

= lim
x→∞

∑n−2
i=0 bix

i

同前式分母

= lim
n→∞

(分子與分母俱除以xn−1)

=
0

n( n
√

an)n−1
= 0,

故必有正整數 m0, 使

|nℓqn−1[ n

√

f(x) − n
√

an(x +
an−1

nan

)]|

<
1

2
∀x ≥ m0,

即

|nqn−1 n

√

√

√

√ℓ0+
n

∑

i=1

ℓixi−(nqnx+ℓn−1)|<
1

2

∀x ≥ m0。

因

n

√

√

√

√ℓ0 +
n

∑

i=1

ℓimi, nqnm + ℓn−1 ∈ Z

∀m ∈ N

[前者見 (i), 後者顯然], 由甫得之不等式,

遂有 nqn−1 n

√

ℓ0 +
∑n

i=1 ℓimi = nqnm +

ℓn−1 ∀m ∈ N ∩ [m0,∞)。 故 n

√

f(m) =

n
√

an(m + an−1

nan
) 而 f(m) = an(m +

an−1

nan
)n = [ q

ℓ
(m + an−1

nan
)]n ∀m ∈ N ∩

[m0,∞); 換言之, 多項式 f(x) − [ q

ℓ
(x +

an−1

nan
)]n 有無窮多個零點 m0, m0 + 1, m0 +

2, . . .。 據此, 即得 f(x) = [g(x)]n, 其中

g(x) = n
√

an(x + an−1

nan
) = q

ℓ
(x + an−1

nan
) ∈

Q[x]。

備註: (一) 本題之逆 「若 f(x) = a0 +
∑n

i=1 aix
i, g(x) ∈ Q[x], 且 f(x) =
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[g(x)]n, 則 f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q。」 顯然

亦真。

(二) 當 n > 1 時, 若將本題中之 Q

改為 R, Q[x] 改為 R[x], 並將 Q(n) 改為

R(n), 則所得之問題, 其答案係否定者; 蓋若

令 f(x) = xn +1, 則 f(r) ∈ R(n) ∀r ∈ R,

但顯然無 g(x) ∈ R[x] 能使 f(x) = [g(x)]n

也。

(三) 本解答所示 (2)(ii) 之推導用及算

術基本定理, (2)(iii) 之推導用及有理化, 漸

近線 (極限) 概念, 整數之離散性與多項式之

零點個數。

(四) 將本題之解法與第二節中所示者略

作比較, 可知: 本法雖較繁瑣, 但具有普遍性

(其推導普遍適用於所有 n ≥ 2 之情形); 前

法雖較簡易, 但喪失一般性 (其論證不能類推

使用於 n ≥ 3 之一般情形)。 是以解答之簡

易性與普遍性 (一般性), 有時顧此失彼, 誠難

兩全。

茲將推廣問題1更進一步推廣之, 而探

究下述問題。

推廣問題 2: 若 f(x) ∈ Q[x], 且

f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q, 是否必有 g(x) ∈
Q[x] 能使 f(x) = [g(x)]n?

解答: 當 n = 1 時, 取 g(x) = f(x) 即

可。 以下, 設 n > 1。 為引用方便計, 以 (C1)

表條件 f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q。

(1) 若 f(x) ≡ a0 ∈ Q, 則據 (C1), 知

有 b ∈ Q 使 a0 = bn。 取 g(x) ≡ b, 即得

f(x) = [g(x)]n 矣。

(2) 以下, 設 f(x) = a0 +
∑ν

i=1 aix
i,

ν ≥ 1, aν 6= 0。 (i) 令 ν = kn − j,

其中 k ∈ N , 0 ≤ j ≤ n − 1。 可將

a0, . . . , aν 中之非0者俱表為最簡分數, 並令

所有分母之最小正公倍數為 ℓ (若僅 aν 6= 0,

可將 aν 表為最簡分數, 並以其分母之絕對值

為 ℓ), 而書 f(x) = 1
ℓkn [ℓ0 +

∑ν
i=1 ℓix

i] =
1

ℓknx−kn [ℓ0x
−kn +

∑ν
i=1 ℓix

−(kn−i)], 其中

ℓ0, . . . , ℓν 均為整數。 令 y = 1
x
, h(y) =

∑kn
i=j ℓkn−iy

i, 則 f(x) = h(y)
ℓknykn 。 由 (C1)

知 h(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q\{0}, 故特別

可得 (C2) : h(m) ∈ Z(n) ∀m ∈ N。

若 j 6= 0 (即 1 ≤ j ≤ n − 1), 取質

數 p > |ℓν |, 則因 nj > (n − 1)j ≥
n(j−1)+1, 而 (n−1)(j+1) = nj+(n−
j − 1) ≥ nj, 故 pnj|∑kn

i=j+1 ℓkn−i(p
n−1)i,

pn(j−1)+1|ℓkn−j(p
n−1)j , pnj ∤ ℓkn−j(p

n−1)j,

遂知 pn(j−1)+1|∑kn
i=j ℓkn−i(p

n−1)i, pnj ∤
∑kn

i=j ℓkn−i(p
n−1)i, 此與 (C2) 相左! 故

必 j = 0, 即 ν = kn (k ∈ N)。 (ii) 因

limx→∞{ℓ0 +
∑ν

i=1 ℓix
i} = ∞ (若 ℓν > 0)

或 −∞ (若 ℓν < 0), 據 (C1) 或 ℓ0 +
∑ν

i=1 ℓim
i ∈ Z(n) ∀m ∈ N , 俱知 n 為偶數

時, 必 ℓν > 0。(iii) 若 |ℓν | 6= 1, 而 |ℓν | =
∏

λ p
eλ

λ 為其標準質因數分解, 則必 n|eλ ∀λ;

蓋若某 eλ = tn + u, 而 t ∈ N ∪ {0},
0 < u < n, 則 p

eλ

λ |h(p
(t+1)n
λ ), p

(t+1)n
λ ∤

h(p
(t+1)n
λ ), 此與 (C2) 相左! 據是與 (ii),

遂知: 不論 n 為奇或為偶, |ℓν | = 1 或

|ℓν| 6= 1, 恆有 n
√

ℓν ∈ Z。 令 n
√

ℓν = q, 即

得 n
√

aν = q

ℓk ∈ Q 矣。(iv) 考慮整係數多項

式函數 h(y) = ℓν+
∑ν

i=1 ℓν−iy
i。 因 h(0) =

ℓν 6= 0, 由連續性, 知必有 y0 > 0, 使

y ∈ (−y0, y0) 時, h(y) 與 ℓν 同號。 注意 n

為偶數時, ℓν > 0 [見 (ii)], 故不論 n 為奇或
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為偶, 當 y ∈ (−y0, y0) 時, [h(y)]
1
n 必為實

數。 因此, 可考慮實值函數 H(y) = [h(y)]
1
n ,

其中 y ∈ (−y0, y0)。 用數學歸納法, 易證

第 i 階導函數 H(i)(y) = qi(y)[h(y)]
1
n
−i

∀y ∈ (−y0, y0), 其中 i ∈ N ∪{0}, qi(y) ∈
Q[y]; 又因 n

√
ℓν = q ∈ Z\{0} [見(iii)],

故 H(i)(0) ∈ Q ∀i ∈ N ∪ {0}。 據 Taylor

定理, 知當 y ∈ (−y0, 0) ∪ (0, y0) 時, 必有

θk(y) ∈ (0, 1), 使 H(y) =
∑k

i=0
H(i)(0)

i!
yi+

H(k+1)(θk(y)y)
(k+1)!

yk+1; 又因 [f(x)]
1
n = H(y)

(ℓy)k

∀x = 1
y
∈ ( 1

y0
,∞) [見 (i)], 故得(C3):

lim
x→∞

{[f(x)]
1
n − (

x

ℓ
)k

k
∑

i=0

H(i)(0)

i!
x−i}

= lim
y→0+

H(k+1)(θk(y)y)

(k + 1)!ℓk
y

=
1

(k+1)!ℓk
[ lim
y→0+

H(k+1)(θk(y)y)][ lim
y→0+

y]

=
H(k+1)(0) · 0
(k + 1)!ℓk

= 0。

茲設 g(x) =
∑k−1

i=0
H(i)(0)

i!ℓk xk−i + H(k)(0)
k!ℓk 。

因 [f(x)]
1
n = 1

ℓk [ℓ0 +
∑ν

i=1 ℓix
i]

1
n 中之

1
ℓk ∈ Q, 且 g(x) ∈ Q[x], 必有正整數

L, 使 L
ℓk 與

L·H(i)(0)
i!ℓk (0 ≤ i ≤ k) 俱為

整數。 據 (C3), 知有正整數 m0 > 1
y0

, 使

|L{[f(x)]
1
n − g(x)}| < 1

2
∀x ≥ m0。 因

[ℓ0 +
∑ν

i=1 ℓim
i]

1
n , Lg(m) ∈ Z ∀m ∈ N

[前者見 (ii), 後者據 L 之存在性], 由甫得

之不等式, 遂知 L{[f(m)]
1
n − g(m)} = 0

∀m ∈ N ∩ [m0,∞), 故 f(m) = [g(m)]n

∀m ∈ N∩[m0,∞); 換言之, 多項式 f(x)−
[g(x)]n 有無窮多個零點 m0, m0 + 1, m0 +

2, . . .。 據此, 即得 f(x) = [g(x)]n, 其中

g(x) =
∑k−1

i=0
H(i)(0)

i!ℓk xk−i + H(k)(0)
k!ℓk ∈ Q[x]。

備註: (一) 對於 (2)(iv) 之推導, 為強調

其中一重點, 特再綴數語, 闡釋如次: 考慮整

係數多項式函數 h(y) = ℓν +
∑ν

i=1 ℓν−iy
i。

若 n 為偶數, 而 y1 ∈ R 使 h(y1) < 0,

則由連續性, 知必有 δ > 0, 使 h(y) < 0

∀y ∈ (y1 − δ, y1 + δ)。 特取 r1 ∈ Q ∩
(y1 − δ, y1 + δ), 則 h(r1) < 0; 又 h(0) =

ℓν > 0 [見 (ii)], 故 r1 6= 0, 由 (C1), 即知

h(r1) ∈ Q(n) [見 (i)], 而得 h(r1) ≥ 0。 前

後矛盾! 因此, 若 n 為偶數, 則必 h(y) ≥ 0

∀y ∈ R。 據是, 可知不論 n 為奇或為偶, 當

y ∈ R 時, [h(y)]
1
n 必為實數, 故可考慮實值

函數 H(y) = [h(y)]
1
n , 其中 y ∈ R。 (2)(iv)

將 H 之定義域取為區間 (−y0, y0) [而非 R],

除確定 H(y) ∈ R ∀y ∈ (−y0, y0) [此與

H(y) ∈ R ∀y ∈ R 類似]外, 尚能保證第 i

階導函數 H(i)(y) = qi(y)[h(y)]
1
n
−i 在區間

(−y0, y0) 上恆存在, 俾可應用 Taylor 定理

以解題。 注意: H 之定義域若選取不當, 以

致含有 h 之某零點 ỹ, 則當 i ∈ N 時, 因

1
n
− i < 0, h(ỹ) = 0, 故 h(ỹ)

1
n
−i 即無意義

矣!

(二) 推廣問題 1 為本題於 k = 1

時之特例; 若 an 6= 0, 欲求 g(x) 使

f(x) = [g(x)]n, 則由最高與次高次項, 知

可試取 g(x) = n
√

an(x + an−1

nan
) [與本題藉

H(0)(0) = H(0) 及 H(1)(0) = H ′(0) 所表

出者一致], 故其解答 (2)(iii) 於最初即逕行

推導 limx→∞[ n

√

f(x)− n
√

an(x + an−1

nan
)] =

0。 但若 k > 1, 且其值未明確示出, 則藉

f(x) 之係數 a0, . . . , aν(aν 6= 0) 以明確

表出 g(x), 實際上有困難, 且事實上無必要,

故本題解答 (2)(iv) 即利用條件 (C1), 連續
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性, 導函數, Taylor 定理, 極限, 整數之離

散性及多項式之零點個數等, 證明 g(x) =
∑k−1

i=0
H(i)(0)

i!ℓk xk−i + H(k)(0)
k!ℓk ∈ Q[x] 能使

f(x) = [g(x)]n, 而不將其係數
H(i)(0)

i!ℓk (0 ≤
i ≤ k) 藉 a0, . . . , aν 明確表出。

(三) 本題之逆 「若 g(x) ∈ Q[x], 且

f(x) = [g(x)]n, 則 f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q。」

顯然亦真。

(四) 當 n > 1 時, 若將本題中之 Q

改為 R, Q[x] 改為 R[x], 並將 Q(n) 改為

R(n), 則所得之問題, 其答案係否定者; 蓋若

令 f(x) = xkn +1, 其中 k ∈ N , 則 f(r) ∈
R(n) ∀r ∈ R, 但顯然無 g(x) ∈ R[x] 能使

f(x) = [g(x)]n 也。

以下, 提及多項式環 F [x] 時, 恆設 x

為未定元 (對 F 而言)。 為後續推導之需, 茲

先介紹下述之

引理: 若體 F ⊇ Q, f(x) ∈ F [x], 且

f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q, 則必 f(x) ∈ Q[x]。

證明: (1) 若 f(x) ≡ a0 ∈ F , 則

由題設條件知有 b ∈ Q 使 a0 = bn, 故

f(x) ∈ Q[x]。

(2) 以下, 設 f(x) = a0 +
∑ν

i=1 aix
i,

ν ≥ 1, aν 6= 0。 任取 ν + 1 個全異

有理數 rj(0 ≤ j ≤ ν), 考慮聯立方程

x0 +
∑ν

i=1 ri
jxi = f(rj), 0 ≤ j ≤ ν。 因

ri
j, f(rj) ∈ Q(1 ≤ i ≤ ν, 0 ≤ j ≤ ν), 而

係數行列式 (為 ν + 1 階之 Vandermonde

行列式) 之值
∏

0≤j<j′≤ν(rj′ − rj) 6= 0, 由

Cramer 法則 (利用行列式解聯立方程), 知

此聯立方程恰有一組解 xi = αi(0 ≤ i ≤

ν), 且所有 αi ∈ Q。 又因 xi = ai(0 ≤
i ≤ ν) 為其一組解, 故必 ai = αi 而

f(x) ∈ Q[x]。

備註: (一) 當然, (2) 之推導亦可簡化如

次: 設 f(x) = a0+
∑ν

i=1 aix
i, ν ≥ 1, aν 6=

0。 任取 ν +1 個全異有理數 rj(0 ≤ j ≤ ν),

則 a0 +
∑ν

i=1 ri
jai = f(rj), 0 ≤ j ≤ ν。

可將此視為 a0, . . . , aν 之聯立方程。 因 ri
j,

f(rj) ∈ Q(1 ≤ i ≤ ν, 0 ≤ j ≤ ν), 且係

數行列式之值
∏

0≤j<j′≤ν(rj′ − rj) 6= 0, 由

Cramer 法則知 ai ∈ Q(0 ≤ i ≤ ν), 故

f(x) ∈ Q[x]。

(二) 本引理證明 (2) 亦可利用 Lagra-

nge 插值公式 (interpolation formula) 及

多項式之零點個數而推論如次: 設 f(x) =

a0 +
∑ν

i=1 aix
i, ν ≥ 1, aν 6= 0。 任取 ν +1

個全異有理數 rj(0 ≤ j ≤ ν), 考慮 La-

grange 插值公式

f̃(x) =
ν

∑

j=0

f(rj)
∏

j′ 6=j(x − rj′)
∏

j′ 6=j(rj − rj′)
。

依吾人之選取及題設之條件, 知 rj, f(rj) ∈
Q(0 ≤ j ≤ ν), 故 f̃(x) ∈ Q[x]。 若

f(x) − f̃(x) 非零多項式, 則其次數 ≤ ν,

故至多有 ν 個零點; 因此與 r0, . . . , rν 俱為

其零點之事實相悖, 遂知 f(x) ≡ f̃(x) ∈
Q[x]。

若擬將推廣問題2更推廣之, 似宜考慮

下述問題: 若體 F ⊇ Q, f(x) ∈ F [x], 且

f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q, 是否必有 g(x) ∈
F [x] 能使 f(x) = [g(x)]n ? 茲討論如次:

在題設條件下, 據上述引理, f(x) 實際上必
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屬於 Q[x], 故 (由推廣問題2之解答) 知必有

g(x) ∈ Q[x] ⊆ F [x] 能使 f(x) = [g(x)]n。

因此, 本質上, 上述推廣問題實與推廣問題2

無異。 唯應注意, 可取之 g(x) 可能增多。 例

如令 F 為複數體, n = 3, f(x) = x3,

則可取 g(x) = x, ωx 或 ω2x, 其中 ω =
1
2
(−1 +

√
3i)。 再者, 其逆 「若體 F ⊇ Q,

g(x) ∈ F [x], f(x) = [g(x)]n, 則必 f(r) ∈
Q(n) ∀r ∈ Q。」 不真。 蓋令 F = Q(

√
2),

g(x) =
√

2x, f(x) = [g(x)]2 = 2x2,

則 f(1) = 2 6∈ Q(2) 也。 又, 若考慮

f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q 之充要條件, 形式

上雖可推得 「若體 F ⊇ Q, f(x) ∈ F [x],

則 f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q 之充要條件為有

g(x) ∈ Q[x] 能使 f(x) = [g(x)]n。」, 但實

際上 f(x) ∈ Q[x], 推廣問題2之解答與備註

(三) 已示出此結果! 總之, 在 f(r) ∈ Q(n)

∀r ∈ Q 之前提下, 推廣至問題2, 已達終點

矣。

本節所示之推廣, 係於 f(r) ∈ Q(n)

∀r ∈ Q 之前提下, 以循序漸進之方式, 逐步

完成者。 蓋先將基本問題推廣至問題1, 次將

問題1再推廣至問題2, 後據上述引理, 說明

此種推廣止於是, 故其來龍去脈, 實有跡可尋

也。 唯推廣問題1與2二者之論證, 有若干類

似或雷同之處, 是其缺點。 若兼程並進, 跳過

問題1, 而逕由基本問題遽推至問題2, 雖可

除去上述重複之弊, 但有突兀之感。 再者, 前

述推廣問題1所予之解答, 亦有可供參考之價

值。 職是之故, 遂將此二題依序銜接之, 而演

示如上焉。 本節推廣所得, 可綜述為如下之

結論: 若 f(x) ∈ Q[x], 而 n ∈ N ,

則 f(r) ∈ Q(n) ∀r ∈ Q 之充要條件為有

g(x) ∈ Q[x] 能使 f(x) = [g(x)]n。

茲於結束本文之際, 特提出下述問題, 供

有志讀者研究之。

研究問題: (1) 試確定是否有合乎下列

條件之體 F : (i) F ⊃ Q; (ii) 若 f(x) ∈
F [x], 而 n ∈ N , 則 f(α) ∈ F (n) ∀α ∈ F

之充要條件為有 g(x) ∈ F [x] 能使 f(x) =

[g(x)]n, 其中 F (n) = {αn|α ∈ F}。(2) 試

求合乎上述條件 (ii) 之所有體 F 。 [當然, 同

構之體可視為相同。]

備註: 筆者猜測有理數體為合乎條件

(ii) 之唯一體。[意謂: 若體 F 合乎條件 (ii),

則 F 必與 Q 同構。]未知然否?

後記: 1997年元月, 筆者將本文第一節

所述之基本問題及第二節之解答與備註等資

料, 提供予我國數學奧林匹亞委員會, 蒙採

納為訓練教材, 並惠贈命題費二千元, 謹此申

謝。

—本文作者曾任教於台灣大學數學系,

現已退休—


