
Cantor-Hilbert 對角線方法

胡紹宗

眾所周知, 在 n 維歐氏空間 Rn 中成立

著著名的“聚點原則” ( Rn 中任何有界序列

一定能選出收歛的子序列), 它是微積分學賴

以建立的基礎, 可是在無限維空間中,“聚點原

則”不一定成立。

例: 在閉區間 [0,1]上作連續函數列:

fn(x)=







0, x ≥ 1
n

1−nx, x ≤ 1
n

n=1, 2, · · ·

因為
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∣ = 1, 所以

{fn}∞n=1 是無限維空間 C[0,1] 中有界序列,

但不可能有子序列在 C[0,1] 中收歛。 事實上,

如果有 {fnk
}∞

k=1 在 C[0,1] 中依範數收歛於

f , 即
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⇒ f(x)= lim
k→∞

fnk
(x)=







1, x = 0

0, x 6= 0

顯然 f(x) 在點 x = 0 不連續。

另一方面, 序列 {fnk
}∞

k=1 在 C[0,1]中

按範數收歛於 f 等價於函數列 {fnk
(x)} 在

[0,1]上一致收歛於 f(x), 由數學分析知識,

f(x) 在 [0,1] 上連續, 於是矛盾。

所以“聚點原則”在無限維空間 C[0,1]

中不成立。

其實,“聚點原則” 是有限維空間的特徵。

無限維空間中“聚點原則” 不再成立這一事

實很早便為 Hilbert 認識, 他在研究具對稱

核的積分方程時, 針對著這個問題提出了序

列弱收歛的概念, 並創立了重要的 Contor-

Hilbert 對角線方法。 先通過線性賦範空間中

的“聚點原則”, 介紹這一方法, 再進一步指出

它的應用。

定義1: 設 E 為線性賦範空間,{fn}∞n=1

是共軛空間 E∗ = B(E, K) 中的序列。 如

果有 f0 ∈ E∗, 使對任何 x ∈ E, 有

limn→∞ fn(x) = f0(x), 則稱線性有界泛函

序列 {fn}∞n=1弱
∗收歛於 f0, 記作 fn

弱∗

−→
f0。

引理: 如果空間 E∗ 中線性有界泛函序

列 {fn}∞n=1 滿足下面的條件:

(i) {‖fn‖}∞n=1 是有界數列;

(ii) 對於 E 中某一稠密子集 G 的每個

元素 x, 有 limn→∞ fn(x) = f0(x)(f0 ∈
E∗)。
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則 fn

弱∗

−→ f0

證: 命 M = supn{‖fn‖}, 由於 G 在

E 中稠密, 故任給 ε > 0, 對任一 x ∈ E, 有

x0 ∈ G, 使

‖x − x0‖ <
ε

4M

於是

| fn(x) − f0(x)| ≤ |fn(x) − fn(x0)|
+ |fn(x0) − f0(x0)| + |f0(x0) − f0(x)|
= |fn(x − x0)| + |fn(x0) − f0(x)|

+|f0(x − x0)|
≤ ‖fn‖ ‖x− x0‖ + |fn(x0) − f0(x0)|

+‖f0‖ ‖x − x0‖
≤M · ε

4M
+ |fn(x0) − f0(x0)|

+‖f0‖ ·
ε

4M

即

|fn(x) − f0(x)| ≤ ε

4
+ |fn(x0) − f0(x0)|

+‖f0‖ ·
ε

4M
(1)

另一方面, 由 limn→∞ fn(x) = f0(x)

(x ∈ G), 得

lim
n→∞

|fn(x)| = |f0(x)|

而 |fn(x)| ≤ ‖fn‖ ‖x‖, 故 |f0(x)| ≤
‖fn‖ ‖x‖, 從而 ‖f0‖ ≤ ‖fn‖, 於是

‖f0‖ ≤ M (2)

又由於 limn→∞ fn(x0) = f0(x0), 故存在自

然數 N , 使當 n > N 時,

|fn(x0) − f0(x0)| <
ε

2
(3)

因此, 當 n > N 時, 由 (1)(2)(3) 得,

|fn(x) − f0(x)| < ε

4
+ ε

2
+ ε

4
= ε, 即對

任一 x ∈ E, 有 limn→∞ fn(x) = f0(x), 所

以 fn

弱∗

−→ f0。 證畢。

定理1: 如果線性賦範空間 E 是可分的,

則其共軛空間 E∗ 中任何一致有界的序列都

有弱∗收歛的子序列。

證: 設 {fn}∞n=1 是 E∗ 中一致有界的序

列, 即 {‖fn‖}∞n=1 有界, 則存在 M > 0, 使

得

‖fn‖ ≤ M, n = 1, 2, · · ·

由 E 可分可知, E 中必存在可數稠密子

集, 設其為 {xk} (k = 1, 2, · · ·)。 於是得

|fn(x1)|≤ ‖fn‖ ‖x1‖ ≤ M‖x1‖, 即數列

f1(x1),f2(x1),f3(x1),· · · 有界, 由“聚點原

則”, 必可從 {fn(x1)}∞n=1 中選出收歛的子

數列:

f
(1)
1 (x1), f

(1)
2 (x1), f

(1)
3 (x1), · · ·

取 {f (1)
n

(x2)}∞n=1, 有 |f (1)
n

(x2)| ≤ ‖f (1)
n

‖
·‖x2‖, 即數列 f

(1)
1 (x2), f

(1)
2 (x2), f

(1)
3 (x2),

· · · 有界, 同理, 必可從 {f (1)
n

(x2)}∞n=1 中選

出收歛的子數列

f
(2)
1 (x2), f

(2)
2 (x2), f

(2)
3 (x2), · · ·

如此繼續下去, 得到如下可數個泛函序列:

f
(1)
1 , f

(1)
2 , f

(1)
3 , · · · , f (1)

n
, · · ·

f
(2)
1 , f

(2)
2 , f

(3)
3 , · · · , f (2)

n
, · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·
f

(n)
1 , f

(n)
2 , f

(n)
3 , · · · , f (n)

n
, · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·
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其中每一個序列是前一序列的子序列, 而且

對每個 k(k = 1, 2, · · ·), 數列

f
(k)
1 (xk), f

(k)
2 (xk), f

(k)
3 (xk), · · ·收歛。

在 (4) 中取對角線上的泛函組成的序列:

f
(1)
1 , f

(2)
2 , f

(3)
3 , · · · , f (n)

n
, · · ·

它顯然是 {fn}∞n=1 的子序列, 容易看出對每

個 k(k = 1, 2, · · ·), 數列

f
(1)
1 (xk), f

(2)
2 (xk), f

(3)
3 (xk), ··, f (n)

n
(xk), ··

收歛, 即 {f (n)
n

(x)}∞
n=1 在 E 的稠密子

集 {xk} 上收歛。 又因 ‖f (n)
n

‖ ≤ M , 即

{‖f (n)
n

‖}∞
n=1 有界, 故由引理, {f (n)

n
} 在 E

上弱∗收歛於某一線性有界泛函。 證畢。

在定理 1 的證明中用到了“抽子數列方

法”或稱“Cantor-Hilbert 對角線方法”, 鑒

於此法的重要性, 特在這裡詳細敘述它。

將可數個無窮數列排列如下:

a11, a12, · · · , a1n, · · ·
a21, a22, · · · , a2n, · · ·
...

...
...

...
...

an1, an2, · · · , ann, · · ·
...

...
...

...
...

並假定 |aki
| ≤ c(k, i = 1, 2, · · ·), C 為固

定正數。

據“聚點原則”, 從第一行中抽出收歛的

子數列:

a1n1

1

, a1n1

2

, · · · , a1n1

i

, · · · −→
i→∞

L1

考慮第二行中的子數列 {a2ni
}∞

i=1, 仍可從中

抽出收歛的子數列:

a2n2

1

, a2n2

2

, · · · , a2n2

i

, · · · −→
i→∞

L2

注意 {n2
i
}∞

i=1 是 {n1
i
}∞

i=1 的子數列, 由此繼

續下去, 可得:

aknk

1

, aknk

2

, · · · , aknk

i

, · · · −→
i→∞

Lk

這裡 {nk

i
}∞

i=1 是 {nk−1
i }∞

i=1 的子數列, 如此

進行下去, 有

a1n1

1

, a1n1

2

, · · · , a1n1

i

, · · · −→
i→∞

L1

a2n2

1

, a2n2

2

, · · · , a2n2

i

, · · · −→
i→∞

L2

...
...

...
...

...

aknk

1

, aknk

2

, · · · , aknk

i

, · · · −→
i→∞

Lk

...
...

...
...

...

於是對角線上的元素, 其下指標為 knk

k
(k =

1, 2, · · ·), 而

{nk

k
}∞

k=1 ⊂ {n1
k
}∞

k=1

{nk

k
}∞

k=2 ⊂ {n2
k
}∞

k=1

...
...

...
...

{nk

k
}∞

k=i
⊂ {ni

k
}∞

k=1

...
...

...
...

又 limk→∞ aini

k

= Li, 故 limk→∞

aink

k

= Li (i = 1, 2, · · ·)。 再應用此法, 證

明 Hilbert 在弱收歛意義下建立了的無限維

空間 H 中的“聚點原則”。

定義 2: 設 H 為 Hilbert 空間,

{xn}∞n=1 是 H 中的序列, 如果有 x0 ∈
H , 使對任何 y ∈ H, limn→∞(xn, y) =
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(x0, y), 則稱 {xn}∞n=1 弱收歛於 x0, 記作

xn

弱−→ x0。

定理2: 如果 Hilbert 空間 H 是可分

的, 則 H 中的單位球 V 上的任何序列都有

弱收歛的子序列。

證: 設 H 為 l2 (因為任何可分的

Hilbert 空間與 l2 同構), {xn}∞n=1 是 l2 中

的單位球 V 上的任一序列 (‖xn‖ ≤ 1, n =

1, 2, · · ·) 再設

x1 = (ξ11, ξ12, · · · , ξ1i, · · ·)
x2 = (ξ21, ξ22, · · · , ξ2i, · · ·)
...

...
...

...
...

xn = (ξn1, ξn2, · · · , ξni, · · ·)
...

...
...

...
...

對上述方陣使用“對角線方法”, 有

xnk
=(ξnk1,ξnk2,· · ·,ξnki,· · ·) (‖xnk

‖ ≤ 1),

使得 limk→∞ξnki= ξi(i = 1, 2, · · ·)。 命

x0 = (ξ1, ξ2,· · · , ξi, · · ·), 而
N
∑

i=1
|ξnki|2 ≤ 1,

再命 k → ∞, 便有
N
∑

i=1
|ξi|2 ≤ 1, 由於 N

可任意大, 故
∞
∑

i=1
|ξi|2 ≤ 1, 即 x0 ∈ V 。

以下證明, xnk

弱−→ x0。 事實上, 對任一

y = (η1, η2, · · · , ηi, · · ·) ∈ l2, 應有 M > 0,

使
∞
∑

i=1
|ηi|2 ≤ M , 而

| (xnk
, y) − (x0, y)|

= |(xnk
− x0, y)|

≤ ‖xnk
− x0‖‖y‖

=
(

∞
∑

i=1

∣

∣

∣ξnki − ξi

∣

∣

∣

2) 1

2

(

∞
∑

i=1

|ηi|2
)

1

2

≤
√

M
(

∞
∑

i=1

∣

∣

∣ξnki − ξi

∣

∣

∣

2) 1

2

=
√

M
(

N
∑

i=1

∣

∣

∣ξnki − ξi

∣

∣

∣

2

+
∞
∑

i=N+1

∣

∣

∣ξnk
i − ξi

∣

∣

∣

2) 1

2

但當 k → ∞ 時,
N
∑

i=1

∣

∣

∣ξnki − ξi

∣

∣

∣

2 → 0, 又因

∞
∑

i=1

∣

∣

∣ξnki − ξi

∣

∣

∣

2
< ∞, 故對任給 ε > 0, 只要

N 足夠大, 就有
∞
∑

i=N+1

∣

∣

∣ξnki − ξi

∣

∣

∣ < ε, 因而

limk→∞(xnk
, y) = (x0, y), 由 y 的任意性,

於是 xnk

弱−→ x0。 證畢。
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