
狄拉克定理的新證明

詹國樑

摘要: 本文對圖論中著名的狄拉克定理, 分別用逐步調整法和數學歸納法這兩種初等方法給

出新證明, 構思新穎巧妙, 無需使用圖論術語。
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對於一個給定的連通圖, 是否存在哈密

頓 (Hamilton) 回路, 這是圖論中至今尚未

解決的一個著名難題。 1952年, 歐洲數學家

狄拉克 (Dirac) 建立了下面的定理, 簡單明

瞭地給出了哈密頓回路存在的充分條件, 這

是圖論史上的一項重要成果。

定理 (Dirac): 具有 n(n ≥ 3) 個頂點

的簡單圖, 如果每個頂點 v 的度 d(v) ≥ n
2
,

則一定存在一條哈密頓回路。

紐曼 (Newman) 和波塞 (Pósa) 曾

分別於1958年和1962年對狄拉克定理作出“

光彩奪目”的證明 [1] 。 現在所見的圖論著作

[2] 中又用反證法給予證明。 在本文中, 筆者

分別用逐步調整法和數學歸納法給出兩種新

證法, 以供同仁研究參考。

為了避免使用圖論術語, 我們不妨將狄

拉克定理改述為與之等價的命題:

命題: 現有 n(n ≥ 3) 個人, 每個人的

朋友至少有 n
2

個, 則這 n 個人可以圍坐一

圈, 相鄰者均為朋友。

證明一: (用逐步調整法)

先讓這些人隨意圍坐一圈, 不妨設他們

的坐次為 F1, F2, · · · , Fn−1, Fn, 其中 F1

與 Fn 不是朋友。 現構作集合 F ∗ =

{Fi|F1與Fi+1是朋友} (i = 1, 2, 3 · · · , n −

2), 由題設知 F ∗ 中至少有 n
2

個人, 且

Fn 與 F ∗ 中至少有一個是朋友 (如若不然,

Fn 和 F ∗ 中任何一個人都不是朋友, 則因

{F1, F2, · · · , Fn} − F ∗ 中至多有 n
2

個人,

故 Fn 至多有 n
2
−1 個朋友, 此與題設矛盾),

設他為 Fj。 此時, 圓圈上坐有

F1, F2, · · · , Fj , Fj+1, · · · , Fn−1, Fn, F1

(1)

再將上面的坐次作如下調整: F1, F2,

· · · , Fj 原封不動, 而將 Fj 以後的

Fj+1,· · ·, Fn−1, Fn 這部分人的坐次全都顛

倒過來, 重新入坐, 即圓圈上所有人的坐次調

整為

F1, F2, · · · , Fj, Fn, Fn−1, · · · , Fj+1, F1

(2)

比較坐法 (1) 和 (2): 由於 (1) 和 (2)

中 F1, F2, · · · , Fj 相鄰者為朋友 (或不是朋

友) 的對數相等, (1) 中 Fj+1, · · ·, Fn−1, Fn

和 (2) 中 Fn, Fn−1, · · ·, Fj+1 相鄰者為朋

友 (或不是朋友) 的對數也相等, 而 (2) 中 Fn

和 Fj 是朋友, 且由 F ∗ 的定義知 F1 和 Fj+1
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也是朋友。 但是, (1) 中 Fn 和 F1 不是朋友,

Fj 和 Fj+1 是不是朋友尚屬未知。 可見, 進

行這樣一次調整至少可以增加一對朋友相鄰。

故作如此調整, 至多需 n 次, 就可使每個人的

鄰坐都是朋友。

證明二: (用數學歸納法)

先考慮將 n 個人排坐在一直線上, 記

他們為 Fi(i = 1, 2, · · · , n), 並將相鄰兩

人均為朋友的排列稱為“良序排列”。 可以證

明: 對於 1 ≤ k ≤ n − 1, 如果有 k

個人的一個 “良序排列” F1, F2, · · · , Fk, 則

必有 k + 1 個人也構成一個 “良序排列”

F1, F2, · · · , Fk, Fk+1 。 事實上,

(1) 當 1 ≤ k ≤ n
2

時, 因為 Fk 至少有

n
2

個友人, 而良序排列 F1, F2, · · · , Fk 中 Fk

的前面最多只有 n
2
− 1 個人。 所以, 在剩下

的人中至少有一人是 Fk 的朋友, 記為 Fk+1,

則結論成立。

(2) 當 n
2

< k ≤ n − 1 時, 如果剩下

的人中有 Fk 的朋友, 記為 Fk+1, 則結論已

成立; 反之, 如果剩下的人均不是 Fk 的朋

友, 則可任取其中之一為 Fk+1 。 此時, Fk 的

友人應在排列 F1, F2, · · · , Fk−1 中, 設其中

某一個 Fj 是 Fk 的朋友, 則將 Fj 之後的

k − j 個人的順序全部顛倒過來, 而得排列

F1, F2, · · · , Fj , Fk, Fk−1, · · · , Fj+2, Fj+1,

顯然, 這仍是 k 個人的“良序排列”。 由於 Fk

的友人至少有 n
2

個, 故 Fj 的取法至少有 n
2

種, 從而這樣的 Fj+1 也至少有 n
2

個。 由於

所有的人數為 n, 而 Fk+1 的朋友數又不少

於 n
2

。 因此, 在這些 Fj+1 中至少有一個是

Fk+1 的朋友。 當 Fj+1 恰好是 Fk+1 的朋友

時, F1, F2, · · · , Fj, Fk, · · · , Fj+1, Fk+1 就

是 k + 1 個人的一個“良序排列”了。 於是,

結論仍然正確。

根據上述結論, 並由數學歸納法可知:

這些在一直線上排列著的 n 個人, 總可以進

行重排成一個“良序排列”:

F1, F2, · · · , Fn (∗)

此時, 若 F1 是 Fn 的朋友, 則按次序

(∗) 圍坐一圈, 相鄰者均為朋友; 若 F1 不是

Fn 的朋友, 則可仿照 (2) 中的做法, 找出一

個“良序排列”:

F1, F2, . . . , Fj, Fn, Fn−1, . . . , Fj+1,

使 Fj+1 和 F1 為朋友 (具體做法是: 設

某一個 Fj 是 Fn 的朋友, 則將“良序排列”

F1, F2, · · · , Fj, Fj+1, · · · , Fn 中 Fj 之後的

n − j 個人的順序全部顛倒過來之後, 所

得排列 F1, F2, · · · , Fj, Fn, Fn−1, · · · , Fj+2,

Fj+1 仍是良序排列。 由於 Fn 的友人至少有

n
2

個, 故 Fj 的取法至少有 n
2

種, 從而這

樣的 Fj+1 也至少有 n
2

個。 又由於所有的人

數為 n, 而 F1 的朋友數也不少於 n
2
, 因此

在這些 Fj+1 中至少有一個是 F1 的朋友。

當其中某一個 Fj+1 恰好為 F1 的朋友時,

F1, F2, · · · , Fj, Fn, Fn−1, · · · , Fj+1 就是一

個良序排列, 且 Fj+1 和 F1 為朋友)。 於是,

圍坐一圈後, 相鄰者仍均為朋友。
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