
發現數學真理的一把鎖匙

一一 老調新彈類比法

殷堰工

阿凡提是維吾爾族人智慧的化身, 有這

樣一則傳說來描繪他的聰穎: 尖刁、 刻薄的

旅店老板想敲榨一個忠厚的農民, 強詞奪理

地把三年前被吃去的 (價值2圓) 一只雞, 硬

算成1000圓, 向法院起訴。 其理由是:“如果

這只雞還活著, 該生多少蛋, 這些蛋孵成小雞

長大, 又要生蛋, 蛋生雞、 雞生蛋 · · ·”, 受

賄的法官準備受理此案。 阿凡提被農民聘請

為“辯護律師”。 阿凡提出庭時故意遲到,說是

為了把麥子炒熟播種而耽擱了時間。 當法官

厲聲斥責阿凡提用炒熟的麥子播種胡說八道

時, 阿凡提反問:“炒熟的麥種不出小麥, 煮熟

的雞怎能生蛋呢?” 法官和老板被駁得理屈

詞窮, 醜態百出。 結果, 官司為農民所打贏。

這只是一則民間的傳說而已, 透過傳

說本身, 我們看到的是阿凡提在法庭上運用

的“類比法”進行推理, 勝利的關鍵在于阿凡

提巧妙地用了“類比方法”。

類比法與現代科技發明

什麼是類比法, 按照通用的邏輯教材的

定義是:“我們觀察到兩個或兩類事物在許多

屬性上都相等, 便推出它們在其它屬性上也

相同, 這就是類比法。” 對類比法, 中世紀數

學家 Kepler(1571-1630) 推崇倍至, 他說

過:“我珍視類比勝於任何別的東西, 它是我最

可信賴的老師, 它能揭示自然界的秘密。” 誠

言斯哉! 翻開現代科學技術發明的史冊, 類

比法功勛卓著, “近代仿生學”就是建立在類

比推理原則上的成功典例。 仿生學是用“生物

機制”作類比。 譬如, 見到燕子的飛翔, 就想

到設計滑翔機和飛機; 看到魚的浮沉想到設

計潛水艇; 看到螻蛄的鑽洞想到製造挖土機;

觀察到蠶的吐絲就發明人造絲工程等等。

十七世紀解析幾何學的誕生引起了數學

的深刻革命, 發明者 Descartes (1596-

1650) 用的也是類比原理。 據說, Descartes

在觀察蜘蛛織網時產生了靈感, 因而萌發了

建立直角坐標系的設想。 蜘蛛網由經線、 緯線
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編織而成, 憑借這些經緯線蜘蛛能爬行到網

的任意位置。 於是, Descartes 就用無數條

平行線和垂直線織成了坐標網, 建立起點與

有序數對之間的對應關係, 從而在數與形之

間架起了一座橋樑。

值得提及的是類比法不僅用在科技發明

中, 在文學中也時常可見。 例如, 人們都說杭

州西湖美如畫, 何以為憑? 有佳對為證:“水水

山山處處清清秀秀, 晴晴雨雨時時好好奇奇。

” 一些有趣的對子也多用類比法, 再舉一則,

可見一斑。 “海水朝, 朝朝朝, 朝朝朝落; 浮雲

長, 長長長, 長長長消。” 真是對仗工整, 不失

為絕妙佳對。

可見,類比法能啟迪人們的思維, 引發人

們的聯想, 促進人們去探求問題, 發現真理。

數學中的類比法

在數學中, 根據類比法去解決問題和發

現真理, 更是到處可見。

1. 一個重要的例子

例1:求無窮級數和
∑

∞

n=1
1
n2 。

這個求和問題是 Bernuli (1654–1705)

公開徵解的, 這位瑞士著名的數學家在求得

了不少無窮級數的和數後, 對由自然數倒數

的平方所組成的級數始終不得其解。 一個世

紀後, 這個在當時被認為是“超級難題”為天

才的數學家 Euler (1707–1783) 所攻克。

Euler 大膽地將“有限”與“無限”進行類比,

通過聯想, 利用已有的數學模型解決了問題。

他的處理方案是這樣的:

聯想模型之一: 若 α1, α2, · · · , αn 是

n 次代數方程 a0 + a1x + a2x
2 + · · · +

anx
n = 0 的 n 個不等於零的根, 則

方程式的左邊 n 次多項式可分解成積因式

a0(1 − x
α1

)(1 − x
α2

) · · · (1 − x
αn

)。 考慮特

殊情況, 若某一多項式方程的根兩兩互為相

反數: β1、−β1, β2、−β2, · · · , βn、−βn, 則相

應的 2n 次多項式可分解成積因式 a0(1 −
x2

β1
2 )(1 − x2

β2
2 ) · · · (1 − x2

β2
n ), 其中二次項 x2

的係數 a0 = −a0(
1

β1
2 + 1

β2
2 + · · ·+ 1

βn

2 )。

聯想模型之二: 三角方程 sin x = 0 的

根為 0, π,−π, 2π,−2π, · · · , nπ,−nπ, · · ·
將 sin x = 0 看作是一個“無限次方程”, 於

是, 方程 sinx
x

= 0 的根為 π, −π, 2π,

−2π, · · · , nπ, −nπ, · · ·。 將以上兩個聯想

的“有限”與“無限”類比, 構成等式 sinx
x

=

a0(1 − x2

π2 )(1 − x2

4π2 ) · · · (1 − x2

n2π2 ) · · ·, 這
個“多項式”的“二次項 x2”的係數為

−a0(
1

π2
+

1

4π2
+ · · ·+ 1

n2π2
+ · · ·)

=
−a0

π2
(

1

12
+

1

22
+ · · ·+ 1

n2
+ · · ·)

聯想模型之三: 冪級數展開式

sin x

x
=1−x2

3!
+

x4

5!
−x6

7!
+· · · ,

其中“二次項 x2”的係數是 −1
3!

= −1
6

, 比較

係數得

−a0

π2
(

1

12
+

1

22
+· · ·+ 1

n2
+· · ·)=

−1

6
。

不失一般性, 設 a0 = 1, 則

1

π2
(

1

12
+

1

22
+” · · ·+ 1

n2
+· · ·)=

1

6
,

即

1

12
+

1

22
+· · ·+ 1

n2
+· · ·= π2

6
。
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2. 一個著名不等式

例2: 假設 x、y 為非負數, 則由 (x −
y)2 ≥ 0 得 1

2
(x2 + y2) ≥ xy, 其依據是

x2 + y2 − 2xy ≥ 0。

由此產生類比聯想: 對於非負數 z, 是

否有 1
3
(x3 + y3 + z3) ≥ xyz? 嘗試之,

x3+y3+z3−3xyz = (x+y+z)(x2+y2+

z2 − xy − yz − zx) = 1
2
(x + y + z)[(x −

y)2 + (y − z)2 + (z − x)2] ≥ 0。

更進一步地類比及推廣, 便有著名的

不等式 1
n
(x1

n + x2
n + · · · + xn

n) ≥
x1x2 · · ·xn, 其中 xi(i = 1, 2, · · · , n) 皆為

非負)。 若記 A1 = x1
n, · · · , An = xn

n, 則

得 1
n

∑n
i=1 Ai ≥ n

√
πn

i=1Ai, 這就是算術平均

值不小於幾何平均值的基本不等式。

3. 對於類比法的再定義

從上面兩個例子我們可以發現類比法其

實是這樣一種推理: 根據 A、B 兩個不同對象

具有某些相似的性質, 而且已知 A 還具有其

他性質, 由此推出 B 也具有其他相似的性質。

它可以用公式表示如下:

根據:







對象 A 具有性質a、b、c、d;

對象 B 具有性質a′、b′、c′.

其中a′、b′、c′分別與a、b、c相同或相似

推論: 對象 B 可能也具有性質 d′。

可見, 由類比法推得的結論可能真, 也可能

假, 要從邏輯上作進一步論證。這和數學發明

創造中的一般途徑相吻合的, 其途徑用框圖

給出就是

................................................................................................................................................................................................................. ...............

...........................................................................................

.....

.....

.....

.....

.....

從具體問題、

具體素材出發

類比–聯想–預見 形成普遍

命題

邏輯證明

對於類比, 當今深負眾望的數學教育家、

美籍匈牙利的 Polya 在其名著 「數學與猜想」

中指出: “類比是某種類型的相似性, · · · 是

一種更確定的和更概念性的相似。” Polya 所

說的“相似性”, 是指對象在某些方面的一致

性, 而類比則就是指可以清楚定義的一致性,

由此, 按照 Polya 的觀念, 應用類比的關鍵

就在於如何把關於對象在某些方面一致性的

含糊認識說清楚。 誠如他所說的:“假如你想

把它們的相似之處化為明確的概念, 那麼你

就把相似的對象看成是可類比的。 假如你成

功地把它變成清楚的概念, 那麼你就闡明了

類比關係。” 為了說清類比法, 我們不妨舉一

個具體的實例:

例3:空間四個任意位置的平面將空間分

割成多少部分?

處理方案:

(1) 提出和原題相似的輔助問題“平面

上任意三條直線將平面分割成多少部分?”

(2) 分析解答輔助問題

平面上三條兩兩相交但不共點的直線將

平面分割成七部分: 一個有限區域 (三角形內

部), 其餘都是無限區域, 其中三個與三角形

有一公共邊, 另外三個與三角形有一公共點。
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(3) 類比推理, 解答原題

空間四個平面若兩兩相交且交線不平

行, 四個平面不共點, 則它們將空間分成這樣

幾部分: 一個是有限域 (四面體的內部), 其

餘都是無限域, 其中有四個與四面體共一面,

另有六個與四面體共一條稜, 還有四個與四

面體共一個頂。 因此, 空間被分割成 1 + 4 +

6 + 4 = 15 部分。

4. 類比的種類

應用類比, 需要瞭解類比的幾種常見類

型, 茲結合自己的解題及研究實踐,給出以下

幾種:

(1) 降維類比

當解決高維空間中的某些問題時, 往往

可以通過與低維空間類似問題的類比推理而

獲得解決,這種類比方法稱為“降維類比”, 如

[例3]。

(2) 數形類比

通過與 “形” 的比較去推測 “數” 的有

關性質, 通過與 “數” 的比較去推測 “形” 的

有關性質, 數形的有機結合可從中獲得問題

的解決, 這就是所謂的“數形類比”。

例4: 設 A、B、C、D、E、F 6個點依次分

布在同1個圓周上, 且 AB = CD = EF ,

BC = DE = FA, 點 M、P 、Q 分別為

BC、DE、FA 的中點, 求證: 三角形 MPQ

為正三角形。

處理方案: 通過類比, 把“形”的問題轉

化為“數”的問題, 使之更易求解。
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圖 1

把題設的圖形置於複平面內, 不失一般

性, 取圓心 O 為原點, ∠AOB = ∠COD =

∠EOF = α, ∠BOC = ∠DOE =

∠FOA = β (如圖1), 取圓半徑為單位長

度, 則 A、B、C、D、E、F 對應的複數分別是

1、eiα、ei(α+β)、ei(2α+β) 、ei(2α+2β)、ei(3α+2β)。

M、P 、Q 之點對應的複數分別為 zM =
1
2
(eiα + ei(α+β)), zP = 1

2
(ei(2α+β) +

ei(2α+2β)), zQ = 1
2
(ei(3α+2β) + 1), 但 3α +

3β = 2π, 即 α + β = 2π
3

, 故 zM =
1
2
(eiα + ei 2π

3 ), zP = 1
2
(ei(α+ 2π

3
) + ei 4π

3 ),

zQ = 1
2
(ei(α+ 4π

3
) + 1), 因為

zM · ei 2π

3 =
1

2
(ei(α+ 2π

3
) + ei 4π

3 )

= zP

zP · ei 2π

3 =
1

2
(ei(α+ 4π

3
) + ei2π)

=
1

2
(ei(α+ 4π

3
) + 1)

= zQ

所以, 三角形 MPQ 是正三角形。

(3) 轉化類比
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通過對有限與無限的類比來達到研究無

限性問題的目的的方法稱為“轉化類比”, 其

關鍵在於實現了從有限到無限的轉化。 如 [例

1]。

(4) 結構類比

由於結構上的極為相似, 而將待證明題

的條件或結論類比已知的公式, 並進行適當

的代換, 從而使問題得到解決, 我們把這種類

比方法稱為“結構類比”。

例5:設 x、y、z 均為實數, 且 x + y +

z = xyz, 求證: 2x
1−x2 + 2y

1−y2 + 2z
1−z2 =

8xyz

(1−x2)(1−y2)(1−z2)

處理方案: 問題的題設條件與結論在結

構上都是三數 (式) 之和等於三數 (式) 之積,

類比已知公式: α+β+γ = kπ(k為整數) ⇔
tgα+ tgβ+ tgγ = tgαtgβtgγ, 又結論中每

個分式的結構與正切的二倍角公式十分相似,

若作代換 x = tgα, y = tgβ, z = tgγ, 則由

題設條件得 tgα+ tgβ+ tgγ = tgαtgβtgγ,

從而 α + β + γ = kπ, 2α + 2β + 2γ =

2kπ = Kπ(這裏K = 2k), 於是

tg2α + tg2β + tg2γ = tg2αtg2βtg2γ

即

2tgα

1 − tg2α
+

2tgβ

1 − tg2β
+

2tgγ

1 − tg2γ

=
8tgαtgβtgβtgγ

(1 − tg2α)(1 − tg2β)(1 − tg2γ)

亦即

2x

1 − x2
+

2y

1 − y2
+

2z

1 − z2

=
8xyz

(1 − x2)(1 − y2)(1 − z2)

(5) 簡化類比

在處理問題時, 有時先求解一道比原題

簡單的類比題, 比如多元問題類比少元問題,

高次問題類比低次問題, 普遍問題類比特殊

問題等, 以便從中受到啟迪, 進而獲得原題的

解題思路與方法。 這種類比方法稱為“簡化類

比”。

例6: 以半徑為 R 的圓 O 的圓周上一

點 A 為圓心, 以 r 為半徑作圓 A, 圓 A 的

切線交圓 O 於 P 、Q 兩點, 求證: AP · AQ

為定值。

處理方案: AP · AQ 的值暫不知道, 但

既然 AP · AQ 為定值, 應當與切點 B 在圓

A 上的位置無關, 故可先將點 B 的位置特殊

化, 一方面確定這個定值是什麼, 另一方面也

可由 B 在特殊位置時的定值求法去猜測問題

的一般解法, 即先解答命題:“以半徑為 R 的

圓 O 的圓周上一點 A 為圓心 r 為半徑作圓

O, AO 交圓 A 於 B, 過 B 作圓 A 的切線

交圓 O 於 P 、Q, 求 AP · AQ 的值。”
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圖 2

由圖2可得以下事實:

因為 AP = AQ, 故 AP · AQ =
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AB · AC = r · 2R = 2Rr 為定值。 在此

基礎上, 我們也得到了本題解法。
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圖 3

由圖3易證 △APC ∼= △ABQ, 故

AP
AB

= AC
AQ

, 從而 AP · AQ = AB · AC =

r · 2R = 2Rr(定值)。

5. 類比法的作用

關於這一點, Polya 在 「數學與猜

想」、「怎樣解題」 等著作中, 指明了類比方法

的各種用途, 歸結起來, 主要有以下三方面:

(1) 類比是提出新問題和獲得新發現的

一個重要源泉。

例7.

對象 直角△APB, ∠APB 為直角 四面體P − ABC, 三面角P − ABC為直三面角

圖形
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1 PA2 = AH · AB S2

△PBC =S△HBC ·S△ABC , S2

△PAB =S△HAB ·S△CAB

PB2 = BH · BA S2

△PCA = S△HCA · S△BCA,

2 PA2 + PB2 = AB2 S2

△PBC +S2

△PCA+S2

△PAB =S2

△ABC

3 cosA · cosB ≤ 1

2
cosα cosβ cos γ ≤ 1

9

√
3

4 1

a2 + 1

b2
= 1

h2

1

a2 + 1

b2
+ 1

c2 = 1

h2

(PA = a PB = b, PH = h) (PA = a PB = b, PC = c, PH = h)

若PA + PB + AB = m(定值) 若(PA+PB+PC)+(AB+BC+CA)=m(定值)

5 則當 PA = PB 時, 則當 PA = PB = PC 時,

max(SRt△ABP ) = 1

4
(3 − 2

√
2)m2 max(VP−ABC) = 1

162
(5
√

2 − 1)m3

[例 7]中的表通過平面幾何與立體幾何

的類比, 所得到相應的結論使人一目了然,這

是建立在類比基礎上推測的。

(2) 類比在求解問題中也有著廣泛的應

用。 這就是“選出一個類似的、 較易的問題,

去解決它, 改造它的解法, 以便它可以用作一
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個模式。 然後, 利用剛剛建立的模式, 以達到

原來問題的解決。”如 [例6]。

(3) 類比不僅可以被用於發現, 而且也

可被用於對猜測進行檢驗。 其原則是: 如果

有一個與之相類的猜測得到了證明, 原來的

猜測也就變得更加可靠。

如 [例1]所知, Euler 利用有限與無限的

類比, 求得了 1+ 1
22 + 1

32 +· · ·+ 1
n2 +· · · = π

6
。

由於這一結論是建立在有限與無限的類比之

上的, 因此就只是一個大膽的猜想。 為了檢驗

這一猜想的可靠性, Euler 又用同樣的方法求

得了 Leibniz 級數的和:

考察方程 1 − sin x = 0, 把它看成

是一個“無窮次方程”, 其根為 π
2
, −3π

2
, 5π

2
,

−7π
2

, · · ·, 由於這些根都應被看成是重根 (曲

線 y = sin x 在這些橫坐標處並非與 y = 1

的直線相交, 而是與它相切), 因此依上述的

類比有 1− sin x = (1− 2x
π

)2(1+ 2x
3π

)2(1−
2x
5π

)2(1 + 2x
7π

)2 · · ·, 又已知 1 − sin x =

1− x
1
+ x3

1·2·3
− x5

1·2·3·4·5
+· · ·, 比較兩式的 x項

之係數, 就有 −1 = − 4
π
+ 4

3π
− 4

5π
+ 4

7π
−· · ·,

即 π
4

= 1− 1
3
+ 1

5
− 1

7
+ 1

9
− 1

11
+ · · ·。 由於這

是一個先前已經知道的結果, 從而, 就如 Eu-

ler 所指出的:“這對於我們那個被認為還有某

些不夠可靠之處的方法, 現在可充分予以肯

定了, 因此我們對於用同樣方法導出的其它

一切結果也不應懷疑。”

6. 類比法的註記

如上所見, 類比法作為一種極富創造性

的方法, 是有無限生命力的。 對類比法, 以下

幾點必須予於澄清。

(1) 類比和推廣是有區別的。 例如, 從二

維的概念到三維的概念, 從二維的判斷到三

維的判斷的過渡, 或定理從強充分條件到弱

充分條件 (必要條件不變) 過渡, 以弱必要條

件到強必要條件 (充分條件不變) 過渡, 都在

推廣之列, 而類比的兩大類對象卻大不相同,

類比間的差別大大超過維數、 充分條件或必

要條件強弱的差別。 因此, 要找到類比, 往往

需要一定的想像力和創新精神。

(2) 類比所需的想像力, 往往由背景所

引發。類比所需的完善性, 也往往以背景為基

礎, 絕不能瞎想硬套。

(3) 類比必須盡量做到完善, 即兩類對

象的附屬元素的對應, 大體上要齊全 (不一

定一一對應)。 並且, 一類的附屬元素間的關

係, 大體上要類似於另一類的對應附屬元素

間的關係。 這樣, 才有可能把一類所作的判

斷“嫁接”到另一類, “翻譯”成為關於另一類

的判斷, 並使這種判斷的真確性增大。

(4) 在進行類比推理時, 應當注意這樣

兩條原則:(i)類比所根據的相似屬性越多,類

比的應用也就越為有效。 這是因為兩個對象

的相似屬性越多, 意味著它們越接近, 這樣去

推測其它的屬性相似也就愈加合乎實際。 (ii)

類比所根據的相似屬性之間越是相關聯, 類

比的應用也就越能成功。 因為類比所根據的

許多相似屬性, 如果是偶然的並存, 那麼推論

所依據的就不是規律性的東西, 而是表面的

聯繫, 結論就不大可靠。 如果類比所依據的是

現象間規律性的東西, 那麼推得的結論之可

靠性程度就較大。

(5) 類比畢竟是類比, 類比決不等於雷

同。 關於某一類對象的成套定理系,類比到另
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一類對象時, 有些命題的真假性被破壞, 這是

不足為奇的。

(6) 類比方法並非萬能, 也有其不足之

處。 不同的研究對象之間存在的相似性是類

比法的客觀基礎, 而對象之間的差異性卻限

制了類比的範圍和結論的可靠性。 在任何兩

個相似的事物之間, 總有一定的差異, 不可

能一切方面都相似。 根據相似屬性進行類比

時, 所推論出的屬性如果正好是事物的差異

性, 則結論自然是錯誤的。

例如, 任意有限項進行代數和運算是滿

足結合律的。 但一旦將這一結論類比到無限

項的運算中, 則有

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + · · ·

=(1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + · · ·

=0

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + · · ·

=1 − (1 − 1) − (1 − 1) − · · ·

=1

為什麼會出現這種奇怪的現象呢? 這是因為

用類比法推論出的性質正好是有限與無限的

差異性, 這種差異性導致了錯誤的結果。

最後必須指出, 儘管類比法有一定的局

限性, 但它仍然是發現數學真理的一把鑰匙。

誠如大哲學家康德所說:“每當理智缺乏可靠

論證的思路時, 類比這個方法往往能指引我

們前進。” 對類比法, 我們既要大膽地使用它,

但又不能迷信它。
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